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ТЕОМЕТРЯ НА ПЛОСКОСТИ, 





ГЛАВА ПЕРВАЯ. 
Координаты и уравненля. 


$ 1. Прямолинейныя координаты. 


1. Аналитическая геометр1я, будучи наукою о протяжеши въ ва- 
момъ широкомъ емыелз, характеризуется особеннымъ епособомъ изел*- 
доватя, состоящимъ въ однообразномъ и методическомъ примфнени 
алгебраическаго анализа, къ изученю. хормъ проетранетва. Основан!емъ 
этого епособа влужитъ поняте о координатахъ, которое въ первона- 
чальномъ, простьйшемъ его видз и въ примнети къ изученцо гормъ. 
плоекихъ, т.-е. хигуръ, помфщающихея на плоскости, можетъ быть 
составлено сл5дующимъ образомъ. 

2. Положимъ, что мы имфемъ на плоскости прямой уголь ХОУ 
(гиг. 1), одну изъ сторонъ котораго, именно ОХ, будемъ предпола- 
гать горизонтальною. у 

Веякая точка ЛМ, имющая опредфленное положете внутри этого 
угла, находится на опредЪленныхъ разетояняхъ 
МИР и МО отъь его сторонъ. Веякое измневне 
положен!я точки М влечеть за еобою измънеше 
одного или обоихъ этихъ разетоянй. Эти-то раз- 
отояшя и называются координатами точки М по 
отношейю къ сторонамъ угла ХОУ. Они могуть 
быть изм$рены какою-нибудь единицею и, елЪдова- _ Фих. 1. 
тельно, выражены опред$ленными числами. Пуеть эти чиела будуть аси 6. 

Если положете точки М неизвзетно, то по ‘даннымьъ числовымъ 
величинамъ кобрдинать а и 6 оно можеть быть найдено поетроенемъ. 
Въ самомъ дЪлВ, для этого нужно только на сторонё` ОХ отложить 
длину ОР, равную а единицъ, а на сторонф ОУ длину ОО, равную 6 
единицъ, и затьмъ черезъ точки Р и”© провести прямыя, нараллель- 
ныя сторонамъ угла. Точка переезчен!я этихъ прямыхъ и будеть М. 

Итакъ, въ предположени, что единица извфетна, чиеловыми значе- 
вами а и 6 положене точки М внутри угла ХОУ опредЪляетея вполн%. 
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3. Чтобы различать двф координаты точки 1, имъ усваиваютея 
особыя названя. Координату а, которая предетавляетъ разетоявте точки 
М отъ стороны ОУ и, для поетроевзя зтой точки, отмфриваетея по 
сторонз ОХ, называютъ @бсииссою; = кооркниату 0, предехавляющую. 
разетояве точки М отъ горизонтальной стороны ОХ и отм5риваемую. 
по сторон ОУ, называютъ ординатою *%). 

Неопредвленную эбециеесу принято обозначать буквою 5, а не- 
опредъленную ординату буквою у. ВелЪдетые этого, вмфето того, чтобьх 
товорить, что абециеса точки есть &, а орхината 6, можно пиеать: 


д=а и ЕО, 


Прямыя ОХ и ОУ называютея осями координать, причемъ первая 
именуется осью абсциссь или осью иксовь, э вторая осью ординать или; 
_ осыю ипрековь. Точка ихъ пересзченя называетея началомь яоординать. 
06бЪ оси въ еовокупноети составляютъ систему координалть. 

При опредзлеваи похоженя точки посредетвомъ координатъ веегла, 
предполагаетея, что положете самихъ осей коорхиналь дано или ечи- 
таетея извъетнымъ, 

4. Оси координатъ, будучи продолжены неопредфленно, обра- 
зують четыре угла: ХОУ, ХОУ, ХОТ и ХОТ’ (еиг. 2). Ска- 
занное выше объ опредфлени положевн1я точки внутри угла ХОТ при- 
| мънимо и къ тремъ остальнымъ угламъ. 
ВелБдетвле этого одними и тЪми же 
числовыми величинами коорданатъ 


У 
обра 


д—а И /—=6 


опредзляютея на плоскости четыре точ- 
ки М, М, М”, М”, по одной въ. 
каждомъ углЪ. Вез эти точки нахо- 
дятея на разетояши а единицъ отъ. 
оси ординать и 6 единицъ отъ оси 
абециесъ. Чтобы различать ихъ, координатамъ придаютъ вообще не 
числовое только, а алгебраическое значете, т.-е. признаютъ ихъ вели- 
чинами, могущими быть положительными или отрицательными, смотря. 
по направленю изм®регйя. 

Нри этомъ принято абециееы, отмвриваемыя по оси х-въ вправо, 
считать положительными, ‘отмёриваемыя же влёво—отрицательными. 
Педобнымъ же образомъ ординаты, отмёриваемыя по оси у-овъ кверху, 
сечитаютея положительными, а внизъ—отрицательными. 





Фиг. 9. 


_ *) Нужно зам тить, однако, что услове, чтобы одна изъ сторонъ угла 
была горизонтальною, не существенно необходимо и не всегда соблюдается, а 
потому и присвоейе этихъ наименован той или другой изъ сторонъ до н$ко- 
торой степени произвольно. 


ды Бом 


При такомъ услови вез четыре точки М, М’, М”, М” ре 
замзть разныя координаты, а именно: 


для точки М д—=—Ра, РЫСЬ 
для точки № Я=-а, у=—В, 
для точки М =ф—ща, У=ЬВ, 
для точки Л” Х—=— а, у==—6. 


Слфдовательно, при такомъ уелоыи каждая точка плоскости ха- 
рактеризуетея особыми, ей только принадлежащими, координатами; такъ 
что двумя координатами, данными алгебраичееки, т.-е. со знаками -- 
‚или —, положене точки на плоекоети опредфляетея вполн® и един- 
‘ственнымъ образомъ. 

Уголь ХОТ, внутри котораго ве точки имзють положительныя 
абециесы и положительныя ординаты, называется нормальным. 

5. Указанное услов1е ечитать разетоятя между точками за поло- 
жительныя или отрицательныя, емотря по направленю ихъ измрешя, 
 имфетъ въ аналитической геометр!и всеобщее раепроетранеше и прила- 
гаетея не только къ оесямъ координатъ, но и ко везмъ другимъ прямоли- 
нейнымъ направленямъ. Оно извзетно подъ назвашемъ правила знаков. 

6. Мы предполагали до еихъ поръ, что оси координалъ ОХ и 
_ОУ взаимно перпендикулярны и, олдовательно, вез четыре рану 
мые ими угла прямые. Но это пред- 
_положене не есть существенно нб- 
обходимое. Изъ предыдущаго елвдуетъ, 
что абециеса точки 1 (Фиг. 2) ееть 
величина отр№зка ОР, отеъкаемаго на 
оси 2-овъ прямою, проведенною чрезъ_ 
М параллельно оеи у-овъ, а. орди- 
ната —величина отрфзка О@, отеЪкае- 
маго на оси у-овъ прямою, проведен- 
_ною чрезъь Л параллельно оеи 5-овъ. 
Такое воззрфе на координаты раепроетраняетея безъ веякаго изм%- 
`неня и ‘на случай, когда оси не перпендикулярны между собою. Такъ, 
‘на прилагаемомъ чертеж (иг. 3), гдЁ нормальный ох а СХ. острый, 
координаты точки М суть; 

_ 2=0ОР=ом и 97—=00=РМ, 
а координаты точки М суть: и 
1— ОВ=—=5№ И у=08=ВМ. 

7. Раземотрнный способъ опредлять положеше точки на плое-. 
кости поередетвомъ величинъ прямолинейныхъ отрёзковъ называется 
еповобомъ прямолинейныхь координать; при этомъ и самая система 
координать называется ирямолинейною. Сверхъ того, если оси взаимно 
перпендикулярны, то система координатъ называетея прямоуюльною. 
Въ противномъ случаВ. она именуется хосоуюльною. 
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Прямолинейная система координатъ извзетна тахже подъ вазва- 
вемъ Декартювой, такъ какъ Декарть перзый далъ правила методи- 
ческаго примфнетя этой сиетемы къ изучению геометр!и и тфиь поло- 
жить начало аналитической геометри (въ` 1537 т.). 

8. При веякой прямолинейной систем коордипать вв точки, 
имвюпия равныя абециеевт, находятея на прямой, парэлдельной оси 
‘ординатъ, а ве точки, имвюния я ординаты, на прямой, парал- 
`лельной оси абециееъ. | 


Сльдовательно;` услоне х==«а, взятое въ стдЪльноети, хотя и не- 
‘доетаточно для опредвлея положевя точки на плоскости, тфмъ не’ 
‚мене выдфёлнетъ изъ веБхъ точекъ плоскости т5, которыя лежатъ на 
прямой МР. Точно также услове у== выдфляетъ изъ вехь точекъ 
плоскости тф, которыя лежатъ на прямой М. Понятно, что оба эти 
`услоня ВЪ совокупности опредвляютъ точку, принадлежащую обфимъ 
`прямымъ. одновременно, т:-е. единственную ихъ точку пересвченя 1. 
_ Въ частности ое #=0 опредфляеть ось ром а услове у—0 
ось х-овъ. | < 
22% Координаты начала, координать суть: 4—0, у==0. 

„ 39, Нели дВЪ точки (какъ, наприм®ръ, М и М” въ Фиг. 3) имВють 
координаты, соотвзтетвенно равныя по абеолютнымъ величинамъ, но 
съ противоположными знаками, то он расположены симметрично от- 
носительно начала координатъ,-т. е. лежать на одной еъ нимъ прямой 
и на равныхъ отъ него разетояняхъ. Точно также и обратно, всявя 
дв точки, симметричныя относительно начала координатъ, им ютъ коор- 
‘динаты, равныя по абеолютнымъ величинамъ, но еъ противополож- 
ными знаками. Въ этомъ легко убъдиться ИЗЪ _равенотва треугольни- 


ковъ ИОР и М”ОР.. | | 

10. Точка; которой координаты суть ыы и у=5, называется 
сокращенно точкою (4,5). Она считается извзетною или данною, какъ 
‚екоро извзетны или даны величины @ и 06. Найти неизвъетную 
точку (#) значить Въ аналитической геометрии вычислить коорди- 
наты 2 и у. или, по крайней мёрё, дать’ Формулы, зыражающуя ИхЪ 
чрезъ величины извзетныя. ^ | 

Въ елф$дующихъь задачахъ координаты точекъ служать данными 
или искомыми. 

11. Даны деъ- точки (21) и. (@ыту требуется найти разетоя- 
ще между ними. . > 

'Предположимъ, что . `оеи  воординать косоугольныя, и назовемъ 

чрезь ® уголъ между ними. Пусть №, и М будуть данныя точки 
(Фиг. 4). Проведя ‚прямыя М:Р!: И М.Р. параллельно оси ординатъ 
и прямую М.М параллельно оси абециеет, будемъ имть: 


ОР! —=—ал, вы ‚ ОРь==хо, МР: =; з МР, = к 


— т — 
_ Изъ треугольника И. ММ. имземъ: 


МИ; —=2М№-- М, №— М.М. М.М. воз М. ММ... 


но | | _ ИХ=рР:Р,= ОР.— ОР. = — 1 
И т М5 №М= МР. — М.Р. = М›Рь — ЛИ Р:—у— 9/1; 
кром$ того | с05.0/1. №2 — — 056%. 


Поэтому, называя чрезъ 4 искомое разетояше 1, №, будемъ имЪть: 


= (2—1 (уз— у) 2(43 —Хуз — ут)еово, 
откуда. 


а— Е \У(л— жи --(у— у --2(12—271)(уз — 91 )е оз. оо (1) 


Это равенетво и р»шаетъ задачу, потому что во второй части 
находятея только данныя величины, по которымъ иекомая или @ и 
‚можеть быть вычиелена. Двойной знакъ во 
‚второй части соотвЪтетвуетъ двумъ различ- 
_нымъ направлешямъ, которымъ можно ел%- 
довать при изм5реши величины 1/12. Вели 
по смыслу задачи нужно найти только абео- 
хютную величину отрЪфзка 11.02, то яено, 
что знакъ-—не долженъ имфть м%ета. 

12. Зам тимъ, что хормула (1)ееть впол- 
‘нЪ общая, т. е. справедливая при веёхь 
зозможныхь положеняхъ данныхъ точекъ на. плоскости, если только 
подъ 91, 9, 42, 92 будемъ понимать (какъ это веегда в лаетея) алге- 
браическ:я значеня координатъ, т. е. ео включешемъ въ это обозначе- 
не м знака -- или-— соотвЪтетвенно положенямъ точекъ. 

Такъ, напримёръ, если положимъ, что У 
точка Л находитея внутри нормальнаго 
утла ХОУ, а точка М1 внутри угла ХОУ’ 
(ъиг. 5), то будемъ имЪть: — 

М> М = Р.М: Р:. 
30, замфчая, что алгебраичесвя значетя 
'ордивать \ и 4 суть 





- Фиг. . 





- ф=-- МР и и —=— М.Р, Фиг, 5. 
‘будемъ бек что въ этомъ елучаЪ, какъ и въ прехыкущемъ, 
| М = == — 91. 


13. Деви оеи координат прямоугольныя, то о рмула (1) призи- | 
маетть слфдулющий болфе простой видъ: 


4=\У(—= у - т — : Е и ь .* (2) . 


Е ВЪ ЭТОМУ случа <= 00590°-—0, 


с $ мы 


Цолагая въ послфинемъ выражеши 25==0, %=0 и =ых, 
/1 =, ПОЛУЧИмЪ 


а—\у2“-- у? ооо ф 9 п ов о 9 г РР (3). 
Это ееть выражеше разотоявя какой-нибудь точки (7, у) отъ начала 


координатъ. 

14.. Даны двъ точки (2, 91) и (55, 2); требуется найти на 
ирямой, иль соединяющей, точку (х, у), которой разстоявя оть дан- 
ныхь точекь находятся 6% данномь отношении т: и. 

Друвими словами эта задача можетъ 
быть выражена такъ: раздулиияь оттзокь 
между двумя данными точками в5 дан- 
номь отношеняи. 

Пуеть 1. и М2 будутъ данныя точки и 
М искомая (хиг. 6). Проведя прямыя 2:Р:, 

>, Хх М.Р. и МР параллельно оси орхинать и 
Фиг. 6. прямыя ЛК и МГ параллельно оси абс- 
цисеъ, будемъ имЪфть изъ подоб1я треугольниковъ КМ и МЕМ.: 


МВ _ Мк_ ИМ 

МГ МГ ММ. 

| Но И К= Р.Р= ОРМ_— ОР. =1— ал, 
МГ—=РР.—=оОР.— ОР=хо—х, 
ИК—=МР— КР=МР— М:Р/—=у—ич1, 

не М№Г—= М.Р, — ГР.—= МР. — МР=у—у9. 





Поэтому, замфчая, что по условю задачи должно быть 


ММ т 
ММ п’ 





получимъ два уравненя 


х— то у т 

и. м —. 

2—х п’ 1—9 п 
изъ которыхъ находимъ 


пал -— _ 1 - туз 
————_—— ти . — тя фе ее © $5 $ (4). 


Эти Формулы и рёшаютъ задачу, потому что (0: предетавляютъь 
выражен!я искомыхъ координатъ чрезъ данныя координаты 21, 91, 2э, Уз 
и данныя числа т и п. Он одинаковы какъ для косоугольной, такъ 
и для прямоугольной системы координатъ, потому что #ъ нихъ вовее 
не входитъ уголъ ‹ между осями координать. 

15. Мы предполагали, что искомая точка МИ неходатея внутри 
отр®зка 2. М, но емыелу задачи не противорёчить и конущеше, что 
точка М находитея на продолжен этого отр%зка ‘въ ту иди другую 


ее. В 


стороку. ДВлая это допущене и повторяя предыдупя разсужденя при- 
мфнительно къ Фиг. 7-Й, найдемъ: 


Ик МК ММ 
ГИ ГМ ММ 


АЛИ 
Я— бл _У— У! __ 
д—ж Уф п’ 
отвуда, 
ПХ — Ио 1 — 7 
а таЕИНИИЫЕ, о о ооо фо @ п рф (5). 


й—т й—т 


Такимъ образомъ мы видимъ, что двумъ различнымъ предположе- 
шямъ о положени искомой точки относительно данныхъ (внутри и внЪ 
отр$зка ЛМ: М>) еоотвЪтетвуютъ различныя у 
Формулы, ршаюпая задачу. Легко показать, 
однако; что это различе устраняетея, если 
принять во вниман1е ”равило знаков. 

Въ самомъ дЪлЪ, когда точка Л на- 
ходитея внутри отр$зка 1:5, то отноше- 
не разстояй 11М и ММ>, имъющихь 
одинаковое направлене (отъ №: къ М и оть 
М къ 12), должно считатьея положитель- фиг. 7. 
нымъ; когда же точка И находится вн отрфзка ЛМ, Мо, то эти разето- 
яшя имзютъ разныя направленя и, сл$довательно, отношеюе ихъ 
должно очитаться отрицательнымъ. Отеюда видимъ, что въ двухъ этихъ 
случаяхъ данное отношете должно имзть разные знаки, тогда какъ, 
выводя Формулы (4) и (5), мы принимали во вниман!е только его арие- 
`метическое. значене, Чтобы согласовать выводъ еъ правиломъ знаковъ, 





мы должны, ел5довательно, во второмъ елучаБ отношене 9 замзнить 


7% . 
чрезъ — =. Отъ этого хормулы (5) сдлаютея тождественными съ (4). 


Итакъ, хормулы (4) рёшаютъ задачу во вебхъ возможныхьъ елу- 
‘чаяхъ, еели только подъ обозначенями т и п разум ются 1 величины 
алгебраичеек1я со включен1емъ ихъ. знаковъ. 

16. Изъ еказаннаго видимъ также, что всякой величин отношеня 


7% + 
-, соотвзтетвуетъ единственное и опредфленное положенше точки М. на 


прямой 14:14 внутри или внф отрфзка №М1:2[5, емотря по знаку этого 
отношен1я, и обратно, всякому положеню точки Л на. этой прямой 


. * м . 7%. 
соотвфтетвуетъь особое элгебраичеекое значеше отношея —. 
% 


тон 


2%. р 
Если положимъ р —| или Т==и, то будемъь имбуь Л .М—= 


— М Мо, т. е. М будетъ срединою отр®зка М:21.. Въ отомь еслучав | 


Формулы (4) ображщаютея въ 
21--23 _ 91-242 
а“ 


Координаты средины отр%зка суть, елфдовательно, ариометичеекя 
середины координатъ концовъ его. 





т 
Если еые, то Формулы (4) дають 4==0%, =. Точка, 


которой одна или 0б% координаты имфютъ безконечно большия вели- 
чины, называетея 7йочкою безконечно удаленною. По хакую бы сторону 
отъ отрфзка Л№:М ни находилась точка №, при. безпредёльномъ ея 


. ЛОМ 
удалени отношен!е ИИ. °ТРемитея къ одному и тому же предёлу (—1). 
——— 2 





—-.- > * 





Поэтому принимаютъ, что на всякой прямой безконечно удаленная точка, 
епинетвенна.. 


———ы=——ы—ыы.— тре, Чылль, инь = 


у 2. Преобразоване координатъ. 


17. Выборъ системы координатъ, относительно которой опредз- 
ляетея положене точки, въ большинств® стучаевъ бываетъ произволенъ, 
но иногда, ради простоты изелфдоваюй или пругихъ цЪлей, бываетъ 
‘полезно одну систему координатъ, первоначально взятую, замЪнить 
другою, опредзленнымъ образомъ выбранною. При этомъ являетея во- 
проеъ: как» мо коердинатамь точки относительно одной системы 
найти координаты той же почки относительно о_друюй? ах". 
` _ Чтобы не емвшивать. двухъ системъ координатъ, о которыхъ при 
этомъ идетъ р$чь, будемъ ту ИЗЪ НИХЪ, которая дана первоначально, назы- 
вать, прежней, а ту, къ которой требуетея перейти, —новой. При этомъ 
координаты какой-нибудь точки М относительно прежней системы. уело- 
вимея обозначать чрезъ 4 и у, а координаты той же точки относительно 
новой виетемы чрезъ ди У. 

`Р»ьшеюе названнаго вопроса должно, очевидно, состоять въ отые- 
кари Формулъ, выражающихъ величины #4 и 9 чрезъ хи у’ или обрално. 

Замзтимъ, что данными для опредвлен!я однихъ координатъь по 
другимъ должны елужить, кромЪз этихъ поельднихъ координатъ, еще 
величины, опредвляюпия раеположене одной системы координатъ по 
отношен!о къ ‘другой. в р быть эти величины, мы сейчасъ 
Увидимъ. и 5 

18. `Разсмотримъ сперва два частные ‚ случая прехложеннаго вопроеа, 

1-й ‚елучай. — Обь. системы имтють одинаковое ро осей, 
но › разный начала. ^ ` а 





\. 


=>. 


< 


а а 


Пусть будеть .ХОУ `(‹иг. 8) прежняя система координатъ и 
Х’0’У’— новая. По предположеню, ось О’Х’ параллельна ‚ОХ и О’У” 
параллельна ОУ. Раеположене новой еи- 
‚стемы относительно прежней. будетъ, очевид- 
но, внолнв опредБлено, если даны коорди- 
нать: новаго начала относительно прежней 


22 чины» ртами” 2 > оу 


системы. Пуеть эт эти координаты будуть 






я У 





} 
ре к и“ | 
д=а и у=5. в 


Проведя прямую. ИР’Р параллельно. - Фиг, 8. 
оси ОУ и обозначивъ. рр © точку переевченя осей ОХ и О’У, 
будемъ имфть: | | 
ОР=о9- ОР—09+ О’Р, 
ИР = ЕЕ 09+МР, 
и такъ какъ 


ОР—х, МР=У, ОР, МР’=у,, О9—=а, 0’0=5, 


то получимъ | 
а | ............ а) 
уу “о. 

Эти ‹хормулы и рёшаютъ вопроеъ въ настоящемъ частномъ елу- 
чаЪ. ОнЪ, очевидно, вполн% обпия, т. е. имфють м%ето при веякихъ 
положеняхъ какъ начала новой системы координатъ, такъ и данной 
точки Л, если только подъ буквенными обозначенями разумВютея ал- 
гебраичеекя значешя координатъ со включетемъ знака -|- или—. Кром 
того, эти хормулы одинаковы ` какъ -Для  коеоугольныхъ, такъ и для 
прямоугольныхь сиетемъ кординатъ.: - | 

19. 9-й случай. — Объ системы координать . имъють ие. на- 
чало, но разныя направлетя осей. 

Пуеть ХОТ будетъ прежняя система кооринать, а х 0у’— 
новая. Расположене новой системы ‘отно- 
сительно ‘прежней опредфлитея вполн%, | 
если будутъ извзетны углы, соетавляемые — 
новыми осями еъ прежними. Очевидно, что 
достаточно. длЯ этого дать только два угла, 
составляемые новыми осями съ одной изъ о 
прежнихъ, напр. съ 0х; кромз того. 
должно ‚предполагать  извзетнымъ ‘уголь эр 
Хоу между прежними оеями. ъ 

Итакт, _пуеть ханы (Фиг. 9): 


ДхХох=а й игох=В, ХО, :. 
Въ азов случа, какъ видно изъ чертежа, будемъ имЪть: 


ХХ УОХ=ю—а /УОГ=ою—В о 





Иа 


= 


Проведя чрезъ точку М прямыя МР и МР’ параллельно осямъ 
ОУ и ОТ’, будемъ имъть: 

ОР==х, ИР=у, Об, МР. 

Проведя кромЪ того чрезъ точку Р’прямыя Р’/ и РК парал- 
лельно прежнимъ осямъ ОХ и ОУ, будемъ пм%ть, что въ треуголь- 
никф ОРК 

ХКОР’—а, / ОКР’=п-оь, /ОРК=ю-&, 

> въ треугольник$ Р’МГ 
’ ДИРТ=В, /РТМ=п-—в, /ИРИГ-=®-—В. 
Велфдетвые этого изъ перваго треугольника получимъ: 


РК _  зшх ‚ 9К __ в («— 0). 
ОР’ эт (®— в ОР’ вп (п—®)' 





Откуда, 
„ЗА % п () — 
по 1 ©) 


Изъ второго же треугольника найдемъ: 


ИГ _. Во з РГ. _ зв (®—В) 
ИР’ эт оз ИР’ эп т (п— ©) 





откуда 
и $0 т Во __ „за т (®— В) 
И то“ а шп 
Но изъ чертежа видно, что 
у—=МР=Р’К-- МГ, 
—=ОР=ОК-- РТ. 
`’Нодетавивъ сюда найденныя иыраженай ЛЯ РК ОК, МЕ и 
о получиит. 
__ #зта-НУ эт В 
7. 8, лм а № 
__ 2 зщ (и —@) НУ зт (®— В) мт 
ий”. т © $ ` 


Эти хормулы и рёшаютъ вопросъ въ настоящемъ чаетномъ случаф. 

20. Хотя хормулы (2) выведены для частнаго расположеня осей, 
изображеннаго на чертеж, но не трудно видфть, что онф вполн%® об- 
я, т. е. имвютъ мвето и при всякомъ другомъ расноложенши оеей. 
Для этого замфтимъ, что въ аналитической геометри для ‘угловыхъ 
величинъ еоблюдаетея то же правило знаковъ, какъ и для прямолиней- 
ныхъ разетояЙ, при чемъ за положительное направлене, которому 
елздуютъ при измвренш или отечитывант угла, „принимается въ 601 боль- 
шинствв елучаевъ направлене, обратное ` `направлентюо ‘движен!я часовой 
стрфлий, а за 6 отрицательное —бвпадающее оЪ направлешемь, Этого. 





га 


движены. Въ ситу такого правила въ хормулахъ (2) углы хи В мо- 
туть имъть различные знаки при различныхъ направлешяхъ осей. Но- 
если условимея подъ буквеннымъ обозначенемъ угловъ понимать ихъ 
алгеброичеекя значеня, т.е. ео включешемь знаковъ | или —, то- 
отъ измфнемя направлевнля оеей не будетъ измВнятьея видъ Формулъ. 
(2). Эти хормулы будутъ, елфдовательно, справедливыми при веякомъ. 
разположети осей. | 

21. Формулы (2) принимаютъ болфе простой видъ, еели одна или 
00% системы координатъ прямоугольныя. Такъ, если прежняя сиетема. 


координатъ прямоугольная, то ° зшм ю—=8т а 1, 31 (6 —@) —608 и, 


511 (® — В)==е0з В, и еормулы (2) обращаютея въ 
у— эта -- у’ вт В | | (3) 
== 08 «У с0$ В } го 

Еели новая система прямоугольная, то В= й --х и, елВдова- 
тельно, зтВ==с0зх, зт(® — В)=— в08(ю—@), такъ что Формулы 

(2) обралщатея въ 

_ #эта-Гу 059 
а зто 


Че 2’ т (в —0)— 9’ с08(®—@) о о о э ®в (4). 
т п <) 





“ 


Наконецъ, если 00% системы прямоугольныя, то изъ поелфднихъ. 
п 
’ Формулъ, полагая &=—=), получимъ 


№ 


у=2’ зта- у’ е03& | (5) 
2==0 сова — ут В з 
22. Обратимея теперь къ самому общему случаю въ раеположени: 
системъ координатъ, т. е. къ тому елучаю, когда 0бъ системы имтъ- 
ть различныя начала координать и фразличныя направлетя осей. _ 
Пусть прежея оеви будуть ХОТ, з новыя Х’О’У’ (иг. 10). Возь-- 
мемъ еще третью вепомогательную сиетему, 
которой начало совпадаетъ съ новымъ на- 
чаломъ О’и которой оси О’Х”, О’У” поел- 
довательно параллельны осямъ ОХ и ОУ. 
Если назовемъ координаты точки М отно- 
сительно этой системы чрезь 5” и 4”, то 
будемъ имфть на основан Формулъ (1) 


—а-х”, 
у=е-у’. 
Для перехода же отъ вспомогательной системы Х” 0 У” къ новой. 
х’о’У будемъ имЪть по хормуламъ (2) равенства: 








Са а 


и я п (ю— о) увш(®— В) 

а 

„_ Яша —- у’ тр. 

у и © 
Подетавляя эти выраженя для 2” и у Въ а равенетва, : 
получимъ: | 
Я эш(о— а) уз (6 в) Ма 

п ® 


_@ я зта-- у узтр Чь 


а. 


О 


Это и будуть такъ называемыя обпия *ормулы преобразованя 
координатъ. Сокращенно мы можемъ ихъ представить въ видъ: 


д—тх | пу-а \ (т) 

даре ау р а леь а 
гдБ, какъ видно изъ предыдущаго, величины т, 7, 9, 4 должны ечи- 
татьея извфетными, ибо онЪ зависятъ опредфленнымъ образомъ отъ 
угловыхъ величинъ, опредфляющихъ раеположен1е одной системы ко- 
ординатъ относительно другой. 

Такимъ образомъ, видимъ, что при веякомъ преобразовани пря- 
молинейныхъ координатъь 06% координаты точки относительно одной 
системы выражаютея чрезъ координаты точки относительно другой 
хинцейно, т. е. многочленами первой степени. 


$ 3. Полярныя координаты, 


23. Способъ опредфлять положене точки поередетвомъ прямоли- 
нейныхъ координать не есть единственный, служапий для этой пли 
Основываясь на одной и той же основной мыели, можно предложить 
безконечное множество подобныхъ способовъ. Наибол®е употребитель- 
ный, кромз изложеннаго, есть еповобъ координатъ полярныхъ. Онъ: 
состоитъ въ оел5дующемъ. 

Допуетимъ, что намъ извЪетно положеше на плоскости нъкоторой 
точки Р и н%®которой прямой РГ, иеходящей изъ этой точки въ опре- 
дЪленномъ направленйи (хиг. 11). Въ такомъ 
случа положеюте веякой другой точки М бу- 
детъ опредБлятьея вполнЪз поередетвомъ раз- 
сетоятя МР и угла ИРЬ, ибо, какъ скоро 
изв$етны эти величины, точка М можетъ быть 
найдена построешемъ. Слдовательно, эти дв 
величины можно считать коорхинатами точки 





Фиг. 11. 


М въ такомъ же точно смысл, какъ и координаты прямохинейныя, 
Ихъ-то и называютъ поляюными координатами. 
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Точка Р и прямая РГ, положене которыхъ предполагаетея извзет 
нымъ напередъ, составляютъ полярную систему координат; изъ нихъ 
первая называется яолюсомь вистемы, а поел5дняя ИЯолярною осью. 

Самымъ координатамъ усваиваются особыя наименовая, а имен- 
но: разетояте МР точки М отъ полюса называетея радисомь векто- 
ромь, а уголь рамуеа вектора еъ полярной осью— амилииудою. Уело- 
вившиеь обозначать ращусъ векторъ буквою 7, а амплитуду буввою о, 
будемъ имЪть, что для точки И — 

= МР, @—= ХХ МРЕ. 

24. По отношеню къ амплитудамъ различныхъ точекъ еоблюдает- 
ся упомянутое выше правило знаковъ, т. е. амплитуды, отечитываемыя 
отъ полярной оси къ ражусу вектору въ направлеви обратномъ напра- 
влентю движен!я часовой стр$лки, ечитаютея положительными, а въ 
направлении, соглаеномъ этому движеню,—отрицательными. При этомъ 
можно ограничитьея только положительными амплитудами, если уеховим- 
ся ихъ абеолютныя величины ечитать измёняющимиея отъ 0° до 360%. 
Нели же допускаютея и отрицательныя амплитуды, то необходимо (во. 


Ч ны чьлньонии ат ею = 


избЪжан1е неопредёленноети и недоразум н1й), чтобы ихъ абеолютныя 


зы —.-- =_——=—-_— < 


величины не превышали 180°. Что же касаетея ратуса вектора, то ОНЪ 
дается обыкновенно только абеолютными разм®рами, ибо направлеше, 
въ которомъ его слфдуеть отмзривать отъ полюса для поетроеня точки 
М, уже достаточно опредёляетея амплитудою. 

Изъ сказаннаго видимъ, что ве точки, имфюпия одинаковые 
радуеы векторы, лежать на окружности, которой центръ находится въ. 
полюез. ВеБ точки, имъюпия одинаковыя амплитуды, лежатъ на пря- 
мой (или лучЪ), исходящей изъ полюеа въ опредфленномъ направлении. 
Полюеъ ееть единственная точка, которая опредляетея только однимъ 
уеловемъ х=0. 

Точка, которой полярныя координаты суть г и ©, называется е0- 
кращенно #очкою (г, $). 

25. Рьшимъ одну изъ задачъ, раземотрённыхь уже нами при 
употребленли прямолинейныхъ координатъ. 

Даны деъ точки (тт, $1) и (72, Фз); требуется найти разето- 
яме между ними. 

Пусть И; и М» будутъ данныя‘точки (хиг. 12). 
Изъ АА ЛС РМ имземъ: 

М.М. —РМ,* + РМ» —2 .РИ:. РМа. воз ЛОР М», 
Но | РИ: —тт, РМ. = 
И ХИРМ= о: а Фэ. 





ы 


Фиг. 12. 
‚ Поэтому, обозначая искомое разетояше 1:4. черезъ 4, будемт имЪть 
— 712 -- и^о — 217 05 (1 о Фз), 
откуда = -- 72—21 608 (95—05) ..... (1) 


И 


26. эная полярныя координать‹ какой-нибудь точки, не трудно 
найти ея прямолинейныя координаты, или обратно. Нря этомъ раепо- 
ложеше одной системьт координахъ относительно другой должно ечи-. 
татьея извфетнымъ. Такъ какъ Формулы для перехола отъ одной прямо- 
линейной системы координатъ къ другой. также прямолинейной, нами. 
уже нацдены, то въ настоящемъ случа кдоетаточно найти =ормулы, 
связываюпия полярныя координаты точки съ ея прямолинейными коор- 
динатами относительно какой-нибудь произвольно взятой прямолиней- 
ной сиетемы. Пуеть эта посхЪдняя система будетъ прямоугольная и 
притомъ такая, что положительное направлене оси абециесъ совладаетъ 
еъ полярною осью, а начало координатьъ—еъ полюеомъ, 

Въ такомъ случа изъ треугольника РММ “иг. 11) похлучимъ: 

Р№=РИ. соз МРЁЬ и ИМ=РИ. з. МРГ, | 
или 1—760$® й УР ОЫ® ага = 2) 
Эти Формулы выражаютъ прямолинейныя коорхинаты чрезъ по- 


лярныя. Изъ нихъ же, или непоередетвенно изъ треугольника РИМ 
находимъ: 


—\/ж- у® и раков (7) ть) 


Эти Формулы опредзляють полярныя координаты чрезъ прямо- 
линейныя. 
На оесноваши сказаннаго, хормулами (2) и (3) рёшаетея вполн®. 


вопроеъ о преобразовавли прямолинейныхъ координатъ въ полярныя или 
обратно. 


$ 4. Лии и уравнения. 
21. Мы видвли, что уеловая 
х==а и. 9—6, 
взятыя въ совокупности, опредзляютъ, по отношеню къ какой-либо 
прямолинейной сиетем$ координатъ, точку, и что каждое изъ Нихъ въ 
отдфльноети выдляетъ изъ вефжъ точекъ плоскости цълый непрерыв- 


ный рядъ, т. е. опредЪляетъ нор линю. Подобнымъ же обра- 
зомъ два уелов!я 


_ Аз-- Ву (= | 1 
А’х- В*% у а э ® ® ® ` и # © ® (. ) 
по отношеню къ которымъ предыдупия уеловая суть только чаетные 


случаи, опредзляютъ на плоскоети н%зкоторую точку, ибо изъ нихъ мы 
находимъ для координатъ хи у значен1я 


ВС— СВ’ их СА’—АС’ | 
“АВ—ВА ‘ТА ВЯ. 
которымъ и соотвЪтетвуетъь опредзленное положене точки. 


Жюли же одно изъ условй (1) будетъ взято въ отдзльноети отъ 
другого, то изъ него, какъ неопредзленнаго уравнен1я, не опредзлятея 
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координаты 1 и 9. 'Тфмъ не менъе поередетвомъ его устанавливаетея 
между этими координатами опредёленная связь, въ еилу которой вея- 
кому произвольному значен1ю одной изъ величинъ х и у будетъ соот- 
вътетвовать опредфленное значене другой. И если одну изъ ЭТиИхъЪ 
величинъ, напр. #, будемъ изивнять непрерывно, то, въ силу той же 
связи, другая будетъ ИзМЪНЯтЬея также непрерывно. Отеюда слвдуетъ, 
что и каждое изъ условий (1) ВЪ отдБльноети взятое, выдвляетъ на 
плоекоети непрерывный рядъ‘точекъ или лин!ю. 

28. Это заключен! справедливо не только для уравнен!й первой 
степени, каковы уеловля (1), но и для веякихъ другихъ уравнешй съ 
двумя неизв$етными. Чтобы нагляднфе убЪдиться въ этомъ, положимъ, 
что мы имфемъ одно такое уравненге: " 

2 


[(2,4)=0. к Е И 6) 


гдз знакъ [ служитъ символическимъ обозначенемъ какой-угодно анали- 
тической зависимости, т. е. совокупности какихъ бы то ни было дЪй- 
ств!й надъ неизвфетными д и’у и надъ другими величинами, принимае- 
мыми за извЪетныя. 
Раземотримъ сперва, какое значен1е имфетъ совокупность двухъ 
условй: 
Кг, у)=0 и 1=4а.......... (3) 


Вторымъ изъ этихъ услов!Й даетея непосредственно значеше не- 
_ извфетнаго 2; другое же неизвЪетное у. опредфлитея поел исключеня 
х изъ обоихъ уеловйй, Результатъ этого иеключеня будетъ уравнен1е 
ОЪ ОЛНИМЪ неизв етнымъ: 
ПО р а а еее (4) 

Такъ какъ изъ алгебры извфетно, что уравнеше съ однимъ неиз- 
вЪетнымъ имфетъ, вообще говоря, нЪеколько ршев!Й (корней), то дол- 
жно существовать нфеколько значевй для, у, удовлетворяющихъ урав- 
нен!ю (4). Пуеть эти значемя будуть: 

/—61 ь 3—6 : 9) — 63 ооо 

Принимая во вниман!е, что каждому изъ этихъ значевй у еоот- 
вътетвуетъ одно и то же значеше <, именно х==@а, заключаемъ, что 
совокупностью условй (3) опредфляетея нф- У 
сколькоточекъ, лежащихъ напрямой РИ/, парал- 
лельной оси ОУ (Фиг. 13), и иивющихъ ордина- 
тами ЛР=Ь, №6Р=6., 3Р=6з ит. д. 

Еели теперь вообразимъ, что’ величина а | 
‚ непрерывно изм%Ъняетея, то уехов1е х=а будетъ 
представлять непрерывный рядъ прямыхъ, па- 0 р Хх 
‚раллельныхъ оеи ОУ. ‚ Или, другими еловами, Фиг. 13. 
непрерывное изм$нене величины @ въ уравнеши 2==а обуеловливаеть 
непрерывное перемф$щеше прямой РМ; , ‚ выражаемой этимъ. -уравнен-^. 
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емъ. Но, въ силу уравненя (4), такому измзнешю величины @ будетъ 
соотвфтетвовать непрерывное же изм5нене и веЪзхъ опредБляемыхъ 
изъ него значенй величины у. Это значитъ, что, при перемфщени 
прямой РИ!, каждая изъ точекъ И ‚ М, М... будетъь также пере- 
мъщалтьея, образуя непрерывный рядъ или описывая лин1ю. Каждая 
изъ точекъ этихъ рядовъ будетъ имЪть координатами вехичины, удовле- 
творяюция первому изъ уеловй (3), или уравнен1ю (2). Что же касается 
другого уеловйя (3), т. е. уравненя 1=—=а, то при допущенш, что а 
есть величина изм$няющаяея, оно перестаетъ имЪть значене, т. е. оно 
не можетъ служить, какъ уелов1е, для выдфленя какихъ-либо точекъ 
плоскости. Сл$довательно, вез точки рядовъ, описываемыхъ точками 
М: , >, М...., выдЪляютея поередствомъ только уравненя (2) или, 
другими словами, одно это уравневле опредЪляетъ вполнЪ эти ряды. 

Ряды, образуемые точками Л: , Л, 13... могутъ быть или со- 
вершенно отд5льными одинъ отъ другого, какъ напр. на чертежь 
(Фиг. 13) ряды № и МзМ№ , или непрерывно переходящими одинъ 
въ другой, какъ 1/1 М№М и №. Въ поелфднемъ случаз они являютея 
только чаетями или вфтвями одной и той же линш. Впрочемъ, и въ пер- 
вомъ случав болЪе подробное изучене евойствъ лин обнаруживаетъ 
твеную связь между названными отдфльными рядами точекъ, евязь, въ 
силу которой ихъ также признаютъ вътвями одной и той же ливи. 
Принимая все это во внимаше, мы убъждаемся, что всякое уравнеше с 
двумя неизвестными опредъляеть на плоскости нъкоторую линию. 

259. `Поетараемея теперь убЪдитьея въ обратномъ. 

Пусть дана на плоскости н%которая непрерывная лишя АБ 
(Фиг. 14). Возьмемъ на ней какую-нибудь точку 11, координаты кото- 
рой будуть ОР==х и ИР==у. Если одну изъ 
этихъ координатъ, напр. ‘абециееу, изм$нимъЪ 
на произвольную величину РР’ то такому из- 
мЪнен1ю будетъ соотвфтетвовать изм нене орди- 
наты на величину вполнЪ опредфленную СМ. 
Слздовательно, поередетвомъ лии АВ’ уета- 
навливается между величинами 1 и утакая за- 

Фиг. 14. висимость, что произвольное измнене одной 

изъ этихъ величинъ влечетъь за еобою опре- 

дъленное измзнеюе другой, и, при непрерывности линш АБ, эта зави- 
<имость будетъ также обладать евойетвомъ непрерывности 1). Такого рода 
зависимость называется аналитическою и можетъ быть выражена такъ; 


ИНО и но @ зам (5) 





') Свойство это состоитъ въ томъ, что, при достаточно маломъ измВне- 
и одной изъ двухъ зависящихъ другь отъ лруга величинъ, изм$неше дру- 
гой можеть быть сколь ‚ угодно малым. 


2210. 


гдф знакъ РГ означаетъ совокупность дВйств!Й нэдъ х и другими вели- 
чинами, принимаемыми за извЪетныя. 
ПоеслЪфднее равенство равнозначуще съ равенетвомъ 


[(х , у)=0, 


къ которому оно приводится поередетвомъ проетыхъ алгебраичеекихъь 
дъйствй, и такъ какъ это есть обиай видъ уравнен1я еъ двумя неиз- 
вфетными, то и заключаемъ, что всякая литя на плоскости выражает- 
ся однимь уравнемемь с5 двумя неизвестными. 

30. Во веякомъ уравненш, выражающемъ какую-либо лин1ю, вели- 
чины & и у суть перем$нныя, а потому ихъ называютъ измф$няющи- 
мися или текущими координатами лини, въ отличе отъ координатъ 
‚опредленныхь точекъ, которыя суть величины поетоянныя. 

Нели двф перем$нныя величины связаны между еобою такъ, что 
одну мы можемъ измнять произвольно, а другая измзняется при этомъ 
лишь въ зависимоети отъ’ измфнен!я первой, то первую принято въ ма- 
тематик называть независимою перемьнною, а вторую ея функшею. 
‘Употребляя это наименоване, можно сказать, что изъ двухъ перемзн- 
ныхъ координатъ какой-либо лиши одна есть хункшя другой. Это 
именно и выражено символичееки уравненемъ (5). 

Хотя во всемъ сказанномъ выше мы имзли въ виду только прямо- 
хлинейныя координаты, но легко понять, что т$ же разеуждешя при- 
мЪнимы и ко всякой другой систем координатъ. Такъ, очевидно, что‘ 


всякое уравнене. 


(г, Ф)=—0, (еее ео в # (6) 


въ которомъ г и Ф суть полярныя координаты, выражаетъ линио, и 
‚обратно, веякая лин!я выражается по отношеню къ какой-либо поляр- 
ной систем координатъ урзвнен1емъ вида (6). 

31. Возможноеть выражать всякую лишю уравнетпемъ даеть 
‚средетво къ самому широкому примфненю алгебраическаго анализа 
къ изученю какъ самихъ лин, такъ и веякихъ ихъ сочеташй или 
‚ Фигуръ. | 

Въ самомъ дВль, между лишей и выражающимь ее уравнещемъ, 
‚очевидно, должна существовать тфеная связь, такъ что всякая особен- 
‘ность уравненя должна имЪть свое иетолковаше въ свойствахь лин!и, 
и обратно. ВелЪдетве: этого изучене лин1Йй и, елфдовательно, Фигуръ, 
& съ тБмъ вмБетф и геометр!и вообще, сводится на изучете уравнешй 


прог ирььиттння емия жены а Ель петь дну 


въ евязи зи съ установлешемъ обш общихъ правилъ дия такого г истолковащя. 

Еели ‘лин!я опредзляетея геометрически, то первымъ шагомъ для 

‚ея изученя должно быть нахождеше, на основанш этого геометриче- 
като опредфлетя, ея опредзленя аналитическаго, т. е. уравненя. 
5) Е 


а О бы 


Возьмемъ для примфра кругъ. Эта лив!я опрерВляетея геометри- 
чески, какъ такая, вез точки которой находятея на равныхъ разетоя- 
в шяхъ отъ одной и той же точки, называемой 
центромъ. Обозначимъ черезъ х абеолютную ве- 
личиву радуса, черезъ а и В координаты центра. 
С, а чрезъ х и у координаты какой-нибудь 
точки /[ на окружности относительно н%Ъкото- 
рой прямолинейной сиетемы (Фиг. 15). Въ еилу 
геометрическаго опредЪлен!я круга, между вели- 
чинами этими должно'имЪть мзето соотнощене- 





Фиг. 15. 


У(#—«-(у— В)" 2(&#—а) (ч—В) 60$ ® =, 


или 
(2—“)*--(у—В)?-- 2(4— а) (у— В)еозю==”?, .... (1): 


гд$ ®х ееть уголъ между осями координатъ. Такъ какъ этому еоотно- 
шен1ю удовлетворяютъ координаты всякой точки окружности и не 
удовлетворяютъ координаты точекъ, лежащихъ внутри или вн круга, 
то оно и будетъ уравнешемъ круга. 

Въ случа прямоугольной системы координатъ уравнен1е круга. 
будетъ 


(#— а)? (у— В=, 
де у" = 2, 


когда начало координатъ находитея въ центрЪ круга. 

32. Наиболъе общую задачу аналитической геометраи составляету. 
такое изучен1е линй, въ которомъ за исходный пунктъ принимается 
не геометрическое ихъ опредЪлене, а самый обпий видъ выражающихъ. 
ихъ уравнен!й. Чтобы это изучен16 было систематическое, лини под- 
разд5лятотея или класеихицируютея на основани признаковъ, характе- 
ризующихъ самыя уравнемя. Такъ, прежде всего лини раздвляютея 

на аллебраичесяя и трансцендентныя. 

| Азгебраичеекою называется всякая лин1я, которая относительно. 
прямолинейныхъ еистемъ координатъ выражается алгебраическимъ урав- 
ненемъ. Другими словами, алгебраическая лишя есть такая, для ко- 
торой общая зависимость между прямолинейными координатами любой 
ея точки выражаетея совокупностью однихъ только алгебраических 
дъйствЙ надъ ними. Если же эта зависимость не можеть быть выра- 
жена одними только алгебраичеекими дЪйетнями, повторенными въ ко- 
нечномъ чиелз, то какъ уравнене, выражающее лин!1ю, такъ и самая 
лин!я называютея транецендентными. | 

КЁъ чиелу зависимостей, не выражающихея алгебраическими. ДВй- 
отями, принадлежатъ, напримръ, зависимости между угломъ и его 


и оно обращаетея въ 


эре. О чб 


©инусомъ, между степенью и ея показателемъ и т. д. Велёдетые этого 
нии, выражаемыя. _уравнешями: _ 


/ — 51 5 ИЛИ 4 — а”, 
суть транедендьнтаый, 
Во веякомъ алгебраичеекомъ уравнении, при помощи элгебраиче- 
кихъ же дъйствш надъ его обЪими частями, могутъ быть уничтожены 
двлители и радикалы, вельдетвле чего уравнене это приводится къ та- 
кому виду 


[(®, у) =0, 


въ которомъ первая часть есть такъ называемая пфлая хункшя, т. е. 
алгебраичеекй многочленъ еъ двумя неизвзетными. Смотря по степени 
или измфренлю этого многочлена, линйи раздфляются на порядки. Такъ, 
алгебраическая лимя будетъ 1-го, 2-го и т. д. порядка, когда въ вы- 
ражающемъ ее уравнеши /(%,9) =0 первая чаеть будетъ многочленъ 
1-й, 2-й и т. д. степени. 

Обративъ вниман1е на уравнеше (7), убЪждаемея, что кругъ есть 
алгебраическая лин!я второго порядка. о. 

38. Одна и та же лишя выражается, вообще говоря, различными 
‘уравневями, смотря по тому, относительно какой системы квоординатъ 
‚мы ее разематриваемъ. Поэтому являетея вопросъ: какъ, зная уравне- 
н1е лини относительно одной системы координатъ, найти ея уравнене 
относительно другой? 

Такъ какъ искомое или новое уравнеше есть аналитическое вы- 
ражен!е зависимости, которая существуетъ между новыми координатами 
каждой точки лини, то, для нахожден1я этого новаго уравненя, нужно 
только въ прежнее уравнеше ] (х,9) =0 подетавить на м$ето перемвн- 
ныхъ д и уихъ выражен1я изъ хормуль для преобразованя координатъ. 

Еели какъ прежняя, такъ и новая системы координатъ прямо- 
линейныя, то эти выражен1я суть линейныя. Велфдетв1е этого отъ вне- 
сешя ихъ на мъето хи у въ многочленъ }(х,у() поелЗдей преобра- 
зуетея въ новый многочленъ Ё(5,49), етепень котораго не можетъ быть 
выше степени прежняго. Сл$довательно, отъ преобразовашя прямоли- 
нейныхъ координатъ степень уравненля ливи не можетъ повыеитьея. 
Отеюда слЪдуетъ также, что она не можетъ и понизитьея, ибо въ 
противномъ случа обратное преобразоваше координатъ, т. е. переходъ 
отъ новой системы къ прежней, приводило бы къ повышен1ю етепени. 

Лин!я, разематриваемая по отношеню къ какой-нибудь сиетемЪ 
координатъ, называетея отнесенною къ этой сиетемз. Употребляя ДлЯ 
краткоети этотъ терминъ, можно сказать, на основани предыдущего, 
что степень уравненя всякой аллебраической лиши остается одна и 
эта же, кь какой бы. я ‚прямолинейной систем _ координать: ‚эта * диня 
и была отнесена. < 


= .09 


№! 


Порядокъ лими предетавляетъ, слЪдовательно, такую ея особен- 
ность, которая не зависитъ отъ выбора осей координатъ и лежитъ,. 
такъ сказать, въ самой природЪ лини. 

34. Еели въ алгебраичеекомъ уравневши }(х, у) = 0 многочленъ, 
составляющий первую часть, есть произведеще двухъ многочленовъ низ-` 
шихъ степеней, то уравнете это выражаетъ совокупность двухъ лир. 

Въ самомъ дЪл%, полагая 


[(#,у)= (1,9). (&, У), 
будемъ имфть, что уравненше }(х, у) =0 удовлетворяетея вефми т%ми 
точками, которыя удовлетворяютъ каждому изъ уравнен1й ф (5,7) = 0 
и (<, У) =0 въ отдльноети. Слфдовательно, первое уравнеше выра- 
жаетъ не что иное, какъ совмфетно взятыя дв лиш, выражаемыя. 
двумя послЪдними уравнен1ями. 

Сказанное распространяется, очевидно, и на тотъ случай, когда 
первая часть уравнен1я разлагаетея на большее число множителей, изъ. 
которыхъ каждый есть пфлый многочленъ. 

Кели же одинъ изъ множителей многочлена /(15, 9) есть поетоян- 
ный, т, е. вовее не завиеяпий отъ перемённыхъ координать д и У, 
то его можно откинуть, не изм%няя значен!я уравнен!я. Дфйетвительно, 
при условия 


(2, у) = М.Г(@,у) 
веЪ значен1я неизвЪетныхъ, удовлетворяюпия одному изъ уравненй 
Г(2, у) =0 и [(2,)==0, 
должны удовлетворять и другому. Оба эти уравненя выражають, ел%- 
довательно, одну и ту же тиню. 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что обЪ чаети всякаго уравненя 


можно умножать или дфлить на постоянныя количебтва, не измЪняя 
этимъ геометричеекаго значегля уравнея. 


ПримБры и задачи. 


1. Дана, точка, опред$ляемая координатами х — 5, у == — 2. Найти коор- 
динаты точки, симметричной съ данною относительно оси абецисеъ, предполагая. 
что нормальный уголъ между осями координатъ равняется 600. 

Отв. х=—3, у=2. 

2. Найти на оси абециессъ точку, находящуюся на, равныхъ разетоявяхъ. 
оть начала координатъь и оть точки (— 5, 3). 

Отв. х —= — 3,4, у=0. 

3. Вершины треугольника, суть (5, 0), (3, —8), (1,—4). Найти точки, въ 
которыхъ меданы этого треугольника дфлатся на три равныя части. 

Отв. (3,—4), (4,—2), (3,—6), (2,—4). 
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‚ 4. Двз вершивы треугольника даны координатами х=—3, у=7Т и 
д —=2, у==5. Найти третью вершину при условии, чтобы средины проходя- 
щихъ чрезъ нее сторонъ лежали на осяхъ координатъ. 


Отв. д —= — 3, у=—5 или д=2, у=-— ТТ. 


5. ДвЪ системы координатъ имфютъ одинаковое направлене осей, но 
разныя начала. Эная, что одна и та, же точка, опредЗляетея. относительно этихъ 
системъ координатами (8,—3), и (—2, —7), найти относительно обфихъ системъ 
координаты средины разетоявя между началами. 


Отв. (5,2) и (—5, —2). 

6. ДвЪ системы координать им$ютъ общее начало. Нормальный уголь 
между осями первой системы равняется 1209, а, углы, составляемые осями второй 
системы съ осью абециссь первой, суть послфдовательно 30° и 90°. Зная, что 


нфкоторая точка опред$ляется относительно второй системы координатами (1, 1), 
найти ея координаты относительно первой системы. 


Отв. х—=\У3, у—\З. 
1. Координаты точки относительно данной прямоугольной системы суть 
д —2 и \=1. Каковы будуть координаты той-же точки, если ось абеписсъ 
3 


останется безъ измфнен!я, & ось ординалъ приметъ положеше бисектра нормаль- 
паго угла? 


Отв. РЁ )— \2. 


8. Относительно прямоугольной системы координаты точки суть д = 4, 
/ —=1. Найти координаты той-же точки относительно полярной системы, полюсъ 
когорой находится въ точк$ (1—2), а полярная ось составляетъ съ осью абс- 
циссъ уголъ въ 800. 


Отв. т =3\/2, ф == 155. 


9. Относительно двухъ полярныхъ системъ координатъ, осн которыхъ па- 
раллельны, координаты одной итой жеточки суть: ”=15, 9==75% и’=8, ф’=15°. 
Найти разстояне между полюсами этихъ системъ. 


Отв. 4—13. 
10. При какомъ соотношеши между постоянными величинами а и 6 урав- 





нев!я 


ал -- Фу —= 0 И ру + ау =0 
имфютъ одно и то же геометрическое значене? 
Отв. а = В =0. 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


Опредфлители. 


$ 1. Основныя свойства опредфлителей. 


35. Положимъ, что мы имфемъ и? какихъ-нибудь количествъ, рае- 
положенныхъ въ таблицу, состоящую изъ и строкъ и я етолбцовъ. 
Чтобы изъ самаго обозначевя этихъ количествъ видно было, какое мъЪ- 
сто каждое изъ нихъ занимаетъ въ таблиц, будемъ означать количе- 
ства, находяпяея въ одномъ столбиз, одною и тою_. же буквою съ 
приеоединенемъ только различныхъ указателей, поехфдовательность ко- 
торыхъ соотвЪтетвуетъь послЪдовательноети строкъ. Разематриваемая 
таблица количествъ будетъ, селЪдовательно, имфть такой видъ: 


Ст, 61, Ст. . © © И | 
(>, [р 62, . . о. 1 
СЗ; 63, сз. . о © #3 


® ® ® ® о Ф 3 ® ® 


| 

. 
ть» Оз Сы с. Ч | 

Выберемъ изъ вебхъ этихъ количесетвъ группу я такихъ, между 
которыми не было бы принадлежащихъ одной и той же строк$ или 
одному и тому же столбцу. Такихъ группъ можеть: быть, очевидно, 
нЪеколько. Одну изъ нихъ, именно группу 


1, ро, сз. во о Ш, 


состоящую изъ количеетвъ, расположенныхъ по пмагонали таблицы, мы 
будемъ называть злавною. Ве остальныя группы получатся изъ глав- 
ной, еели, сохраняя въ ней порадокъ буквъ, произведемъ вез воз- 
можныя перемъщеня указателей, или, сохраняя порядокъ указателей. 
подвергнемъ веезвозможнымъ перемфщенямъ буквы. Чиело группъ бу- 
детъ, елБдовательно, 

1:2.3.,.% 


ых: Бы 


36. Перемножая количества, составляюпйя каждую такую группу, 
еоставимъ изъ произведен1Й алгебраическую сумму такъ, чтобы глав- 
ный членъ ея 

Ч1босз. .. Ил, 


равно какъ вез тв, которые получаютея изъ него поередетвомъ четнаго 
чиела взаимныхъ перестановокъ указателей, были взяты ео знакомъ--, 
а тБ члены, которые получаютея изъ главнаго черезъ нечетное чиело 
такихъ перестановокъ, ео знакомъ —. 

Соеставленное такимъ образомъ аэлгебраичееское выражен!е разема- 
триваемыхъ количеетвъ называется опредълителемь или детерминан- 
пюмь; самыя же количества его элементами. Произведен!я элементовъ, 
составляюция елагаемыя опредЪлителя, суть его члены. Чиело п на- 
зываетея яорядкомь опред$лителя. | | 

37. Въ тьхъ елучаяхъ, когла должны быть указаны ве элементы, 
опредзлитель принято обозначать такъ: 

Ст, 61, Ст... . 1 
в | ао, бо, Со,... Ио 
В В С Ев ые (р) 


З Я, О Ст + + -Мь 


Сокражщенно же можно употреблять сл5дующее обозначене: 


у ое ро С3 


эф ‚я. 


Изъ еказаннаго бы что опредфлитель второго порядка ееть 
разноеть двухъ произведевй: 


] Чл, Ь: УВ 


| аз, ро №2 У -каь а — ва, 


 Опредфлитель 3-го порядка есть алгебрическая вумма шеети про- 
изведен1й: 


(1, 6, Ст 
42, 62, Со у. 65 сз = 
_ @3; 63, сз | 
— @16эсз — @163Со ее аэ6зс1 — 26163 азб1 6 т азбэс1 2. © 


ВЗъ чаетности: 


& 


— 3.5 1.7 — 22. 


== 
2 


| 


84 105—5 =108. 


=. 55 и 


о Об 


38. Прямыми сл$детвыями даннаго епособа составленя опредЪли-- 
телей изъ элементовъ являются селфдуюция ихъ свойства. 

1) Величина опредфлителя не мЪняетея, если строки будуть за- 
м$нены столоцами и обратно, при еохранев1и поеслдовательности тЪхЪь. 
и другихъ, т. е. 


Чт, 1. Ст. - , ‚ #1 (1, 5, ЯЗ. . е ‹ С 
(о, фо, со, . . . 40 От, 65, 3, ‚ д 
43. 63, СЗ... .13 | (1. (2, СЗ... .- би 
Сл, о, Сп, ‚о ‚ (у ит, 12, 3. . . Ил 


Въ самомъ дЪлЪ, группы элементовъ, изъ которыхъ еоставхяются: 
слагаемыя для обоихъ опредфлителей, очевидно, одни и тз же, а по- 
тому члены этихъ опредзлителей соотвфтетвенно равны по абеолютнымъ- 
величинамъ. Замфчая же, что оба опредълителя имфютъь одинъ и. 
тотъ же главный членъ 

албосз. . .Ии. 


заключаемъ, что и знаки у равныхъ членовъ должны быть оди-. 
наковые. | 

2) Опредлитель измЪняетъ знакъ, сохраняя абсолютную величину 
если два каке-нибужь столбца будуть перемфщены одинъ на м%Фето дру- 
гого. Такъ, напримЪръ, 


1. бт, С1,... 11 бт, Ч. (1, ., 1 





Чо, 6>, (2... . 5 65, (12, (2... . 9 
| @з, фз, СЗ. . - - ИЗ Е 63, СЗ, СЗ... 13 
| 7: = * 
ххофоовоеооохфоя9 5 о ооофоовохое 
| хо ооовоеоо о ооооооооосв 
ал. в 719 Си, оо 1, | (И (уе Сл, осо 14 


Это слфдуетъ изъ того, что слагаемыя новаго опредълителя, по- 
абеолютнымъ величинамъ, суть т же самыя произведеня, какъ и въ. 
данномъ опредзлитель, но тотъ членъ, который въ новомъ опредёли- 
тел есть главный и, елвдовательно, беретея со знакомъ —-, получаетея 
изъ главнаго члена даннаго опредЪлителя только одной перестановкой. 
двухъ буквъ, велъдетве чего равный ему членъ даннаго опредвлителя 
имЪеть знакъ обратный. Отсюда же елфдуетъ, что и остальные члены 
обоихъ опредвлителей, какъ получаюццеся изъ главныхъ однимъ и твиъ 
же епособомъ, должны, при равныхъ абеолютныхъ величинахъ, разли- 
чаться. знаками. 


ть 


3) Опредфлитель равняетея нулю, если въ немъ элементы двухъ- 
_какихъ-нибудь столбцовъ поелвдовательно равны между собою. Такьъ, - 
напримЪръ: 

Ст. 61, С1.. . ил 

(5, бо, (9. ‹ +. 12. 

аз, 63, сз... „3 


| 
> 


Янь бу би. «Ма 
если 
41—61, @32=(2, аз бз,: . .@= Си. 

Это селЪдуетъ изъ того, что при такомъ уелови отъ перемвщеня‘ 
одинаковыхъ етолбцовъ одного на м$ето другого опредфлитель вовее не- 
долженъ мфняться и въ то же время, на оенован1и предыдущаго евой- 
ства, онъ долженъ мфнять свой знакъ. 

39. Изъ епоеоба составлен!я опредвлителей видно, что во веякомъ- 
опред$лителВ сущеетвуетъ по н$еколько членовъ, содержащихъ множи- 
телемъ одинъ изъ элементовъ перваго столбца, и не можетъ быть чле- 
новъ, въ которые не входилъ бы множителемъ ни одинъ изъ элемен-- 
товъ этого етолбца. Отеюда селЪдуетъ, что опредзлитель (1) можно пред- 
ставитъ ел5дующимъ образомъ: 


а. А-а Аз--аз.Аз-...аА, о. (2). 

`Предетавленный въ такомъ вид, опредвлитеть (1) называется раз-_ 
ложеннымь по элементамь перваю столбиа. 

Понятно, что тотъ ‘же опредзлитель можетъ быть разложенъ по` 
элементамъ веякаго другого столбца или какой-угодно строки. Такъ, 
разлагая опредфлитель (1) по элементамъ 3-го столбца, предетавимъ . 
его въ вид суммы а 
С1 С со 5-Е сз Сз-|- о с О 
а разлагая по элементамъ 1-0й строки, въ видЪ суммы 

ал. А-В О... 01. ооо (3). 

Во везхъ этихъ разложемяхъ множитель, на который умножается“ 
какой-либо элементъ разематриваемаго столбца или разематриваемой 
строки, мы будемъ обозначать тою же буквою (но большою) и еъ тфмъ - 
же указателемъ, какъ и самый элементъ. 

Изъ возможноети указаннаго разложеня обнаруживаются еще ел%- 
дующя свойства опредёлителей. и 

1) Еели вез элементы одного изъ етолбцовъ или одной изъ етрокъ- 
суть нули, то и самый опредЪлитель равенъ нулю. 

2) Еели вов элементы одного изъ сетолбцовъ или одной изъ строкъ- 
будуть помножены на какую-нибудь величину, то чрезъ это и опредф-- 
литель помножаетея на ту же величину, 


= ОСЗ 


3) Величина опредзлителя не м%няетея, если къ элементамъ ка- 
кого-нибудь столбца будутъ прибавлены количества, пропоршональныя 
соотв$тетвующимъ элементамъ другого столбца. То же самое и отноеи- 
тельно строкъ. 

40. Произведете а!.4А1 въ разложеши (2) или (3) ееть алгебраи- 
ческая сумма веБ5хъ т5хъ членовъ даннаго опредфлителя, которые ео- 
держатъ множителемъ элементъ а1. Такъ какъ вез эти члены полу- 
чаютея изъ главнаго : 

албобз - + © 669 


поередетвомъ веевозможныхъ перемъщевн1й веъхъ буквъ, кром% 4, то 
яено, что множитель А: составляется, по общему правилу для соста- 
вленя опредфлителей, изъ элементовъ даннаго опредЪлителя, за иеклю- 
четемь расположенныхъ въ первомъ етолбцЪ и въ первой етрокЪ. Та- 
кимъ образомъ имЪемъ: 

65, (>... . 

03, СЗ... -И3 


‘ 6, Ст, о о ‚ Чл 


Опредвлитель, который получается изъ каннаго опредзлителя, когда, 
въ немъ будетъ выкинутъ какой-нибудь столбецъ и какая-нибудь етрока, 
называется его яодчиненнымь опредълителемь или миноромь. Очевидно, 
что чиело миноровъ даннаго опредзлителя равняетея чиелу его элемен- 
товъ, т.е. 7?, такъ какъ каждому элементу соотвЪтетвуеть особый 
‘миноръ, получаюпийея исключенемъ того столбца и той строки, кото- 
рымъ этотъ элементъ принадлежить. 

Множитель `.41 при элемент® ал есть, слВдовательно, опродвжитель 
миноръ, соотв тетвующий этому. элементу. 

Чтобы найти ‘значене множителя Ах, ГД р какое угодно чиело, 
перенесемъ въ опредзлитель (1) Ё-ую строку на мъЪето первой. Такъ 
какъ это перенесенте можно произвести поесредетвомъ (Ё—1) поел%- 
довательных» перестановокъ Ё-ой етроки съ каждой изъ предшествую- 
цихъ, а при каждой изъ такихъ перестановокъ м%няется знакъ опре- 
пълителя, то, очевидно, будемъ имЪть: Е 


Чт, бу, Ср. «И 
ат, 61, С, воз #1 
Чо. бо, Сэ, ео . Ио 


Ч, 0. Суь, , п 


—(—1У-Ка А-а... -Наь А... На, А»). 


2 09 45 
Отеюда убзждаемея соотвЪтетвенно еъ предыдущимъ, что 


1 9 (1 до о оф #1 

А —=(— 1 `&—1 1 ) Су—1 оффе 1#1.—1 
Ее = -7 р 

&--1 ) Ск-+1 о фе 141 


В. $ С 5 © Ф ® #4 9%, 


— 


. 


Принимая во вниман!е, что сказанное о строкахъ должно быть 
справедливо и для столбцовъ и обратно, приходимъ къ ел6дующему 
общему заключению: | 

Въ разложен1и опредзлителя по элементамъ какого-нибудь столбца 
или какой-нибудь строки каждый элементъ умножаетея на соотвЪтетвую- 
пай ему опредзлитель миноръ, при чемъ поелфде!Й берется ео знакомъ 
—-, когда сумма чиселъ, означающихъ порядки строки и столбца, кото- 
рымъ принадлежитъ этотъ элементъ, будетъ чиеломъ четнымъ, и ео 
знакомъ — въ противномъ елучаф. —. 


\ $ 2. Ршене системъ линейныхъ уравнений. 


41. Приложимъ сказанное къ выводу общихъ`=ормуль для рЪше- 
в1я еовмфетныхъ уравнен1й первой степени со многими неизвЪетными. 

Пуеть мы имъемъ елёдующую систему я такихъ уравнен1й еъ ® 
неизв5етными: | 


д -- оу се-- ово —1111==91 
азж-{- бэу-- сэ -- И -- 1—9 
аз -- бзу-Е сз - иж 1438 = 03 


а, -- бу + сие-Н... Ри -Н о 
Обозначимъ чрезъ /\ опредфлитель, еоставленный изъ и? коэхен- 


_ щентовъ при неизвзетныхъ, т.-е. положимъ: 


ат, | 5 1 осо 41 
[о ) ро, Со, эсэ о 
С з. 63, ‘сз. озо (3 


| (о 6, Си, . ® „Фи 


=: 0 


Разлагая этотъ опредфлитель по элементамъ 1-го столбца, будемъ 
ИМЪТЬ: 


а1.А1 —- Аз азАз-- ... —а„А,—=/. 


ЕромЪ того должно быть: 


61.41 -|--65.45 -- 63.43 —- ... = 6 А —=0, 
с1.А1 —- 62.45 —- Сз.Аз -- се -- с Ав==0, 


11. -Н и М-Н из.Аз —- о. —- и„А»==0, 


‚такъ какъ зд5еь первыя части суть таше опредфлители, въ которыхъ 
два столбца имфютъ одинаковые элементы. 

На этомъ основанш, помножая данныя уравнев1я. поел®довательно 
‚на 41, 42, Аз,... А, и складывая ихъ почленно. получимъ: 

Дт= 1.4 Аз Аз-...-Н Аа. 
‚ откуда 
__ 91.41 п ад, . .-| „А, _ М. . 

А ие 

ЗдЪсь ЛМ, есть, очевидно, такой опредфлитель, который получимъ, 
„замзнивъ въ опредфлитель /\ элементы перваго столбца сеоотвЪтетвен- 
ными постоянными членами данныхъ уравневай. 

42. Такимъ же точно образомъ, разлагая ррнеь Л по эле- 
_ментамъ 2-го столбца, будемъ имЪть: 


р. В 6 Бь-- 63 В: —- ре —Б, =, 

‚И въ то же время 
а1-В1 а›.В.- азВз —- ... —а„Б,==0, 
с1.В1 Бо -- сзВз —- ое -с„Б»„==0, 


® в Ф ® ®Ф Ф 


В, ви ВЕ. оо И и — 0: 


-поэтому, сложивши почленно данныя уравненля, помноженныя поелЪдо- 
‚‘вательно на В:. Бо, Вз,..В„ ‚ получимъ 


Лу=® В! —-92Во —- #3 Вз —- ое --о„Б 
‚и, елздовательно, 
__ па -В: зВз--...-- ВБ» _ Му, 
к. А А 
-гдВ М, есть результатъ замзны въ опредвлителв /\ элементовъ вто- 
‚рого етолбца вторыми чаетями данныхъ уравневйЙ. 
Точно также получатея выраженя и для остальныхъ неизвзетныхъ, 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что каждое неизвзетное въ еистемь 
‚в уравнен! первой степени съ я неизвзетными выражаетея отношенемъ, 
„въ которомъ поел6дующий членъ есть опредфлитель, составленный изъ 


а 


коэФфищентовъ этихъ уравнеюй, а прехыдуш!й получаетея, какъ ре- 
зультать замзны въ этомъ опредфлителв коэфФишентовъ при опред*- 
ляемомъ неизвзетномъ соотвётетвующими постоянными членами. 
43. Полагая въ уравнешяхъ (1) 


1 02 в 0, 


= 


‘будемъ имЪть еиетему п однородных уравнен!й еъ ия не- 
извъетными; 


их-Ну-Рае-... и =0 | 
ах --62у-- со... из ==0 | 
азх -—- зу -- сзе нь = и#=—0 | 

| 


хана 8 


ах бус ...-Ний=0 } 
Такъ какъ въ этомъ елуча опредёлители ,, М.,...М; должны 


равняться нулю, то изъ предылущихъ выраженй для неизвЪетныхъ 2, 
у,...будемъ . имЪть: | | 


А= ЛДу=ДАе= а ва: —=0 
Это показываетъ, что разсматриваемая система уравн ей (2) только __ 
тогда удовлетворяется значешями неизвЪетныхъ, не равными одно- 


временно’ УЖ; Жо" опрехвлитель ИА равняетея. нулю. Равенство. 


Вы 2ж * 
РЕ Рчмьь 2 к 
———«—.: -<> Зы > 


д=о 


есть, следовательно; условге, при которомъ уравневя (2) еовыветимы, 


ых а. д 


т. е. удовлетворяютея вез ОДНИ И ТЪМИ ж же ‚ зеличинами неизвЪстныхъ. 
`` Явно, однако, что, какими бы значеями неизвзетныхъ ни удовле- 
творялоеь какое-нибудь изъ этихъ уравневй, оно будетъ удовлетво- 
рятьея и произведешями этихъ значений на одну и ту же произволь- 
ную величину. 

Изъ однородныхъ уравнев1й не опредЪляютея, елЪховательно, ея- 
_мыя неизвзетныя, и могутъ быть найдены только отношеня ихъ или 
величины, имъ пропорщюнальныя. 
| 44. Для нахожденя я величинъ, пропорщональныхъ неизвфетнымъ, 
въ уравнешяхъ (2) достаточно имБть (п —1) изъ этихъ уравнений. 

Въ еамомъ дл, такъ какъ опредзлитель /\ можеть быть пред- 
ставленъ въ вид | 
а1.А1 -|--6.В1 с Сл -|- ое ь и п, 
то должно быть: | 
ао А1 5-Б' —|- 62 С -- ... и (7! 0. 
аз А -- 63 В -ез@-... из 01 =0, 


$ в в ® ® ® ° * ® & ` ® > * . _х 


я 5 ® @ ® & @ ® > в в = @ ® & 


а» Ат -- 6. Вт НС» С -- ..-® - т 1—0, 


ока 


ибо первая чаеть каждаго изъ этихъ разенетвъ есть опредзлитель, въ. 
которомъ элементы двухъ строкъ одинаковы, Эти равенства показыва- 
ютъ, что величины „41, Б1. С1...01. которыя вовее не зависятъ отъ 
коэФФиентовъ перваго изъ уравнений (2), удовлетворяютъ остальнымъ 


("—1) изъ нихъ. Слфдовательно, рфшешя этихъ (и—Т) олнородныхъ. 
уравнен1и будутъ: 





Х=АА1, У=АВ1,...#=0, 
гдЪ К произвольный множитель. 

45. Уравненя (1) принимаютъ вадъ однородныхъ, еели вторыя 
части ихъ 41, 42... замфнимъ чрезъ —91®,—902,...— 9,0) и будемъ 
разематривать ®, какъ неизвЪетное. Полагая же «=—=— 1, возвратимся 
снова къ неоднородлнымъ уравненямъ (1). 

Отеюда слфдуетъ, что усломе совмфетимости (п--1) неоднород- 
ныхъ уравнен!й съ я неизветными, каковы уравнен]я 


40% -- бу Е сё... + == } 
их бу се ев 11—01 | | 
ад -- бзу- соё -- а —=- 451 —=%> 

фа №, № я 


ад -- быу Е се... Ни == | 
есть то же, какъ и для однородныхъ уравнен!й еъ тЪми же коэффиц!- 


ентами. Это уселов1е ееть, слЪховательно, равенство нулю опредфлителя 


(и--1)-го порядка, воставленнаго изъ везхъ этихь коэффишентовъ, 
включая и постоянные члены, т. е. 


0, о, С... . 00 | 
1. бт, (1, ... 1 


| Ту, 6, Сл. + Ва 


$ 3. Перемножене опред$лителей. 


46. Возьмемъ епетему уравнев!Й первой степени еъ тремя неиз- 
възетными. | | 
д -- бу е12==^ 
аж -- бу -- се==8 еее... (1) 
_ аз - бзу-- сз2==$ | 
и пуеть ихъ поетоянные члены у, $, # сами опредфляются изъ такой 
же системы уравневйй: № °^ 
т Ваз | 
бот —- Вов == 90 бе в 2 а че пет се я (2) 
хи -|- 88-3 = 03 | 


— 33 — 


Подетавляя въ эти посл дня вмЪето и, зи $ ихь выраженя изъ (1), 
получимъ систему уравнений: | 
А1%-- Влу-- (18—61 
А л-- Ву Сэ2=65 ее аеана (9) 

Азх-- Бзу- (02—83 





А1—=ало1 -|-- а2 В + аз" 1 Аз==а1а2 -- ав? - а3\2 
гДЪ ВБ —6101 НВ: . Вэе=—6192 > Ва - 6зо ; 
С— сто - 6291 Е 631 Се— 192 + сэ В» - 632 


Аз=а1оз-— а2Вз + аз 
Вз= 18-5 Вз--6зз |. 
Сз==6103 с Вз - 683 


Если пПОлОЖимМъЪ 


Ат, Б1, Сл ат, 61, С1 1, Вт, 1 
4, Во, (0 —/\, -@>. 65, (5 Еее бо, В», “2 ле О, 
Аз, Вз, Сз @з, 03, сз 93, Вз, 73 
то будемъ имЪть изъ еистемъ (3) и (2): 
-М. И, _ ШМ, 
РН Ре 2 еее ее неленинньь. (4) 
М, №; № 
и о 3=9, ТО ен 1 11. 6) 


Система же (1), -по внесен1и въ нее поелзднихъ выраженй для 
у. зи ъ, обратится въ 


| х. 

ото | 
№: 

ах -—- бу -- от | 


№, 
аа обо. } 


Рьшая эти уравнен1я, получимъ для т, у и & выражешя, въ ко- 

торыхъ обпий знаменатель ‘будетъ, очевидно, 
Р.%. 

Такъ какъ эти значен!я неизвъетныхть суть т$ же самыя выраже- 
в1я ихъ чрезъ коэфеищенты уравнений (1) и (2), какъ и представляе- 
мыя равенетвами (4), то обиле знаменатели въ тЪхъ и другихъ выра- 
женяхъ должны быть равны, т. е. 


Р. 9О= Л 
ат, 61, С1 бт, Вл, 1 Ат, Бу, С: 
ИЛИ (о, бо, ба |. | 92, В», 2 | == 4, Б», (|. 


43, 63, сз 3, Вз, /з- 1 Аз, Вз, Сз 


Андреевъ. Аналитичес кая геометрия, 3 


= 34,58 


Это заключене. имФетъ, очевидно, мЪето при какомъ угодно чиель. 
неизв5стныхъ и уравнен!й системъ (1) и (2). Оно предетавляеть пра- 
вило для перемножевя опредфлителей, состоящее въ елвдующемъ. 

; Произведене двухъ опредёлителей одного и того же порядка есть 
опредзлитель тот того же порядка, элементы которато суть вуммы произве- 
кенйй 9: элементовъ множителей. Именно, элементъ 7-го столбца и я-й | 
строки равёнъ ‘суммв произвехен!й элементовъ 7т-го столбца одного 


множителя на соотвЪтетвуюцие элементы и-Й етроки другого. 














Прим ръ: 
а, 6 т, п п -—- сп, т ап 
69|’ |2, 4 ар-- а, р- 44 





Такъ какъ въ множителяхъ строки могутъ быть принимаемы за 


«толбцы и обратно, то произведете твхъ же опредълителей равно опре- 
дфлителямъ 


ат-- ср, вт ар. 
аоп-- 69, т--а4. 
или к | 
В ЕЬ 23 _ат-Е Фр, ст- ар. 
 от--%9, спа. 














или 
ат-|-65и, ст-- @п 
ар-- 649, ср-- 94 








41. Вели въ какомъ-нибудь данномъ опред$лител$ замнимъ ка- 
ждый элементъ еоотвзтетвующимъ ему. опредфлителемъ миноромъ, то 
получимъ новый опредьлитель, который называетея яроизводнымь дан- 
чаго. Этотъ. же поелЪдей. называется ‚. начальнымь по -отношеню къ 
своему производному. 59 | 

Между двумя такими опредвлителями сущеетвуетъь проетая зави- 
симость, которую, на оеновани сказаннаго, легко обнаружить. 

Возмемъ. ‚опредълитель п-го. порядка, 


ат, 61, 1. „М1. 
@2, бэ, Са. «2 
`аз. 5. сз. ° . Из 


- 


эзодофооов вое ввеаооф 


ы С», р». Си э в „М 


36-5 


Велфдетв!е извзетваго намъ соотношевя между множителями въ 
разложен!и даннаго опредзлителя и его минорами (ем. стр. 29) можно 
производный опредфлитель предетавить ел$дующимъ образомъ: 


4, В, би 
Ао, БВ», (.. .. (Ло 
Аз, Вз, Сз,. .$ (Тз 


ооофоо ооо о офобс ©. 


ооо. фофоо @ & 


Аз Бух Овееь Ок 


Перемножая эти опредълители по указанному сейчаеъ правилу и 
замфчая, что, вообще, < 


^ 


а А, --бьВь - еьСь-. О = ДА 


И 
а. -- 6 ‚01 —- Ск С -| -...- |- #1. | — 0, 
тдЪ указатели Ё и { каме-угодно, будемъ имЪть: 
Л 0; Озььд 
0, ^^, 0,...0 
| о 0 л,...о 
ДА Зы... 
ЫКО:: без 
или 
А.А’ ==Д", 
или | 
д’=Д"-®. 


Итакъ, производнный опредфлитель равияетея начальному, возвы- 
апенному въ степень, единицею низшую его порядка. . 


Прим5ры и задачи. 


у1. Показаль, что ‘опредфлитель 


А" 
ны < ю 
д № 


- 


равняется нулю. 


М2. Доказаль справедливость равенства, 





1) @а—| | 
—а, 1, с |=1 + а + 68+ с, 
$,—с, 1 | | 


З* 


3. Вычисдуть величины опредфхителей 
| ь 2,5 |2 


ч 


№ <> © 
° № > © 
° 


34,7 
| 6, 8, 9 | 6, 1 

“Отв. 10 и 72. 

4. Повазать, что 


ы (а—5)(6—с) (е— а). 

















и и р 1 
5. Показать, что 
| 1 | 1,1 
а, Ь, с = а, 6, с | (а-+6- с). 
а3, 03, с3 | а?, 62, с 
6. Решить совмфетно уравнен!я 
4у—3==6, 
35—22=8, 
6% —Ту=3. 


Отв. хе=4, у=3, 2= 2. 

7. Найти д, у, 2 ии изъ ‘уравненй 
ау 2-и==0, 
х+е--=- и=0, 
и уе и=0, 

Отв. Зх=9а—6—с— 4, Зу=25 —а—с— 4, 32=26—а—0— 4. 

Зи =2а—а—6—с. 

8. Р№шить совмфстно однородныя уравнен!я 

2х + у—22=0, 


| х-НФу-- 2===0. 
бл и 
Отв. а 
9. Найти х изъ уравнен!я 
| х, —и, 3 
|—4 2, 5 [=0. 
6—8, 7] 


11 
Отв. Х=а и дык 


10. При какихъ значешяхь х.опред$литель 
х, а. 6, с 
а, х, 0, 0 
6, 0, х, 0 
с, 0, 0, х 





равняется нузю? 
Отв. х=0, х= У а2 + 68 + 2. 








ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 
Прямая лин1я. 


ый 


$ 1. Уравнене прямой. 


48. Уравненше веякой лини предетавляетъ, какъ еказано выше, 
завиеимость, евязывающую координаты какой-угодно точки этой лини 
еъ постоянными величинами, значешями которыхъ опредвляется ея видъ 
и расноложеше отноевительно системы координатъ. Эти поетоянныя, ка- 
кого бы рода они ни были, называютея. параметрами лини. | 

Поестараемея найти уравнене какой нибудь прямой линш ГГ, 
относительно прямоугольной виетемы ХОТ (иг. 16). Для этого опу- 
етимъ перпендикуляръ ОР изъ начала координатъ на разематриваемую 
_ прямую и назовемъ длину его черезъ 9, & 
уголъ, составляемый имъ еъ осью ОХ, черезъ 
&. Величинами ф и х опредфляетея положе- 
‚не прямой; он суть, елфдовательно, пара- 
метры прямой, и искомое уравнене должно 
‘представлять зависимоеть между этими вели- 
чинами и координатами точекъ, лежащихъ 
на прямой. | 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка Фиг. 16, 
прямой Г.[/. Построимъ ея`координаты О№М= и ММ№М==у и проведемъ 
двз прямыя №М@ и МА, изъ которыхъ первая параллельна, Ё.Г/; & вто- 
рая перпендикулярна къ ней. Очевидно, что при веякомъ положенши 
точки М на прямой СГ должно имзть мето равенетво 


| оа--НМ= ОР. 
Но ОР=Ь, и кром8 того изъ треугольниковъ ох И БИМ имфемъ: 


| _  06=ОМеозМО@=жеова. 
мо. _  НМ=МИМяв ММН==увща. 


ВелЪдетв1е этого предыдущее равенетво принимаетъ видъь: 





де0з&- уп и —р у 
пли о д605&--узта—р=0 .....:.. . (1 


=, Зы 


Такъ какъ это равенство справедливо при веякомъ положение 
точки Л на прямой Г.Г” и не можетъ имЪть мЪета при веякомъ дру- 
гомъ положети этой точки, то оно и будетъ искомое уравневе пря- 
мой С.Г,. 

49. Относительно перем$нныхъ 5 и у уравнене (1) есть алгебраи- 
ческое первой степени. Поэтому, принимая во внимане неизм$няемость: 
степени уравнен1я отъ преобразоваваля прямолинейныхъ координатъ и 
замёчая, что разематриваемая прямая Г.[/ была взята совершенно про- 
извольно, мы можемъ сдфлать общее заключене: ирямая ливя есть: 
лимя алмлебраическая ‘первело порядка. 

50. Чтобы убФдитьея въ справедливости обратнаго предложеня, 
достаточно также ограничиться случаемъ прямоугольной системы ко- 
ординатъ. 

Возьмемъ общее уравнене первой степени 


Аз-- Ву-- (= 0, тон . ‚. (2) 


гл А, Ви а суть какя-угодно дЪйетвительныя величины, и поста- 
раемея обнаружить, какую лин! оно выражаетъь относительно прямо- 
угольной сиетемы координать ХОТ. Раздъливъ 0бЪ части этого урав- 
неня на \/4?-- В? мы, не измзняя его геометрическаго значеня, 
ладимъ ему видъ 

А В С 


В УЕ: | УИ 0... . (8) 


Такъ какъ теперь коэфФфищенты при < и у удовлетворяютъ уелов!ю: 


А о В 2 
(лент) +(уаеры) 1 


то долженъ существовать такой уголъ ©, чтобы было 
В 
—— = И Я = к-р 
\у.4*-- В* у. В? 
ВАромЪ того, должна, очевидно, существовать такая длина р, выра- 
женная въ тЪхъ же единицахъ, какъ и координаты 2х, у, чтобы было: 


таг. © 
уже 
Въ силу этихъ поелзднихъ равенетвъ, уравнене (3) являете 
тождественнымъ съ уравнен!емъ (1), а потому должно имЪфть одинако- 
вое еъ нимъ значеше. Слздовательно, какъ это уравнене, такъ и дан- 
ное (2), выражаетъ прямую. 
Итакъ, убЪждаемся, что всякая миия первалю порядка есть прямая. 
Вез остальныя алгебраичеекя лини, & также и лиши транецен- 
дентныя, вошло въ обычай называть общимъ именемъ хривыихь, 





008 — 


80 чак 


51. Уравневше (2) называетея общимь чуравнемемь прямой лиза. 
Уравнене (1) именуетея ея уравнемемь вь нормальной формь. 1 

Для того, чтобы общее уравневе прямой, отнесенной къ прямо- 
угольной систем координатъ, привести къ нормальной ФормЪ, нужно 
только, какъ видно изъ еказаннаго, раздЪлить объ его части на квадрат- 
ный корень изъ суммы квадратовъ двухъ первыхъ коэфФфищентовъ. 

Въ уравневи (1) величину р можно веегда, считать положительною, 
т. е. понимать подъ этимъ обозначетемъ только абсолютное разетояне 
прямой отъ начала координатъ. Въ такомъ случав, при различныхъ 
положеняхъ прямой, уголъ & долженъ получать различныя значеня 
отъ 0° до 3605. Вели же допустимъ, что р можетъ имфть оба знака, то 
достаточно углу х придавать значеная, не превоеходяпия 180. При 
этомъ величину перпендикуляра ОР нужно ечитать положительною, 
когда оеноваве его Р выше оеи ОХ, и отрицательною въ против- 
номъ случаЪ. 

52. Въ елучав косоугольной сиетемы координатъ общее уравнен!е 
(2) можетъ быть приведено къ виду 


4608 -|- усоз В—р=0, (4) 


гдз р иметь то же значеще, какъ и въ уравневи (1), эх и В суть 
углы, составляемые перпендикуляромъ къ прямой съ осями ОХ и ОТ, 
такъ что, означая уголъ между осями черезъь «, будемъ имЪть 


&-- В=о. 


Чтобы убъдиться въ этомъ, помножимъ 06% части уравнешя (2) 
на неопредьленный множитель М и постараемея выбрать для него такое 
значене, чтобы это уравневе едфлалоеь тождественнымъ съ уравне- 
н1емъ (4), т. е. чтобы было | а 

_ 6в085—= МА,  свозВ=МВ, ° —р=мМО. - 

Для этого замЪтимъ, что 

_ зто (а«-- В)=таеозВ - еозхзшт В 
или, возвыеивъ въ квадратъ, 
5126—5112 20576 -|- е03?изш?В -- 2 па зп 8 сз еозВ. 

Замфняя же въ двухъ первыхъ членахъ второй чаети 511% чрезъ 
1 — 05% и 811?В чрезь 1 —е03?8, получимъ 

51170) ==6053% -|- 60528 —2 ©0308 (е0з%еозВ — паз) 
или __ 81076 = 60839 -- е05°В —2 с080. 058 05%. 

Подетавивъ сюда на мЪфсто е03% и 058 ихъ предыдушя выраже- 

ня, получимъ 
811760 == 412^(.42-- В*— 2. А Веозо), 
$11 


откуда И АЙ 
У 4*-- В*— 2 АВеово 


ба 


Итакъ, чтобы общее уравнене (2), выражающее прямую отноеи- 
тельно косоугольной системы координатъ, привести къ виду (4), нужно 
00% его части помножить на, 

$106) 


У А В 3 АВеоз®. 


“ 


Уравнетше (4), обращающееся въ (1) при ®= 


ь>| а 


‚ называется так- 


же уравнемемь пюямой в нормальной форм. 

53. Кром раземотрзнныхъ видовъ уравненмя прямой линш, упо- 
требительны еще друге виды, которые получаютея также изъ общаго 
уравнения (2) поередетвомъ проетыхъ преобразований. Такь, рёшая урав- 
нене (2) относительно перемЪннаго 9, дадимъ ему видъ: 


еек. © 

РВ’ 

или, означая — — чрезъ а, & а чрезъ 6 

В в 6 
Иа -ЕО, заза 


Поелвднее уравнеше равнозначуще еъ (2), ибо получаетея изъ 
него посредетвомъ раздфлевая обфихъ чаетей на постоянное Б и пере- 
несеншя членовъ. Сл$ковательно, оно также выра- 
жаеть какую угодно прямую. 

Это есть окинъ изъ наиболфе употребитель- 
ныхъ видовъ уравненая прямой. Въ немъ аи 
-Р_- СУТЬ ея параметры. Поемотримъ, какое они им»- 

Фиг. 17 ютъ геометричеекое значене. 

Такъ какъ, положивъ въ уравнен1и (5) 5—0, получимъ у==6, то 
заключаемъ, что 6 ееть ордината той точки прямой, выражаемой урав- 
нен!емъ, въ которой она пересЪкаетея съ осью ОУ, т. е. 6=0ОК 
(хиг. 17). Это поетоянное называетея поэтому ординатою в5 началь. 

Что каеаетея другого поетояннаго @, то значен1е его обнаружи- 
ваетея слвдующимъ образомъ. Изъ уравненля (5) имфемъ 





и. 
и 
Но для какой-нибудь точки М, взятой произвольно на прямой, 
х=0ОР И = МР. 
Слъдовательно, для этой точки | 


‚ _МР—ОК_МР—МР__ММ 
ГОР. ^^ 


Де 


Нели же обозначимъ углы, которые прямая составляетъ съ осями 
ОХ и ОТ, поелёдовательно чрезъ © и В, то будемъ имфть изъ тре- 
угольника АММ 

ИМ _зт МЕМ эшх 
КУ п КИМ 58 
Слъдовательно, 
Ши _ 5109 
В _ эт (#—&) 

Такимъ образомъ видимъ, что постоянный коэффищентъь @ ееть 
отношене еинусовъ ‘угловъ, еоетавляемыхъ прямою еъ осями_ коорди- 
натъ. Онъ есть, елЪдовательно, величина угловая, опредвляющая на- 
правлеве прямой, и называется поэтому ея 4/ловымь коэффищентомь. 

Если система координатъ прямоугольная, то 91(&—&)==е05% и 





зшх 
—— $ 


05% < 


Для того, чтобы коэффишентъ а имЪлъ какое угодно значете и, 
слФдовательно, уравнен1е (5) предетавляло какую угодно прямую, углу 
могутъ быть прициеываемы только положительныя величины, не превы- 
шаюпия 180°, причемъ этотъ уголъ измфряется между положительнымъ__ 
направлетемъ оси ОХ и тою чаетью прямой, которая выше этой оси. _ 

54. Еще одинъ употребительный видъ уравненя прямоН ‘можно 
получить изъ общаго уравнен!я (2), раздъливъ обЪ его части на— С и 
перенеся поелздюй членъ во кторую. часть, Въ такомъ елучаЪ уравне- 
ие это обращается въ | 

——2—— у—1 


С С 


А 


С С 
и, обозначая —— чрезъ и, а—-—, чрезъ и, мы дадимъ ему видъ: 
Б 


У | 
ат - | ® ® © ® е `›Ф @ ® ® ® ® 6 
725 м = 


Положимъ, что Си Г’ суть точки, въ которыхъ прямая, выра- 
жаемая этимъ уравнен1емъ, пересЪкаеть оси ОУ и ОХ (‹иг. 16). Такъ 


х 
какъ при у==0 уравнеше (6) обращаетея‘ въ и —1, откуда х=т0, то 


заключаемъ, что постоянная величина т ееть абециеса точки Г/, т. е. 
отрёзокъ ови ОХ между началомъ координать и точкою перее$чен1я 
съ прямою. Нодобнымъ же образомъ,. полагая 2==0, получимъ у==я, 
изъ чего убЪждаемея, что поетоянное я_ееть ордината точки Г, 1 т. е. 
отрззокъ ОГ. Итакъ, постоянные параметры т и п въ уравнени (6) 
суть отрЪзки, отобибеный на осяхъ координатъ выражземою этимъ урав- 
‚нетемъ прямою. Смотря по расположеню прямой, величины эти мо- 


гуть быть какъ положительныя, такъ и отрицательныя. 








— 49 =: 

Уравнене (6) выведено нами изъ общаго (2) въ предположеви, 
что оси координать какя угодно. Въ случаз прямоугольной системы 
координатъ, какъ видъ этого уравнен1я, такъ и значеше его коэффи- 
центовъ остаются т же самые. 

55. Уравнене (6) можетъ быть выведено также изъ уравнеюя (4) 
въ нормальной ФормЪ. 

Въ самомъ дЪлЪ, изъ треугольниковъ ОРГ и ОР (иг. 16) имЪемъ. 


ОР=ОГ соз РОГ/= ОГ еоз РОГ, 
откуда, полагая ОЁ=т п ОЁ==и, получимъ 
сов РОГ/ = оза=> И 60$ РОТеозВ ==. 


Велвдетве этого уравнене (4) принимаетъ видъ 
р р 
= у——р==0. 
отр 


РаздБливЪъ заФеь веЪ коэфеищенты на р пи перенеся постоянный 
членъ во вторую часть, мы и получимъ уравненше (6). 

56. Обратимъ вниман!е на случаи, когда одинъ или два изъ коэФ- 
хинентовъ общаго уравнен!я прямой 


Ах-- Ву- 0—0 
‘равняютея нулю. 
Если А—О, то уравнене удовлетворяетвя однимъ только поетоян- 
нымъ значешемъ у при неопредъленномъ значети х. Еели же ВБ=0,. 
о уравненю удовлетворяетъ одно постоянное значене д и какое 
угодно значене у. Это показываеть, что въ первомъ случа уравнене 
выражаетъ прямую, параллельную оеи #-овъ, э., во второмь—параллель- 


ную оси у-овъ. 


Еели С=0, то уравнене обрашаетея въ 
Ах-- Бу=0 


и удовлетворяетея при х=0, у=0. Это значить, что прямая прохо- 
дить чрезъ начало координатъ. м ее 
| Еели А (==0, то уравнеше обращается въ 14=0 и предста- 
вляетъ ось 2-овъ, а при В=(С==0 оно вн ВЪ 1—0 и прек 
етавляетъ ось 4-овЪъ. 

Наконецъ, если .4—=Б=0, но С не равняетея нулю, то ураь- 
нен!е становитея невозможнымъ при конечныхъ величинахъ д и 19. Это 
показываетъ, что оно не предетавляетъь никакой прямой, точки которой 
не безконечно удаленныя (ем. стр. 10). Легко видЪть, дЪйетвительно, 
что такое значене коэфФфищентовъ соотвзтетвуетъ елучало, когда пря- 
мая резми точками удалена въ безконечность. 


ыа Зе 


Мы положили выше 


——— 7 И ———_ п, 


А В 


д ти п суть отрззки, оте5каемые прямою на осяхъ координатъ.. 
Отеюда видно, что при данномъ конечномъ значени (С, отрёзки эт 
увеличиваютея съ уменьшетемъ 4 и В и дЬлаютея безконечно ‘боль- 
шими, когда 4=Б=—0. Въ этомъ случа прямая принимаетъ, ел%- 
довательно, такое положете, въ которомъ она 06% оси координатъ пе- 
рееЪкаетъ въ безконечно удаленныхъ точкахъ, а потому и всз пдруйя 
ея точки должны быть также безконечно удаленными. На этомъ оено- 
ванши говорятъ, что при А=В==0 общее уравнене (2) предетавля- 
етъ безконечно удаленную прямую. 





ПО чу а ое == 


32. Задачи на прямыя лин. 


57. Въ предыдущемъ мы показали, что уравнене всякой прямой 
можетъ быть прехетавлено въ одномъ изъ елфдующихь впдовъ: 


Ад-- Бу С=0 
зоова + усоз(ы—а)— ==0 | | 
ЧУ | р 


т й 


> 


Въ какомъ бы изъ этихъ видовъ уравнене ни разематривалось, 
прямая, имъ выражаемая, будеть извзетною и вполнё опредёленною. 
Только тогда, когда имфютъ извфетныя и опред$ленныя значевня вхо- 
дяпля въ это уравнете поетоянныя. Найти п какя-нибудь величины, _опре- 
дъляемыя положенемъ данной прямой, значить дать ихъ аналитичесв1я 


роль чье мые ч.7 —-— - <. м. 





—-—..———- = -———ы--—=—=-‹—=— 


° выраженая чрезъ поетоянныя, входятщя, ВЪ _ уравнене ‘прямой. 

Еели же, напротивъ, ИЕН неизвъстна и отыскиваетея по какимъ- 
нибудь услов!ямъ, то для опредъленя ея, мы должны прежде веего’ 
выбрать одинъ изъ видовъ (1) предетавляющаго ее уравнешя и зат мт, 
найти выражев1я его постоянныхъ чрезъ данныя величивы, входяшая 
въ уеловя. | 

Уравнен!е прямой въ каждомъ изъ трехъ поел$днихъ видовъ (1) 
содержитъ въ себ два поетоянныхъ или параметра. Это указывает 
_на опредвляемость прям мой л лини. по двумъ уеловямъ.. 


арын тит = 


Что же касается перваго изъ уравневай (1), т. е. общаго: уравне- 


ое ыы иь 


ня первой степени, то по даннымъ уелов1ямъ, опред$ляющимъ прямую, = 


отыекиваютея въ немъ не сами постоянныя А, В, С, а только отно- 
шен1я двухъ изъ нихъ къ какому-нибудь третьему. Это потому, что оть 
умноженя уравнен1я на постоянную величину его значен!е не измЪ- 


с ЕЕ 


‹няетея, вел5детв!е чего прямая опредЪляетея не одною какою-нибудь 
-системою значен!Я для коэФФищентовь А, Б, С, но веякою сиетемою 
величинъ, имъ пропоршональныхъ. 


Раземотримъ н$еколько задачъ, въ которыхъ прямыя лиши пред- 
‚етавляютея данными или исекомыми. 


58. Найти уюль между двумя прямыми, отнесенными къ пямо- 
_ больной системь координать. 

По емыелу задачи должны быть извЪетны уравнен1я двухъ пря- 
‚мыхъ. Положимъ, что они даны въ нормальной ФормЪ: 


хе0з& -- уз — 0—0, 
хеова -- узш о’ —’==0. 
Такъ какъ уголъ между двумя прямыми долженъ равняться углу 


‘между. перпендикулярами, опущенными на нихъ изъ начала координатъ, 
‘то, обозначая искомый уголь буквою ф, будемъ имбть 


ф==& — ©, 
и, елъдовательно, 
в0$ ф=—=е055 е08 & - зто’ тя, о 
зо = що’ 05% —еово’ эта. [`°°°''°°° 


‚Эти Формулы и рёшаютъ задаму. 
59. Еели уравнен1я прямыхъ даны въ общемъ видъ 


Ах-- Ву С=0 
А’ж-- Ву- С’==0, 
то, приведя ихъ къ нормальной *ормз поередетвомъ раздьленя поелф- 


довательно на \/42-- В? и \/А”- В”, будемъ имЪть, какъ видьли 
выше (ем. стр. 88): 


7 В 
6055=—=— 5110 0 —=—————= 
`У42-- В. У 42-- В? 
| р А’ ды бе, № В 
2И 0055 — — ——— 5 810% — ——————. 
У А” В т У.4’”2-- В” 
Подетавляя эти величины въ. Формулы (2), получимъ: 
©0858 ___ АА -ВВ_ $10 -е АВ’ — ВА, (3) 
уже, ув “Туры рв” 
АБ’— БА’ 
мы _ 2 ф= ГД 471 АА! Е - В. В” 


Когда прямыя лини параллельны между собою, то должно быть 
-тФ==0 и 410 —=0; когда же онЪ перпендикулярны, то должно быть 
©08ф—=0 и 89==<о. Принимая во вниман!е, что величины Д, В, А’, В’, 
жакъ ‘коэфеищенты ханныхъ уравнен1й, не могутъ быть безконечно. 


== ДБ 


большими, убЪждаемея, что уелове параллельности двухъ прям ыхъ- 
выраженныхь общими уравненями, есть 


АВ’— ВА’—0; | 
а услове перпендикулярности ихъ. 
АА’-- ВВ’ —=0. | 
+ евое изъ этихъ уеловЙ даетъ 
А _В 
В 


Сл»довательно, двз прямыя п параллельны, когда коэфФЯшенты при ео- 


инк ———————————— 
отвётетвующихь пе перемфнныхь въ ихъ _уравнеяхъ пропоршональны.- 


чи ить „2. +. = =. > ж- о ыы =. рее чинить 


60. Нели уравнентя прямыхъ даны въ видъь 


у=ах-ф-6 и у—а’ж-РЫ, 
то уголь между ними долженъ опредфляться угловыми коэфищентамиз 


а и а’. Дъйетвительно, обозначая чрезъ Л и Л’ углы, образуемые пря-- 
мыми еъ осью ОХ, будемъ имфть, какъ извЪфетно: 


рии" >> 


7 


ел=@а и №^=а, 
и такъ какъ Ф—/’— А, то и получаемъ 
Е^-—№ю^ _@а—а 
вв (’—№= елый 
1-ю = 1 аа 
Схвковательно, уелов1е параллельноети прямыхъ въ этомъ случа 
будетъ — 
4—0’, 
а услов1е перпендикулярноети 
1-аа’=0 с ли  а@=—1. 
61. Найти уюль между дв умя прямыми, отнесенными къ косоуюль— 
ной систем координат. 
Бели уравненя`прямыхъ даны въ ФормЪ 
1608 &-—- увов В —р==0 
де08’-- увоз В’—’=0, 
гдф, какъ мы знаемъ, х-- В==а’-- В’=, то искомый уголь Ф опре-. 
дъляетея, какъ и въ предыдущей задачЪ, по ‘Фхормуламъ (2). Еели же` 
эти уравнен1я даны въ общемъ видЪ, то приведете ихъ къ предыду- 
шему виду доетигаетея, какъ мы видфли (ем. стр. 40), помножешемъ- 
ихъ поелздовательно на. 


И 


96 | эта @ 
Е Е Е. о Е 
У 42 В—ЗАВеовю — УАЗ В —ЭЗА’В’еозь 
взадетые чего будемъ имЪть: | 


о Ао УР ве | А’зто 
утра п уд 8—2 47 ооз о’ 


х 


д ба 


откуда 
В— Асоз а В’ — А’с0з® 
В М 
У 42- В — 2 АВсозю У 4” В? — ЗА’ В’ воз 


Подетавляя эти выражен!я въ формулы (2), получимъ: 
й (А+ ББ’) —(АБ’- ВА” созо 
ый 
?— У 2-- В — А Веозь. / АП ВОР зо 
г (АБ’—ВА”) зто 


о О = и, 
` \ 42-- В2— АВ ово . У А”?-- В—2АВ’еоз в 

а а. (АВ— ВА) по 

ро '*— (ЧА ВВ) — МВ ВА)совь 


Эти хормулы и рьшаютъ задачу. При 0=-— он$ обращаются въ 


„Формулы (3). 
Изъ посльднихь Формулъ видимъ, что услове перпендикулярноети 
двухъ прямыхъ, отнесенныхъ къ косоугольной системЪ координатъ, ееть. 


(АА’- ВБ” — (АВ’иВ.^) воз в —=0; 
‚оно можеть быть `предетавлено `такъ: 


1 , 00%, 4 
8, 1 , В =0. 
А, в, о 


Уелов1е же параллельности есть то же самое, какъ и въ преды- 
‚кущемъ елучаЪ: 
АБ’— ВА’ = 
„оно не завиеитъ, ел5довательно, отъ. угла между осями координатъ. 

62. Найти точку прно двух прямых, данныхь общими 
 уравнетями. 

Координаты иекомой точки, принадлежащей объзимъ прямымъ, 
‚должны удовлетворять одновременно обоимъ даннымъ уравненямъ 

Же С=0 

А’а- В’у-- С'’=9. 
Сльдовательно, вопроеъ еводитея къ совмфетному рёшению этихъ 

‚двухъ уравнев1й, что, какъ извЪетно, даетъ 
вВС’— [В СА’— АС’ ге 
"—=ЯВ— ВА’ АВВ ++ 

Эти хормулы и р»шають задачу. 

_Еели данныя прямыя параллельны между еобою, то обиий знаме- 


‚Чатель въ выражетяхъ длЯ ХИ у есть нуль, И потому ее я — 
00 у со. 


и 


ых АТ 


Такъ какъ точку, координаты которой еуть безконечно больпия 
величины, называютъ безконечно удаленною, то можно еказать, что двЪ 
параллельныя прямыя перееЪкаютея въ безконечно удаленной точкъ. 

Бели Формулы (4) паютъ для хи у неопредфленныя выражевя, 


то Канны прямыя еовпадаютъ. Дъйствительно для того, чтобы было 


0 
д=—=— и у=— 


0 Нужно имъть:. >. 


0 э 
дев. ==, ВС’— СВ’—0, СА’—АС=—0. 


Посл днее изъ этихъ абнотиь есть необходимое авео двухь 
первыхъ, ибо изъ нихъ находимь с --. 
| АР © Аб 
А В 0. 

”Отеюда видимъ, что второе изъ данныхъ уравнен!й получаетея изъ 


перваго умноженемъ везхъ его коэфеищентовъ на’ поетоянную вели- 
р ‘ } 


чину И=-» а это и значитъ, что оба урэвнемя выражаютъ одну _ 
и ту же прямую. | 

63. Найти услоше, при которомь три прямыя, данныя общими 
уравнешями, проходять чрезь одну точку. 


Пуеть уравиеня данныхъ прямыхь- будутъ: 


А х-+В УС =0, 
д’ -—- Б’ и р — а 
А” х- БВ” у- (С”=0. 

Еели существуетъ точка, принадлежащая везиъ Тремъ прямымъ, 
то координаты ея должны удовлетворять ве$мъ тремъ уравнемямъ. Вы- 
раженя (4). предетавляютъь рёшешя двухъ первыхъ. Уревен И; . подета- 
вляя ихъ въ третье, мы и получимъ искомое уелове: . 


ВС— СБ’. (.4— АС’ 


А АВ’ —ва +В А.В’ яврвлео = 


или, по умножени объихъ частей на (АВ’— —В.А”), 
А” (ВС— СВ”) + В" (0А’— Аб) "(АВ — ВА), 
цто_моженю- предотавить-етне-такт: _ 
Аа, Б, С 
А’, В’, ©. = 
4%, В”: С” 


Иекомое ‘уселоне есть, такимъ образомъ, ‘результат’ иоключенйя 
‘перемённыхъ 2 и у изъ трехъ данныхъ уравненй. — 
64: Найти` уравнене прямой, проходящей чрезь де данныя, точки. 


ее 4 В: а 


Пуеть данныя точки будутъ (21, 91) и (52, уз). Возьмемъ уравнене 
прямой въ ФормЪ 


у—а- 6. 
При неопред$ленныхъ а ‘и Ь оно предетавляетъ какую угодно пря- 


мую на плоскости, но если эта прямая проходитъ чрезъ первую изъ 
данныхъ точекъ, то должно имЪть м$ето тождеетво 


у/1 = -6. 

Вычитая почленно это тождество изъ уравнен!я прямой, дадимъ 

ему видъ 
| у—у:=а(х—27). 

Каково бы ни было значене углового коэффишента @, это по- 
елЪднее уравнен1е удовлетворяется координатами 21, у: и, елЪдователь- 
но, при неопредзленномъ а, оно выражаетъ какую-угодно прямую, про- 
ходящую чрезъ первую изъ данныхъ точекъ. Вели же эта прямая про- 
ходить и чрезъ вторую данную точку, то оно должно вор 
и координатами 2о, у, т. е. должно имзть мЪето тождество. 


‚уз—91==9(12—11). 
Раздьливъ почленно поелЪднее уравнеше на это тождество, полу чимъ 
Он (5) 
12—91 42—41 
уравнен1е, которое кром$ перем$нныхъ х и у содержитъ только коор- 


динаты данныхъ точекъ, и такъ какъ оно удовлетворяетея этими ко- 
ординатами, то и есть искомое. 


Уничтожая въ немъ знаменателя, дадимъ ему видъ 


(4—2) #— (21—15) у--(51у2—У142)==0. ро о (5) 
65. Можно получить тотъ же результатъь селвдующимъ образомъ. 
Возьмемъ общее уравнете первой етепени 


Если оно предетавляетъ искомую прямую, то должны имзть мзето 
два тождеетва: 
Ав + Ву, + 0—0 
Ал. Бу -- 0—0 
откуда, какъ изъ двухъ однородныхъ уравнен1й еъ тремя неизвфетными 
А, В, С, (см. стр. 31 и 32), находимъ: 


А Б С 


Бик ол ВоиклнЕлитиь «рдиирЕнЫаК КЕ ВЕЯНИЯ пбиоинииириия  иианинининащни 
синий 


91—12 42—41 212—140’ 
велъдетве чего общее уравнене и принимаетъ видъ (6). 
_Иекомое уравнете получаетея, елЪдовательно, посредезвомъ иеклю- 
ченя коэфФищентовъ 4, Б, С изъ общаго уравненя прямой и резуль- 


=, 40 а 


татовъ подстановки въ него на мЪето перем%нныхъ д и у координатъ 
данныхъ точекъ. Ево--можно` представить еще такимъ образомь:— 


2, у, 1 | 
71, 1, 1 0... .... (7) 
ло, у) 1 | 


66. Неййти услове, при которомь три данныя точки лежать 
на одной прямой. 

Пусть данныя точки ‘будуть (21, Уз), (о, 42), (хз, Уз). Прямая, про- 
ходящая чрезъ дв первыя изъ нихъ, выражаетея уравневлемъ (6) изи- 
(7). Координаты третьей точки, какъ лежащей.на той же прямой, долж 
‚ны удовлетворять этому уравнен!ю, т. е. должно быть: 


(41 — 92) 2з — (а1 — 42) 3 + 2 Уз — Ул 22 == 0, 


или 
| д (42 — Уз) - 22 (Уз — 1) -- 23 (ут — 2) = 0, 
11, У1, 1 
ИЛИ - | | 20, 4, 1 | =0. 
13, Уз, 1 | 


' Это и есть искомое уелове. два 
\ 67. Найти прямую, проходящую чрезь данную точку и. поарал- 
лельную данной прямой. 
Пуеть данная точка есть (21, У1) и уравнение прямой дано въ вид 
у—аж 5. 3. 


Веъ прямыя лини, проходяпия черезъ точку (21, 91), выражаются, 
какъ мы видЪли, уравнещемъ 


У — 1 =—=7(я — 21), 


гдВ т есть неопредфленный угловой коэФФфищенть. Вел®детые же па- 
раллельноети искомой прямой еъ данной должно быть 


5 т — а, 
откуда и заключаемъ, что уравнен1е искомой прямой есть 
у— 1 = 4(2— 171). 
Вели уравнензе данной прямой разоматривается въ общемъ видъ 
4х -- Ву @==0, 
то допускаемъ, что и искомая прямая выражается такимъ же уравнешемъ 
Ах - Ву- С’ = 0. 


Такъ какъ эта прямая проходитъ, по условию, зррть точку (1, 1); 
то имемъ тождество 


А’ —- В’: -- © =—0 
велдетв!е котораго уравнене искомой прямой принимает видъ 


А’ — т) + В(у— у) =0. 


Андреевъ. Аналитическая геометрАя. вт 4. 


у 


При неопредзленныхъь А” и В’это ееть уравнене какой угодно пря- 
мой, проходящей чрезъ точку (21, 91). Изъ услоыя же параллельноети 
А’_ В’ 
А В | 
имЪемъ: 


А’ — Ав.и В’ = В. 


Внеся эти величины въ предыдущее уравнеше и раздзливъ веЪ его 
члены на поетоянное А, мы получимъ для искомой прямой уравнение: 


А(г — 21) + Ву— у) =. 


68. Найти прямую, проходяиимою черезь данную точку и пер- 
пендикулярную къ данной прямой. 

Всякая прямая, проходящая черезъ данную точку (121, У1), выра- 
жаетея, какъ мы сейчаеъ видфли, уравненемъ 


А’ (т — шт) + Ву—у)=0. 


Уелове же перпендикулярноети этой прямой еъ прямой, данной 
общимъ уравненемъ 


Ах + ВУ С =0, 


есть АА’ -- ВВ’ (АВ’- ВА”) воз = 0, 
или А’(А — В соз) + ВВ — Асов) = 0, 
А’ > я 
в В— Асозх  Везо— А ’ 
откуда А’ —=1 (БВ — Асоз6) и В’ = Е (Всоз® — 4). 


Велфдетне этого предыдущее уравнене, по а объихъ его 
частей ва к, принимаетъ видъ 





_ВЪ ЕОТОромъ оно и выражаетъ искомую прямую 


Еели система координатъ прямоугольная, то. с0з ® — 608 + 
и потому уравнене искомой прямой будетъ 
В(д— 11) — Ау фу) =0, 
ро СЕ А ме 
А. в. 
(69) Двъ ‘поелъдн1я задачи предетавляютъ частные случаи слвдующей. 
`Наййни прямую, проходящую чрезь данную точку и составля- 
юиио \съ данной прямой данный уюль. 


— 0, 





_ Вели уравнев!е данной прямой ееть 
Ах - Бу -- С =0, 


ыы РЕ 
-а искомой А’ -- В’у -- С’ =0, 
то, называя данный уголъ буквою $, будемъ имфть (ем. етр. 46); 


зтфФ _ (АВ’— ВА”) по 
с05? (АЛ -- ВВ’) — (АВ’- ВА”) оз 
Отеюда находимъ 
А’ рас» в’. 
Азт (® - $) — Взшо Ао -- Взт («— 5) 
ВелЪдетв1е того, что искомая прямая проходить чрезъ данную 
точку (21, 91), уравнен1е ея принимаетъ видъ 


4’ (1 — 21) + В(у— 9) =0; 
на основами же поелфдняго равенства оно обращается въ 
ТА вт (& | 9)—В эт9] (&—2,)]-Н[А 5тФ--.В зщ (&—0)] (у—91)=0. 
| р | 

Полагая здЪеь Ф=0ио — >, получимъ рьшешя двухъ преды- 
дущихъ задачъ. | 

10. Найти длину перпендик Уляра, опущеннаю изъ данной точки 
на данную прямую. 


Положимъ, что данная прямая СГ” отнесена къ прямоугольной еис- 
тем координатъ (Фиг. 18) и уравнеше ея въ нормальной ФОрмв есть 


х 605% -- у ша — 0—0. 


Пусть, кром$ того ‚координаты данной точки И будутъ р 1.  . Проведя чрезъ 

нее прямую М, параллельную данной, будемъ имЪть, что уравнен!е ея 

долженствующее отличаться отъ уравненя дан- 

ной прямой только поетояннымъ членомъ, есть 
2 0; &-у зщ &— р’ =0, 

`гдВ 0’ ееть длина перпендикуляра ОМ на. эту 

прямую изъ начала координатъ. 

Если данная точка М находитея по другую 
еторону отъ данной прямой, нежели начало ко- 
ординатъ, то, называя искомую длину перлен- 
в изъ М на Г.Г буквою [,;будемъ имфть 





1—МН-= МК == ОМ — ОК =(р— №). 


- Еели же данная точка находитея по ту же еторону отъ данной пря- 
мой, какъ и начало координатъ, какова, напр., точка М, то искомая 
длина будетъ. 

== РН=М№МА=оОК— О-о =), 
4% 


24. БО а 
Слздовательно, имъемъ, вообще, 


а 2$ 
Эдфеь величина р’ неизвЪетна. Чтобы найти ее, замътимъ, что ко- 


ординаты точки { должны удовлетворять уравнен!ю прямой ММ, чрезъ 
нее проходящей, т. е. должно быть: 


д1е05& -- ияша — 7’ =0, 
откуда 


р’ = хиеоза’-Р утата.. 
Подетавивъ эту величину въ предыдущее выражене для [, получимъ 
[— == (21е08& + дуэта — 2),....... # = #8) 
что и предетавляетъь рЪшене задачи. 


71. Мы видимъ, такимъ образомъ, что въ влучаЪ, когда уравне- 
в1е прямой даетея въ нормальной Форм, длина перпендикуляра, опу- 
щеннаго изъ данной точки на эту прямую, опредЪляетея, какъ величина, 
которую получаетъ первая чаеть даннаго уравнев!я при подетановкЪ 
въ него на мЪето перем$нныхъ 5 и 9 координатъ данной точки. При 
этомъ величина эта должна быть взята еъ положительнымъ или отри- 
_пательнымъ знакомъ, емотря по тому, будетъ ли данная точка лежать. 
_ по другую еторону отъ данной прямой, нежели начало координалъ, или. 
‘По ту же еамую. | 

Очевидно, что это заключеше справедливо и тогда, когда сиетема 
коо рдинатъ косоу1 ольная, только въ этомъ елучаз хормула (8) изм%- 
няетея въ ел5дующую: 


| _ ТЕ (21608а + у1с0вВ — р) 

или ь 

[— = [х1е08% -- у16е08(& — &“) — 2] ........ (9) 

Если уравнен1е прямой дано въ общемъ вид, то, чтобы рВшить. 

вопроеъ, нужно только привеети это уравневе къ нормальной Форм и 

затЪмъ уже приложить къ нему указанное сейчасъ правило. СлЪдова- 

тельно, предполагая, что уравневе прямой есть 
Аз -- Ву+ 0=0, 

будемъ имфть, что искомая длина перпендикуляра въ елучав прямо- 
угольной системы кооркунекЕ будетъ 

им ЕО 

У 42 В? А? -- ВБ? 
а въ’ елучаВ косоугольной сиетемы координатъ 
У 42 -- В — 2АВ совы. 


‚ одре м. - (10) 


не, 


р ЕЕ 


12. Найти уравневе прямой, _ Оълящей пополамь толь между 
Эвумя данными пюямымы. : 

Каждая точка искомой прямой находитея на одинаковыхъ разетоя - 
н1яхъ отъ обВихъ данныхъ прямыхъ; поэтому, полагая, что эти послвд- 
вя выражены уравнен!ями въ нормальной ‘хорм% 


дс08&--9608 В —р=—0 
и 6080 -|- усоз В’—’==0, 
будемъ имЪть, что зависимость между координатами любой точки иеко- 
мой прямой есть 


(2005 «+ усоз вВ— р)== = (хвоза’--усоз В’— 5’), 


что и будетъ ея `уравнешемъ. 

Двойной знакъ второй чаети соотЕтетвуетъ двумъ смежнымъ уг- 
ламъ, образуемымъ данными прямыми. = 

Когда данныя прямыя выражены общими уравнен1ями 
и Ак Б’ч- С’ =0, 
то, согласно сказанному въ предыдущемъ, уравнен!е искомой прямой 
будетъ 

Ах ВУу-С ао Е Ах В’у- С’ 
У4?-- В*—2А Весов. У В —2А’В’ совы 

_ Въ чаетноети уравненя х—у— —=0 и 2--у==0_ представляютъ 
прямыя, дъляния пополамъ углы между. у осями координатъ. | 


13. Найти площадь треуюльника по координатиамь ею вершино. 
Пусть вершины треугольника будутъ (21,1), (э.уа), (53,93). При- 


нимая сторону, соединяющую двЪ первыя, за оеноване и называя длину 
ея черезъ 6, будемъ имЪть, что уравнен1е этой прямой ееть (ем. етр. 48) 


(ут — 92: — (© — 2) (2198—9122) = 


‚& ДлИНа { ц. РАЗЫ Ни а а х а > * = А ь С К 


^ 


6—2 — 2+ (1—2 + 2(21 =) @и—55 05 ©. 


Сльдовательно, высота й этого треугольника, т. е. длина перпен- 
хикуляра изъ вершины (53,3) на противоположную еторову опре 
литея Формулой | 

а [бл — у2) 8 — (11—29) +(51: — 9110) а © 
У(х1 —2)® - (91 — уз)? + 2(&1 -— 23) (у1— 93) 08 


Поэтому, если обозначимъ искомую площадь треугольника чрезъ /\, 
хо будемъ имЪть: 


8 А=Ь В —= [4/1 Уз — (21 саж: (ху — 9142) яп ®. 


— 54 — 


Въ елуча же прямоугольной системы кординатъ 
2 А — я — 42) 3— (21 —92)уз3 2 (21/2— 125)], 








откуда, Дау Наив уд- аа -—93)] . ‚. (2% 
&1, 1, 1 
или АУ! < “3 3/2, 1 > 
"я Аз, Уз, 1 | 


Такимъ образомъ видимъ, что услов!е, при которомъ три данныя 
точки лежатъ на одной прямой (ем. стр. 49), выражаетъ, что площадь тре- 
угольника, для котораго эти три точки суть вершины, равняется нулю. 
\14. Неаапи площадь треуольника по уравнетямь ею 67100015. 
Пуеть уравнен1я данныхъ сторонъ будутзъ: 
Ах-- Бзу- С1==0, 
Аж-- Взу-- Се==0, 
43% -|- Взу- (03=—=0. 
Вели назовемъ координаты вершинъ, противолежащихъ этимъ. 


еторонамъ, поелфдовательно чрезъ (21,91), (42, 2), (хз, Уз), то будемъ. 
им$ть, ршая совмзетно каждыя два уравненйя: 





_ Вз05— ОВ, _ Во: — В, „_ В10:— С.В, 

7 45 В:— ВьАв ВВ ЕВА 

__ (243—420: __ Сз.41 — 4301 (14. — А: С». 
а Д.В, "2.8, —Вый В, В 


Внеея эти выражен1я въ хормулу (12), рьшающую предыдущую! 
задачу, мы и ее слВдующее рьшеве настоящей: 


|2 = В Сз— (>Вз (3.А: — 4; (1 01.4— А: (№ ` 
о 
|. 





У В.— ВА, АВ, — ВзА1 А.В. —В. Ао А, + 
= С3Б (С.А — 41 С» (5 сек 
В. — — Б.А. \ А Б,— ВБ! Ао В. — ВоАа, 
а аа С1.Бо Зи 
АБ. — ВА» \А›Вз—В5Аз 43Б:— Вз А. /` 
‘5 Это рьшен1е можеть быть преобразовано елфдующимъ обра- 
зомъ. Обозначимъ чрезъ А опредфлитель, составленный изъ коэФФип- 
ентовъ трехъ данныхъ уравненш, т. е. положимъ 
А:,Б ьСь 
Аэ..Бэ, (5, . 
| Аз,Вз; С, > 


Чиелители и знаменатели въ предыдущихъ выраженяхъ для коор- 
динатъ вершинъ треугольника суть опредфлители миноры по отноше- 
ню къ опредёлителю Д. Называя ихъ еоотвзтетвеннымъ образомъ 
чрезъ @1, Вт, 1, @о, Вэ, о, аз, Вз, /з, будемъ имфть изъ. предыдущахо 





2А = 


В == 





к, ББ 


= (8 Вз\_ из" Вз_ 81-8 (В Е. 
+ \ 2 ВАТУ — |! / ее 
или, по приведензи къ одному знаменателю, 
| . 31“/э— В 1). 


9 А — (В 8— Вз-(>) — (Вэл 


ть 74 


11 и 





Числитель этой поелфдней дроби есть опредфлитель производный 
относительно А, а Потому, какъ мы знаемъ (ем. етр. 35), равняетея. 
его квадрату. СлЪдовательно, 

Даа. 


уг/2з 


2 





ИЛИ 


2 — [4.(Б2Сз— ВзО2)- АВ: О — В. С- АВ: 02 — В. С 
. (А.Б. —А»Б:) (АБ: — АзБз)(Аз.Б! — А1Бз)] 

`` 76. Найти отношене, в которомь разстояще между двумя данными 
очками дьълиипся данною прямою. 

Пусть координаты данныхъ точекъ будутъ: 
Ал, 1 и 12, 3/2 
и уравненле данной прямой 

Ах Бу (=0 

Иекомое отношенле равняетея, очевидно, отношен1ю `перпендикуля- 
ровъ, опущенныхъ изъ данныхъ точекъ на данную прямую. Но въ томъ 
случа, когда данныя точки находятея по разныя стороны отъ данной 
прямой, эти перпендикуляры имЪютъ различныя направлешя, между 
 тЪмъ какъ въ этомъ именно случа искомое отношете холжно быть 
положительнымъ (ем. стр. 9). Въ противномъ елучаз это отношете. 
есть величина отрицательная, а перпендикуляры имфютъ одинаковыя 


{ к т 
направленя. Слдовательно, полагая. что искомое отношете ееть = и 


называя длины перпендикуляровъ изъ’ данныхъ точекъ на данную пря- 
‚мую чрезъ 4 и 45, будемъ имЪть, вообще, — 


т (1 

д Ц: 
ый а (А -- Бу -Н С): С) ее АГ |- Бе О): Сяо, 
УА?-- В— 2 АВсозо Уд В*—2АВоо 608 ® 


и потому находимъ 
ОР А+ Виа 
я 2 Ао Ах Вуз- — а 
77. Тотъ же результать можно получить елфдующимъ образомъ. 
Называя черезъ х и у координаты точки переевченя данной пря“ 
мой еъ прямой, соединяющей данныя точки, и полагая, что искомое 


| т _ 
отношене есть = оудемъ, какъ извЪзетно, имЪть 


В | ь 


и -- 71222 : | рее 71/1 —- 74/2 
тя т и 
Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнению дан- 
ной прямой, то 
7х 71 7% 
пла -- В д -- ОО, 
т-- п эп 
откуда, (Ад Буи От-- ы -- Буз— О)т==0, 
и ел5довательно 


О а. Ах - Бу С. 


А+ Вь-+ О 
18. Положимъ, что мы имфемъ треугольникъ 115 Мз, вершины 
котораго опредзляютея координатами: (21, 4/1) 
(Жо, 2), (23, Уз), и пуеть нЪкоторая прямая, вы- 
ражаемая уравненлемъ 
в — 
перее$каетъ етороны этого треугольника въ точ- 
М М М»  кахъ №, №, № (Фиг. 19). На основанши преды- 
Фиг. 19. дущаго будемъ ИМЪУТЬ.. 
ЛЕ.№ _ Аж -- Бул —- С 
№№ А Вь С 
Е ММ, _ __ АЕ Вуз С С 
№1 Иа — Аж- В —- Бу 3 —- 3 
Из.№5 Алз-- Вуз С 
№М  АжфВи+ О 
Перемноживъ почленно эти три равенетва, получимъ 
ЛМ ЛЬ№М М № 
№29 ММ №М, 
Такимъ образомъ, видимъ, что ироизведеще треть отношенй, въ. 
хоторыль произвольная прямая Фълить стороны треуюльника, зрав- 
няется отрицательной единицль 1). 
(19) Соединнмъ прямыми ливями вершины 
треугольника 2,213 еъ какою-нибудь точ- 
кою ЛМ. и назовемъ поеслфдовательно чрезъ 
Р:, Р›, Рз точки, въ которыхъ эти прямыя 
переезкаютъ стороны треугольника (Фиг. 20). 
Полагая, что координаты точки 4 суть 24 и 
‚ М 9 будемъ пыЪфть, что прямая М.Р: выра- 
Фиг. 20. жаетея уравненлемъ: 
(1-11, х— (27 доу (аи пад. 








—=— 1. 





1) Это предложеще было извфетно еще въ древности; его называютъ тео- 
м Мевелая (Т в. по Р. Х.). 


ыы БТ 


Поэтому находимъ, что 
ИР: _ (ии (а - а -- (2194 — У) 
РИ (им биз (аа — аа) 
ИЛИ . 
М.Р, _ Жу— 9) 22 Чу у-- а — 2). 
РМ (из) ав у) 94) 
Точно такъ же, составивши ты прямыхЪ МР и МзР3, по- 
лучимъ равенетва:: 
ИР. (уз у) + хз(и.— 92) —- 2:9 — из) 
РМ вы — уе — у) а — 98) 





М.Р: хз): — п) а — 94), 
Рз Мо 22(уз — Ча) хз(у4— 92) 242 -— Уз) 
Перемножая почленно поел$де1я три равенетва, получимъ 


ЛР: ИР М Рз 
Р.М. Р.М, Б.М, - 


Итакъ, ироизведене тоехь отношений, вь которыхь стороны. тре“. 
злольника бъълятся прямыми, соединяющими ею вериины 65, произвольною 
точкою, равняется положительной единииь '). 

80. Найти уравнеще прямой лиш вь полярныхь. координатах. 

Пусть разематриваемая прямая есть АВ (иг. 21). Назовемъ че- 
резъ`2 длину перпендикуляра РО, опущеннаго 
на эту прямую изъ полюса, и черезъ х уголъ 
ОРГ, воставляемый имъ съ полярною оеью 
РГ. Величинами & и р положенше прямой АВ 
опредзляетея вполи%, и потому ихъ можно при- 
нять за постоянные параметры, входяпе въ 
мекомое уравнене. | 

Называя чрезъ г и $ координаты какой-нибудь точки М, принад- 
дежащей прямой АБ, будемъ имЪть изъ треугольника РМО 


Рд=РИсоз3 МРо=РМеоз(ГРО—ГРМ) 





или 
р==608(%— 9). 

Это и есть искомое уравнеше, потому что оно выражать общую 
зависимость между координатами любой точки прямой. 

Легко чолучить то же уравнеше поередётвомъ преобразован!я ко- 
ординать изъ уравнешя прямой въ нормальной зормЪ относительно 
прямоугольной системы. Въ самомъ д®лЪ, пользуясь рии для 
преобразованля координатъ (ем. стр. 16) 

д==76е08Ф, У= зп Ф, 


`) Это предловеше извфетно подъ назвашемъ теоремы Чевы (1678). 


а, БО 


булемъ имЪть, что уравнене въ нормальной хорм® 
хсоза-- уящи—р=0 
обратитея въ 
гс05%608Ф-- ги хз ф — р==0, 
откуда 
р==(с03хе0зФ-- зах ф)==7608(х— ©). 


5. 3. Прямая линя, какъ геометрическое мъсто. 


81. Относительное расположев1е точекъ на плоскости опредЗляетея 
обыкновенно такъ называемыми зеометрическими условями. Координаты 
и уравневля предетавляютъ только ередетва выражать эти условя ана- 
литическп. | 

Геометричеекя услов1я могутъ быть до безконечноети разнообразны. 
Въ тьхъ елучаяхъ, когда они не достаточны для полнаго опред леня 
то ки, пми могутъ быть выдфляемы цЪлыя еиетемы точекъ, располо- 
женныхъ въ безконечномъ множеств опред$леннымъ образомъ на плос- 
кости. Совокупность. положенй точекъ, подчиненныхъ общимъ выдЪля- 
оЦИМЪ ИХЪ услов!ямъ, принято ое еометрическимь мтстоль. 

_ ели геометрическое мЪето предетавляетъь непрерывный рядъ то- 
чекъ или лин, то оно должно выражаться уравнешемъ. Найти такое 
геометрическое м5ето по даннымъ уеловямъ значитъ въ аналитической 


геометрли соетавить уравнен1е, которому удовлетворяють веф точки этого. 
геометрическаго мъЪета, т. е. уравнеше этой лини. 


— 


ВелЪдетве разнообраз!я геометрическихъ услов олна и та же ли- 
ня можетъ быть геометрическимъ м$5етомъ, опредфляемымъ различными 
уеловями. Раземотримъ н$еколько примфровъ, въ которыхъ геометри- 
ческое а опредфляемое данными услошямя, ееть прямая линйя. 

2. Дано основаме треуюльника по величинь и положевю и раз- 
ность ны двухь Одрушть спюронь; найни зеометническое лиъсто 
вершины, противолежащей основанию. 

Нримемъ основаше РФ (иг. 22) за ось абециесъ, а перпендику- 
ляръ, возетавленвый изъ его ередины, за ось 
орлинатъ и назовемъ чрезъ х и у координаты 
вершивы 2 отноеительно этихъ осей, & чрезъ 
2а абсолютную величину оенован1я. Обозначая 
кроыЪ тото чрезъ А? раввую разность квадра- 
оо г 6х 107 ‹асрсьт, а нь по условю. 

Я МР*— Мо*=17. 

Но, какъ `извветно ы 7), 


ИР?*=({&и-ч-у? 


Ио*=—=(«— чу? - у”. 





мых РО А 
‘Слёдовательно, 
(«-+-а9)—(х— а = 


или, по раскрыти скобокъ и приведенйи, 


4ах— 2—0. 


о ыыы —— = ——ж——ы<со— 


Отсюда видимъ, что искомое геометричеекое мФето ееть прямая, 
перпендикулярная къ основаню треугольника, Г.в. эту. | 25 9-95. 

83. Дань уюль трсуюльника по величин и положенио и сумма двухь- 
прилежащиль ему стороны; найти чеометрическое мъсто точки, дълящей: 


иретью сторону въ данномь отношеныи. 
Пусть данное отношен1е ееть я Принимая етороны даннаго угла. 


ОР и ОО (гиг. 23) за оси координатъ и обозна- у 
чая чрезъ х и у координаты точки М иекомаго 
геометрическаго м?Ъста, будемъ имЪть изъ подоб]я 
треугольниковь ОРФО и МРИ: 





ОР_ Ро “= Ро 
"МО. ©” —РМ 
Но, по уелов!ю, 
‚РМ _т 
М9 ® 
откуда 

нь О Иа 
Ио п | РМ т’ 


и, елЪдовательно, 
37 
ОР=(т- и) И О9=(т-- п): :. | 


Называя же данную сумму еторонъ ОР п 00 тв 3, найдемъ- 
по еложени поелзднихъ равенетвъ: 
—(т-п Ге 
‚ИР, 
ИЛИ 
ху $ 


—- —=— . 
п т т-т 
ле - . 


Это и есть уравнеме искомаго геометричеекаго ижета, 

84. Даны деъ прямыя, образуючия извъетный Уюль: найти зеомет-- 
фическое мтсто точки пересьчечя перпендикуляр0вь кз ним ири условви,, 
что сумма или разность разстояй этиль перпендикуля, ров 0т5 вермвины 
даннаю уча имтъеть данную величину. 

По уеловю должно быть (Фиг. 24) 


ОК- ОГ =а 








ани ВО 


-гдВ а есть данное постоянное количество. Если дв» данныя прямыя 
примемъ за оси координатъ и назовемъ уголъ 
между ними буквою «, то, обозначая чрезъ х 
и 4 координаты точки М иекомаго геометриче- 
скаго мъета, будемъ имЪть 

_ ОК=оОР-+-РК=х- усов 
и _ ОГ=оО9- ОГ=у- хсоз®. 

СлЪдовательно, 





(1- уе03®)-Е (уф 1е08%)=а 
- ИЛИ 


(1-Е созх)ж- (соз® 1 )у==а. 


Это уравнен1е включаетъ’ въ себЪ два елдуюшия: 
(1--с0оз®%)(2--у)=@а и (1—е08%)(—у=а. 
Искомое геометрическое мЪето есть, слВдовательно, прямая, ‚парал- 


п ыыы. *= *. "= 


сдельная одному изъ биеектровъ даннаго. угла. 

—`85. Нобини зеометрическое место точки пересьъчетя тмьхь же пер- 
пендикуляровь при чЧслови, что прямая, соединяющая ихь основания, 
иметь данное направлеюе. 

Направлен1е прямой КГ (хиг. 24) опредвляетея ея угловымъ коэз- 
Фищентомъ, который, кажъ извФетно, равняется отрицательному отно- 
шеню разетоян!й ОГ и ОК. Принимая эту величину за извфетную и 
 обозначая ее буквою 7, будемъ имфть: 


Ог—=— т ОК, 


ИЛИ 


(у 1608&)=—7(1-- 96036}, 
‚Или 
(созо-- т)д-Р (1-Е теовы)у==0, 
‚откуда видимъ, что искомое геометрическое мЪето есть прямая, прохо- 
дящая черезъ точку пересеБченя данныхъ прямыхъ. 
86. Найти чеометюическое мюсто точки пересьчетя тиьть же пер- 
‚ пендикуляровь вё предположензи, что средина разстоямя между ижь основа- 
иями находится на данной прямой. 
Пуеть уравнене данной прямой ееть 


у=иж-Ь и. 
Координаты средины разетоян1я КГ, суть: 
ОК. ОГ 


’-—[ 


——- И —— 
о а 
Такъ какъ, по услов!ю, он должны удовлетворять данному урав- 
‹неню, то будемъ имвть, умноживъ обЪ его чаети на 2, 


2 61 — 
ОГ=т.ОК--Эи, 


или 
(у--2 с08 ®)—т (х-РУ с08 &) + 2, 

или $ 
(т — с0з ®)х-{ (т с08 «—Ти-2и=0 


уравнен1е, представляющее также прямую. 


87. Еели уравнен!1я двухъ какихъ-нибудь лин!й 


Ка, у, а)=0 и Ех, у, а)=0 


содержать одинъ и тоть же неопредфленный ‘параметръ а, то точки* 
пересвчетя этихъ лин, пизющ:я опред$ленное положен!е при веякомъ 
частномъ значенш параметра а, будутъ перемъщаться при его изм нени. - 
Найти геометрическое мФето этихъ точекъ значитъ составить уравне- 
н1е, которому удовлетворяли бы ве значен1я х и 9, удовлетворяюпия 
одновременно уравневлямъ обфихъ лин, при какомъ-угодно значения 
параметра а. Очевидно, что этимъ свойетвомъ обладаетъ уравнен!е, - 
получающееся поередетвомъ иеключен!я параметра а изъ уравнен:й 
обзихъ ливй. | | 
| Это замЪчан1е весьма, часто примфняется съ пользою къ отыекан!ю . 
геометричеекихъ мзетъ. Въ ел5дующихъ примфрахъ мы приложимъ его - 
къ р трометрицоснихь мзетъ перее$чен1я а пря-- 

мыхъЪ ем 

Стороны треуюльника проходять чрезз три точки, лежания“ 
на к-- прямой, а дв вершины ею’ находятся на двухь данныхь прямых; 
требуется найти чеометрическое лиьсто третьей вершины. 

Пусть ММ, М» будетъ разематриваемый треугольникъ (Фиг. 25).- 
Стороны его проходятъ чрезъ данныя точки А, 41, Аз, & дв вершины- 
М; и М> лежать на данныхъ прямыхъ 00 9 
и ОР. Примемъ прямыя А и 40 за оси 
‘координатъ и положимъ: 


АО=а, АА =, АА 2—0 | М 
АР — р, А=4д. 
При такомъ обозначенли уравнен1я прямыхъ А. `/Р к ЦА В. 


00 И ОР будутъ | Е 
фиг. 5. 


ось. 2 
та в а 


Виъетв еъ тьмъ сторона 2, М5, какъ прохокящая чрезъ начало-- 
координатъ, выразится уравненемъ 


у=тх, 


гдв т ееть неопредзленный угловой коэффищентъ. 


вы а 


Изъ этихъ уравнен!Й находимъ координаты вершинъ М; и 4, а 

‚именно: для точки Л | 
ад ата _ 
— ата ° ата 

‚и для точки Л 
ар о 4. 
ар тр — а+тр 

Уравнев!е прямой 26М, какъ проходящей чрезъ двз точки № и 
А, координаты которыхъ извзетны, получитея въ видВ (ем. етр. 48): 


ат, а Ма аатр _ 
а 7 арт “)]” ат 


или, по уничтожении знаменателей, 


Хх — 


итрх -—- (а аттр—ар)у —аалтр==0 
‚или, наконецъ, по отдзлени членовъ, содержащихъ множителя т, 


трах -Р алу — аа) Ра(а —юуу=0. 
Точно также наЙйдемъ, что прямая 11: выражается уравнетемъ 


т4(ах -Р агу— аа2)-- «(а —ч)у=0 
Точка Л искомаго геометрическато мъета опред ляетея перееВче- - 
`н1емъ прямыхъ, выражаемыхъ поелфдними двумя уравнеюями, и такъ. 
‹какъ эти уравненя содержатъ неопредфленную величину 7, то, иеклю- 
чая изъ нихъ эту величину, мы и получимъ уравнете искомаго геоме- 
- тричеекаго мЪета въ видЪ: 
р(аг—ч9 {ах чу—аа1) —49(а —Р(а-- азу — аа) == 
Это уравнен1е можно представить еще ел5дующимъ образомъ: 
а(изр — а19)2 -- (у—а)[алаз(р —9)—04(а — а) == 

„ИЛИ / 
(ар —@19)5 
| а1а2( р— 9) — 04а — а). 

Оно выражзетъ прямую, ` проходящую чрезъ точку 0. 
39. Иногда уравнен1я перемённыхъ лиш, переезчетемъ которыхъ 
опредъляетея точка геометричеескаго мъФета, могутъ содержать не одну, 
-& нфеколько неопред5ленныхъ величинъ. Въ такомъ елучаз, нужно по 
уелов1ямъ задачи составить еще дополнительныя уравневя, ввязываю- 
ппя эти величины еъ перемфнными координатами точки геометрическаго 
‚мФета, и именно въ такомъ чиелЪ, чтобы ве неопредленныя величины 
могли быть исключены. Результатъ этого исключеная и будетъ уравнене 
‚иекомаго геометрическаго м3Зета. 

Положимъ, что три данныя точки А, А:, А», чрезъ которыя въ 
‚предыдущемъ примфрз проходять етороны перемзниаго треугольника 
„ИМ Мо, не лежатъ на одной прямой. Но вмзето того точка О переез- 


9—1. 


ды бы 


ченя прямыхъ ОРи ОО, на которыхъ должны лежать двз вершины 
М: и 14 этого треугольника, находится на прямой, соединяющей ХВ 
изъ данныхъ точекъ А: и Ао (Фиг. 26). 

Чтобы найти въ этомъ елучав геометрическое мЗето третьей верши- 
ны 41, примемъ за оси координатъ прямыя ОРи 
ОО и положимъ, что координаты данныхъ точекъ 
ААА» суть поелЪдовательно (а, 6), (01, В), 
(аз, 05). Называя чрезъ т: и т неопредфленныя 
разетояня точекъ М: и 5 отъ О, будемъ имфть, 
что прямая ЛМ, какъ проходящая чрезъ двъ 
точки, координаты которыхъ извЪетны, выразитея 
уравнетемъ 





(и— тэ )х—а19 —- 172 —0. 

Точно тазже уравнене прямой М1 будетъ 

ох — (а2 —т у — 651 ©. 

Чтобы исключить изъ этихъ уравнен1Й два неопредъленные пара- 
метра 71 и т, замЪтимъ, что точки А, М: и М5 находятся на одной 
прямой, и потому должно имфть мфето еоотношене 

: о 
+ —=1. 
771 йо 

Изъ предыдущихъ уравнен!! находимъ для 71 и 72 аня вы- 
раженя: 

__ 62—42 1 %х— 013 
Е и = 
0. —9 х—а1 
Внеея ихъ въ послфднее соотношене, мы и получимъ уравнение 
пекомаго геометричеекаго м$Зета 
@ (65—) _ 6 (—2) _ 
65—@29 В х— ау — 
_До еихъ поръ мы не принимали во внимаве условя, что прямая 
А1Аз» проходить чрезъ начало координатъ. Въ еилу этого условя между 
координатами точекъ 41 и 4» имзеть мъето соотношете. 


65 __ бл 


— 5 
о а 


изъ котораго находимъ. 


До @1 
или =. 
_бох —@у бл —@9 
що > 
откуда 


@3 | 
655 — азу Я @19). 
1 


Велдетве этого предыдущее уравнев1е обращаетея въ 
аа‘ 6—9) _ би —) 
а(х—а1/) Бх—и 

° пли, по уничтожени знаменателя, 

| а10(65 — у) — а26(а@, —)==а2(914— али), 

_ ИЛИ 














а(ф— 1) а(а2— ау- а1(а6 2 — а25)=0, 
или _ | 
аб бох | (ау | 
а1(а26 — а02) аб — афо м. 
_ откуда 


Ор, (фа | 
аб — ав а — або — 

Это есть уравнен:е прямой, проходящей А точки переефченя 
прямыхъ АД, еъь ОР и АА. еъ ОО. 

‚90. Неййянм чеометрическое мьсто центрпрямоуюльника, вписанноло 
_ 65 данный тюеуюльнико. 
Че АВС будетъ данный треугольникъь и РУИМ№Р’ вписанный въ 
него прямоугольникъ (хиг.`27). Примемъ оенова- 
не .АБ и высоту ОС треугольника за оеи ко- 
ординатъ и обозначимъ абеолютныя величины от- 
р®»зковь ОА, ОБ, ОС. поелвковательно. чрезъ а, 
Ь, с. Въ такомъ елучаЪ уравненя еторонъ АСи 


А Р 0Ё Р ьВС будуть 
фиг. 371. сы 
с 








х__ И а. 
ме с пр | 

Еели назовемъ перем$нную выеоту №Р впиеаннаго прямоугольни- 
ка, которая предетавляетъ собою ординату точекъ № и №, буквою т, то 
изъ поелъянихь уравнен получимъ для абециееъ этихъ точекъ сл$- 


хуюпия выражения: 
„9—9 И де" 
Отеюда заключаемъ, что координаты точки М иекомаго геометри- 
ческаго мета будутъ 
__ т _ 2 Ча _ (а 5)(т— с) 
А РТ 
Исключивъ изъ этихъ равенетвъ 7%, Нодучних уравнене искомаго 
_ теометрическаго м%3ета 
21=—(а-+ 6)(2у— с), 
не, по раздвлени обЪфихъ чаетей на (6--а), приметъ видъ 
_ 2% 4—1. 
р-+ а {6 


765 == 


Оно предетавляетъ прямую, проходящую чрезъ. средины оенован1я 
АБ и высоты ОС даннаго треугольника. 

ЭТ.. Характеръ зависимости уравненя прямой отъ неопредзленнаго 
параметра можеть елужить указанемъ, какимъ образомъ прямая измЪ- 
няетъ свое положевн1е при измВнени этого параметра. Такъ, еели ко- 
эфФхищенты уравненя прямой 


содержатъ неопредзленную величину т въ первой степени, т.-е. 
А=А:т-- Ао, В—Вт--Вь С= Ст Се. 


то прямая эта проходитъ чрезъ постоянную точку. Цвйствительно, ВЪ 
этомъ елучаЪ ‘уравнение прямой принимаетъ видъ 


(Че Ву Су - (42 --Взу-- Сз)=0 


и при веякомъ значени предотавляеть прямую, проходящую чрезъ 
точку переезченя прямыхъ 


Ах -- Ву-- 01=0 И Дева О. 


положен!е которыхъ не завиентъ отъ 2. Слфдовательно, при измзнени 
перемвнной т прямая перем5щаетея, вращаясь около этой точки. 

795) Воеспользуемея поедёлнимъ замвчашемъ для доказательетва 
вв ео положения. ыы 

Если три вершины треуюльника перелиьзцаются по даннымь прямым, 
проходящимь чфезь одну точку, & двь ею стороны вращаются около двуль 
данныхь точекь, то третья сторона будеть перелмьщетося, вращаясь 
также ‘около нукоторой точки. 

Пусть данныя прямыя, на которыхъ должны находитьея вершины. 
треугольника РОВ, будуть ОР, 009, ОВ 
(фиг. 28). Примемъ двз первыя изъ нихъ 38а 
оси координатъ. Въ такомъ случаЪ уравневе 
прямой ОВ будетъ 

у==эил, 
гдЪ 2 данная величина. 

Если обозначимъ, далЪе, координаты дан - 
ныхъ точекъ 41 и 42, около которыхъ вра- 
щаютея стороны ®А и РЕ треугольника, чрезъ (и В1) и (а2 62), а 
координаты вершины А чрезъ (а, [), то будемъ пыфть, что сторона РЕ, 
какъ проходящая чрезъ точки 42 и А, выразится уравнешемъ 


(65 — В) — (а —а)у-- а28- 0. 
Точно также уравнене стороны ОВ будеть 
(61— В) — (а —жу-Ра. 6 —вх=0. 


Андреевъ Аналитическая геометрия. 5 





Фиг. 2$. 








вх 





== 


Полагая въ первомъ изъ этихъ уравнен!й у==0, а во второмъ 
2—0, получимъ елфдуюпйя выражешя для отрфзковъ ОР и ОО: 


а 9150—6149. 
ор—„— в —@2В И 00= = — В — В 1 
65 ее В Ч— © 
СлЪдовательно, уравнен1е стороны РО, какъ отезкающей на осяхъ 
координатъ эти отр%зки, будетъ 


(62 —В)з | (а 9 
фо. — а2В Гав ва — 


Такъ какъ си 6 суть дв неопредфленныя величины, связанныя 
между собою зависимостью 
== ах, 


то послЪднее уравнеше, по умноженш обфихъ его частей ©, можно 
предетавить такъ: 
б2— а , и“ 


фе — тах 7нел — 61 





у— 9—0. 


Въ этомъ вид уравнен1е содержитъ неопред$ленную величину & 
въ первой степени, & потому и заключаемъ, что прямая РО проходить 
чрезъ постоянную точку, именно чрезъ и пересзченя прямыхъ, 
выражаемыхъ уравнен1ями: 


5х __ @14 


О № 0 


р2— таз Г ти— В: 


717; 
05 — — 10 





+ 1=0. 


пал — 61 


93. Иногда уелов1я, опред$ляюция искомое геометрическое м$ето, 
бываютъ такого рода, что уравнеше этого м%Фета находитея быстрЪе 
или въ болфе простомъ видЪ по отношен1ю къ выбранной соотвЪтетвен- 
нымъ ойразомъ полярной системЪ координатъ. Это бываетъ, напр., тогда, 
когда точки геометричеекаго м$ета опредфляютея, какъ лежап!я на 
прямыхъ, исходящихь изъ одной данной точки, и притомъ разетояня 
ихъ отъ этой точки легко получаютея въ видф общаго выражеля. 
Кетественно въ такомъ случав эту данную ох принять за полюеъ 
полярной еиетемы координатъ. 

Возьмемъ для примфра солЪдующую задалу. 

Одна вершина перемтннало трелольника неподвижна, друая перемт- 
щается по данной прямой; найти зеометрическое люсто третьей вер- 
мины вв предположени, что весь три бла треуюльника извистны по 
величину. | 
_ Обозначимъ внутренне углы треугольника АВО поел довательно 
чрезъ сх, В у и положимъ, что вершина А неподвижна, а вершина В 


=—.67. = 


должна лежать на, прямой БГ (Фиг. 29). Примемъ. далве точку; 4 за 
полюсъ полярной системы координатъ, а перпен- 
дикуляръ изъ нея на данную прямую ВГЁ за по- 
лярную ось. Относительно этой системы координаты 
вершины С будуть: 


`—АС и Ф— / САГ, т 
а координаты вершины Б: Фиг. 29. 
"’—=АВи ®’= / БАГ. 
Между этими величинами существуютъ, очевидао, елфдующия ео- 
отношения: 








г що | 
шит тей 
откуда, 
Ш 
7’ — - т 0’ ==Ф —& 
эт 6 вии 


По условю задачи углы ©, В, `/ колжны ечитатьея извфетными и, 
хром того, должно быть извЪетно разетояше АГ канной точки отъ 
данной прямой. Обозначая это разетояве буквою р, будемъ имЪть для 
координатъ точки ВБ еоотношевше_ 

р==7' ©0$ $’, 
имфющее м$ето при веякомъ положети этой точки на прямой ВГ. 


Внеея сюда вмЪето ” иф’ ихъ предыдуная выраженя чрезь гиф, 
получимъ 





ЕН ее 1 0$ (9—5) 
2—7 зщ 6 : 
рт _ ь 
ВЫ ©08 —=$). 
Это уравневе предетавляетъ зависимость между координатами 


точки С и выражаетъ прямую (ем. стр. 57), Знак и ееть искомое 
теометричеекое мЪето. 


$ 4. Мнимыя точки и прямыя. 


‘94. Изъ самаго поняття о координатахъ слфдуетъ, что веякому 
положеню точки на плоскости соотвЪфтетвуютъ н%которыя дЪйетвитель- 
ныя алгебраичеекя величины‘ координатъ, и обратно, каюя бы д®Й- 
ствительныя элгебраическя значетя ни приписывалиеь координатамъ, 
юи% опредвляютъ н®которую непремВнно существующую на плоекоети 
точку. Везми возможными сочетанлями дЪйетвительныхъ величинъ абе- 
циссы и дЪйествительныхъ величинъ ординаты исчерпываются, елЪдо- 
вательно, вез возможныя точки плоскости. Между т$мъ, при рьшеви 

р ж* 


68 — 


‚ теометрическихъ задачъ поередетвомъ алгебраическаго анализа, т е. 
при отыекани неизвзетвыхъ геометрическихъ величинъ изъ алгебраи- 
ческихъ уравнев1й, для координалъ искомой точки могутъь получаться 
величины мнимыя. Такимъ координаламъ, ва основани сейчаеъ ска-- 
заннаго, уже не могутъь соотвфтетвовать реально сушествующя точки 
плоскости; такя координаты не имфютъ, елЪфдовательно, реальнаго> 
геометрическаго значеря. 

Юели, однако, полученныя какимъ-либо образомъ мнимыя коорди-- 
наты принять за данныя, елужашля для рьшен1я какого-нибудь вопроса. 
то въ результат, ршающемъ вопросъ, иекомыя величины могуть- 
оказатьея дЪйствительными, имющими вполнЪ опредЪленное и реаль-- 
ное геометрическое значен!е, такъ же точно, какь если бы данными. 
вопроеа были дЪйетвительныя координаты. 

На этомъ оеновави въ аналитической геометрши признается по- 
лезнымъ и вполнЪ соотвЪтетвующимъ обобщающему характеру этой 
вауки вводить въ [раземотрфн1е не только дфйетвительныя точки, т. е.. 

опредзляемыя дЪйетвительными координатами, но и точки, имъюпия 
- координаты мнимыя. Ихъ называютъ мнимыми точками. 
`Нонятме о мнимой точкв есть совершенно абетрактное, для еоета-- 
влен!я котораго вполн отвлекаются отъ первоначальнаго, такъ еказать,. 
нагляднаго геометричеекаго предетавлен1я точки и. удерживаютъ только 
аналитически вполнф характеризующее ее свойство быть опредвляемой. 
поередетвомъ алгебраическихъ значенш координатъ. 
95. Самый обшай видъ мнимаго количества есть, какъ извЪетно,» 


а У —1, 
гд5 а и 6 количеетва дЪйетвительныя. Такое выражен1е называется. 


полнымЪъ мнимымъ количествомъ или дхомилексною величиною. Двъ- 
комплекеныя величины 


ао = м а 
различаюпцяея между еобою только знакомъ коэфФфищента при \/ —1.. 


называютея сопряженными. 
Точка М есть мнимая, когда координаты ея 5 и у выражаются такь 


х—а-- ФУ —1 и у=е-а\У —1, 

ТАЗ дъйствительныя величины а, 9, си 4 могутъ имЪть какое угодно“ 
значенле, и только въ елучаЪ, когда б и 4 одновременно равняютея 
нулю, эта точка будетъ дЪйствительною. 

Двз мнимыя точки (21, 91) и (22, 42), которыхъ абециесы, такъ же- 
какъ и ординаты, суть сопряженныя комплекеныя величины, называ-- 
ютея тавже сопряженными между собою. Слъдовательно, полагая, что> 
координаты первой точки суть: | 


1—2 в\/ — Ти ш=е-Ра/—1, 


ха 


Юбудемъ имть, что координаты сопряженной еъ ней мнимой точки суть: _ 


до —@— У —1Т и у—6— 9—1. 


_ 96. Средина разстоящя между двумя - сопряженными мнимыми 
почками есть точка дъйствительная. | 
Въ самомъ дБль, опредВляя координаты ербдиньт разетоятя ‘между 
точками (21, 91) и (12, уз), такъ же, какъ еслибы эти точки были хъй- 
‘етвительныя (ем. стр. 10), находимъ 


аа (а УП (а—У—П_, 
— о а И 


а 
2 

_ и _@е-+аУ ПвП 

о" 


Прямая, проходящая. чрез дв% сопряженныя мнимыя точки, 
есть дъйствительная. :: т 
Въ самомъ дфлЪ, уравнене прямой, проходящей чрезъ точки (271, у!) 
и (4, 42), какъ извЪетно, иметъ видъ 
Е тым У 
эл 2—1. 


Подетавивъ еюда вмфето 21, 91, 2, у ихъ предыдущ!йя выраженя 
олучимъ 


(д—@—У—1 (—@—я@Уу-1 
орут мы о - ЕЕ 


или, по еокращен]и, 





ай 

Это ееть уравнен!е нъкоторой реально существующей на плоекоети. 
прямой, которая по величинамь а, 6, си 4 можетъ быть найдена 
построенемъ. 

Отношеме разстоямя между двумя сопряженными  мнимыми 
почками къ разстюяню между двумя друшми такими же точками 
есть величина дъйствительная. :8 $ 

Въ самомъ дЪлъ, разетояне 0 между двумя точками (21, ут) 
и (2, У2) выражаетея, какъ извЪетно, хормулой 


9—У (а, — 2) -Р (ии —9у)-Р 2 (1, — 12) (41 —42) е08 ®. 
Подетавляя сюда прехыдуция выраженя координатъ сопряженныхъ 
мнимыхъ точекъ, получимъ. 


9—2 6? -- а? -- 254 соз®. У—1, 


гдв множитель \5?--4*-- 259 с03 ®, какъ предетавляюций разетоян!е 
жьйствительной точки (5, 0) оть начала координатъ, есть величина 


ыы О: 


дъйетвительная. По раздфлеши же веего произведеня на такое же, 
представляющее разетоявле между двумя другими сопряженными мни- 
мыми точками, мнимый множитель у сократитея. 

97. Мы видЪли, что всякая прямая на плоскости выражаетея 
уравнетемъ 


Ах Бу С=0 


при дЪЙйетвительныхъ значен1яхъ его коэффитентовъ и, обратно, ка- 
ковы-бы ни были дфЙйствительные алгебричеек1я величины 2, ВБ, С, 
это уравнене выражаетъ нЪкоторую реально веуществующую на плое- 
коети прямую. Но, отыекивая коэхфхитенты уравнен1я прямой по ка- 
кимъ-нибудь уеловлямъ, выраженнымъ аналитичееки, т. е. уравневнями, 
мы можемъ получить для нихъ значемя мнимыя. Такая прямая, уравне- 
н1е которой имфетъ мнимые коэхФищшенты, называетея мнимою поямою. 

Поняте о мнимыхъ прямыхъ имЪетъ тотъ же характеръ и такое 
же значен1е, какъ и поняте о мнимыхъ точкахъ. 

Дв мнимыя прямыя, въ уравнев1яхъ которыхъ соотвЪтетвенные 
коэФхФищенты еуть мнимыя еопряженныя количества, называютея со- 
пряженными между собою. 


Обшай видъ уравнен1я мнимой прямой есть 


(ААУ =+(В+ ВУ у (0+4 СУ-Б=о..... а) 


уравнен1е еопряженной еъ нею мнимой прямой будетъ 


(4— У =+ (ВВ у+(6—бУ==......(@) 


Эти уравнен1я могутъ быть представлены еще такимъ образомъ: 


(Аз-- Ву-- С)-- У—1 (= Ву-,С)==0 
и _ (Аз Ву О)—У—т (4х Ву С)=0. 
Отеюда видно, что первая чаеть каждаго изъ нихъ обращается 


въ нуль только тёми дЪйетвительными значенями х и 9, которыя: 
предетавляютъ точку перееБчетя дЪйствительныхъ прямыхъ 


Ах-- Ву 0=0 
и Аа Ву С’—=0. 
Слздовательно, на веякой мнимой прямой существуетъ единетвен-- 


ная дЪйствительная точка, именно точка перее$чен1я этой прямой еъ- 
сеопряженною ей мнимою прямою. 


98. Уравнене всякой прямой, проходящей чрезъ данную точку. 
(21, У1), ееть, какъ извЪетно, 


А(е—т)-- Вуд, 


гв А и В неопреджленные коэхоищенты. 


а 


Вели данная точка ееть мнимая, опредзляемая координатами 


—@-ЕЬ\ —1 И и—=е-ау—Т, 
то это уравнен1е принимаеть видъ 
А(х—«а— 5 —1) -В(у—вс—аУ—П=0 
Или А(х—а)-+ В(у——У— 1 (46-+ Ва) =0 
и предетавляетъ, вообще говоря, мнимую прямую. Только въ томъ елу- 
чаЪ, когда коэхфишенты А и Б удовлетворяютъ уелов!ю 
46 -- Б4=0 
т. е. А=% И В=— 5К, 
это уравненле обращаетея въ 
Г (= @— 9—0. 
и предетавляеть дЪЙйствительную прямую. 
СлЪдовательно, чрезъ веякую мнимую точку проходитъ единетвен- 
ная двйетвительная прямая, именно прямая, соединяющая эту.точку еъ. 


—---.- 


—=——=-—-—>.-.ы-- еызнна пы скл 


сопряженною ей мнимою точкою. 
99. Алгебраичеекя уравненя выешихъ порядковъ могуть выра- 
жать совокупности прямыхъ линй. Это бываетъ, какъ извЪетно, тогда, 


когда первая часть такого уравнен1я, предетавленнаго въ видъЪ 


[(2,у)==0, 
разлагаетея на множители первой степени (ем. етр. 22). 
Возьмемъ для примфра уравнене второй етепени и положимъ епер- 
ва, что оно содержитъ только одно неизвзетное 2. Обший видъ такого 
уравненя есть 
эле ВОД сы а" кей ое 0) 

Какъ извЪетно изъ алгебры, это уравнене имЗетъ два, ‚ рёшеня или 
корня, которые будуть дЪйетвительные и различные, когда Б*—4АС`>0: 
дъйствительные и равные, когда ВБ*—4АС=0, и оба мнимые и е©0- 
пряженные, когда Б5*—4АС<О0. 

Обозначая эти два корня чрезъ 41 и хо, будемъ имЪть 


а —В-- У В—4А0 — ое --УВК-4АО 
ре о А 


и уравнен1е (3) можетъ быть представлено такъ: 
4(5—1)(1—<2)=0. 

Оно выражаетъ, елВдовательно, совокупность двухъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ оси ординатъ и выражающихея въ отдЪльноети уравненями 
—1=0 и #—4==0.. 

Эти прямыя будутъ также дЬйствительныя и различныя, или ©о- 
впадающия, или, наконецъ, мнимыя сопряженныя, въ трехъ ‘упомяну- 
тыхъ сейчасъ случаяхъ. 


Быт. > 


Подобнымъ же образомъ уравненше второй степени, содержащее 
только неизвЪетное 1, предетавляетъ двЪ прямыя, параллельныя оси абс- 
циееъ, которыя также могутъ быть дЪйствительными, или мвимыми, 
или еовпадающими. 

100. Возьмемъ теперь однородное уравнене второй степени съ 
двумя нензвзетными, т. е. такое, которое еодержитъ только члены вто- 
рого изм$рен1я. Обпий видъ такого уравнен1я есть 

А? -- Бху — Су2—0 . © ® ® $ ® . ‚в ° (4) 

Если возьмем уравнен1е съ однимъ неизвзетнымъ 

Аи? Би (=:0 
и обозначимъ его корни чрезъ и: и 12, т. е. положимъ 
—В-У В2— -+АС | —В— У В—4АО 
м— а 
2А 2А 
то будемъ имЪть тождество 


Ан? Ви- (= А(и— ил) (и—и>). 


41 — 


2х 
Полагая въ немъ ат и помножая объ его чаети на 1/, получимъ 


Ал“-- Бху- Су?—= А(х—и14) (4—9. 
Сльдовательно, первая часть уравнен!я (4) разлагается на два мно- 
жителя первой степени, а потому она предетавляетъ также совокуп- 
ноеть двухъ прямыхъ, выражаемыхъ въ отдфльноети уравненлями 


&—и1/—0 И д—Иэу —0 
ИЛИ 


244+ (В—\ В:—4АО)у=0 и 242+ (В+ В:—4АОбу=о. 


Это двЪ прямыя проходящая черезъ начало координатъ. Он бу- 
дутъ дЪйетвительныя и различныя, когда В*—4АС`>0, мнимыя вопря- 
женныя, когда 5*—4А0<0, и, наконецъ, дФйествительныя и вовнадаю- 
пия, когда Б°—4А0=—0: 

`` 10. Каковы бы ни были дв прямыя, выражаемыя уравненемъ 
(4), по коэхоящентамъ этого уравнемя можетъ быть найденъ уголъ, ими 
образуемый. Въ самомъ дёлЪ, такъ какъ о эти прямыя выра- 
жаются уравненями 


д—и19—=0. И 1 — изу—0 
то, по извзетной общей формул для выражен1я тангенса угла между. 
двумя данными прямыми (ем. стр. 46), будемъ имЪть 


(1—2) эт ® 


'57—а - #142) +- (м +42) ©0560’ 
тдВ ® есть утолъ между осями координатъ. 


с и 
Изъ предыдущихъ же выражевй для и1 и и› имъемъ 


Ивчл0. 
А 


1 — Че — 


011 -- 1% — ет И 1 — —. 


Сл»Ъдовательно, 
быта У В2— 4 АС зао (5) 
21 (А (0)— Бе036 - ` ° ® © о 6 | 
Отеюда видимъ, что уголъ между прямыми, выражаемыми уравне-_ 
ями (4), будетъ прямой, когда, 
(А-- С)— Веово==0. | 
Когда же Б—4А(—0, то Ф9==0 и, елБдовательно, прямыя, какъ 
уже показано, совпадаютъ. 
Если система координатъ прямоугольная, то необходимое идостаточное 
уелове перпендикулярноети прямыхъ, выражаемыхъ уравненемъ (4), ееть 


102. Положимъ, что требуется найтн прямую, дЪлящую пополамъ 
уголъ между прямыми, выражаемыми уравненемъ (4) отноентельно’ 
прямоугольной еиетемы координатъ. 

Уравненля двухъ прямыхъ, двлящихъ пополамъ уголъ между прямыми 

х—щу=—0 И — 1—0, 
имъютъ, какъ изветно, впдъ (ем. етр. 53). 
ху | Я—иу _ 2 _ у _ 
УТ Еы УГ УТ Уи 
рережнови ихъ почленно, получимъ уравнеюе второй етепени 
(2—1 __ (#—2/)* 

| Ты Ти 
предетавляющее еовокупноеть этихъ прямыхъ. 

По уничтожен!и знаменателей и соединени подобныхъ членовъ, 
это уравнене принимаетъ видъ 


(м — м7) 2 (из — ил) (1 — из) 2у —(и? — 12) у*=0 





ИЛИ 
(ии) а 2 2 (1 —1 1) у — (1 + чо) у? "—=0, 

и такъ какъ мы видЪли, что 
| 1 += И | и -т 


А &.. 


то это поелёднее то обращается, по умножеши обзихъ частей 
а, ВЪ 


ра. Де 


На основан сказаннаго вьцпе, заключаемъ, что это уравнене пред- 
ставляетъ дв прямыя, взаимно перпендикулярныя и, притомъ, звеегда 
дъйетвительныя, потому что 

((С—4»- В, 
при веякихъ дЪЙствительныхъ значеняхъ А, В, (, есть величина, 
положительная. 

Итакъ, линш, дЪляпия пополамъ углы между прямыми, выражае- 
мыми уравнеюшемъ (4), будутъ дЪйетвительныя даже и тогда, когда сами 
эти прямыя мнимыя. 


103. Самый обтий видъ уравнен1я второй степени еъ двумя не- 
извзетными есть 


Ах*-- Бху-+{ Су?-- Ох Е Е=0...... (6) 
Легко обнаружить уелове, при которомъ оно также предетавляетъ сово- 


купноеть двухъ прямыхъ. Въ самомъ д%лЪ, ршая его относительно: 
неизв$етнаго у, получимъ 
—(Вх-- ЕНУ (Вх Е)— 40 (А Пе- ЕР 
и — — 
| 2С 
Или 
—(Бё-- Е) = \ (Б*— АО) 2(ВЕ-ЗСЛ)х- (Е- 4СЕ) (т) 
20 с» 
Лля того, чтобы это уравнен1е предетавляло прямую и, елЪдова- 
тельно, имЪло вихъ 


— 


у=—тх-— п, 
необходимо и доетаточно, чтобы выражеше, находящееся во второй 
чаети подъ радикаломъ, было полнымъ квадратомъ, а это, какъ из- 
вЪетно, будетъ тогда, когда 


(ВЕ 2Ср)?=(Б—4АС)(Е*—4СР). .... (5) 
Въ этомъ елучаЪ уравнеше (7) обращается въ 
— (Ву-Н Е) - (У В?—4 АО. х--у Е—40 10)“ 
2С 


или 

(В -УВ?—4АО)х-+ 2 Су-+ (Е-- УЁ—40Е=0 ‚.. (9) 
и включаетъ въ себЪ уравненя двухъ прямыхъ, еовокупноеть которых‘ь 
выражаетея общимъ уравнешемъ (6) при уелови (8). 

Такъ какъ изъ этого уелов1я видно, что двучлены 
В*—4АС и Е? — 4 СЕ, 

при дЪйетвительныхь коэфФфищентахъ уравненя (6), имвютъ одинако- 
вые знаки, то-и заключаемъ изъ уравнен!я (9), что прямыя, выражае- 
мыя имъ или, что вее то же, уравненемъ (6), будутъ дЪйствительныя, 
когда В*—4АС`>0, и мнимыя сопряженныя, когда В*—4А0<0. 


ео 


При Б?—4АС—0 эти прямыя параллельны и могутъ быть дВйетви- 
тельныя или мнимыя, емотря по знаку двучлена Е?— 4 СЕ. 


104. Уелове (8), по раскрытш екобокъ и сокращени везхъ чле- 
новъ на—2(С, принимаетъ вилъь 


2(4АСЕ- ВОЛЕ АЕ?Ы— СП*— ВЗР) =0. 


Здфеь первая часть ееть, очевидно, опредфлитель вида 


24, В, ШО 
` Б, 20, Е |= А. 
Г ЕзЕ 


Этотъ опредфлитель, который, будучи приравненъ нулю, даетъ- 
услов1е, необходимое и достаточно для того, чтобы общее уравнен1е 
второй. степени (6) предетавляло совокупноеть двухъ дфйствительныхъ 
или мнимыхъ прямыхъ, называетея. дискриминантомь этого уравнетия.. 


Примбры и задачи. 


]. Какое расположеше относительно системы координатъ имфютъ прямыя,,. 
вырахж аемыя уравненями: . 


у+1=0, 2—1=0, 2—у—=0, + у=0? 
2. Относительно косоугольной системы координатъ кр ЛИНЯ выра- 
жается уравненемъ: 
52 —16у + 20=0. 
Найти отр%зоЕЪ этой прямой, заключающИея между осями координатъ, предпо- 


латая, что нормальный уголъ между осями координатъ равняется 60°. 
Отв. 4=47Ъ5. 


3. Найти уравнен1е прямой, проходящей черезъ начало координать и 
черезъ точку к оба треугольника, стороны котораго выражаются. 
уравневании: | 

ев ра. у=—#+4, 4у=х-1. 

Отв. 5х —2у==0. | $. _ 

4. Вершины треугольника, суть: (0, 5), (1, —э) (—6, 5). Найти уравнен!е` 
перпендикуляровъ, возетавленныхь въ серединахъ его сторонъ, а также точку 
перес$ченя этихъ перпендикуляровъ, предполагая, что система координатъ прямо- 
угольная. 

Отв. х—Ту + 10=0, д 3=0, ху 4==0, (—3, 1). 

5. Относительно. прямоугольной системы координатъ стороны треугольника. 
выражаются уравнев1ями: 

о Зу—9= 0, 28 -у 5 = 0, ‚88 — ое 
‚Найти уравненя высотъ этого треугольника. > 


Отв. 5у—9=0, 9—18у—-8=0, 9% —3у—35=0. 


6. Дв$ прямыя, составляюшия уголъ въ 450, выражаются относительно“ 
косоугольной системы координатъ уравнен!ями: 


Ах Ву=0 и Ах— Ву==0. 


УПайти уголь между осями координалъ. 
А*— В: 

Отв. ЭП = о 

1. Относительно косоугольной системы координать прямая лия выра- 
жаетея уравнешемъ 
| хх 2ч—1=0. | 
Чему равняется уголь между осями координатъ, если длина перпендикуляра, 
‚опущеннаго на эту прямую изъ точки С. 4), равна 5? 

Отв. из =66‘. 

8. Найти площаль треугольника, одна, изъ вершинъ которато есть (3, 5), а 
двз друйя к точки перес$ченмя прямой 

25—39 +12 =0 

‚съ осями воординатъ, 


Отв. А =3 зш в. 

9. Найти двЪ параллельныя прямыя, проходяция черезъ точки (5,2) и 
‘(—3,1) и отегоящия одна отъ другой на разстояши 4, предполагая, что система 
координатъ прямоугольная. 


Отв. Зх—4у +13 =0 и 3Зх—4\у—1=0, 
‹ иши 50-129 +а=0 и 55412у—49=0. 


10. Чему равняются углы, образуемые каждою парою прямыхъ, выражае- 
‘иыхъ относительно. прямоугольной системы координатъ уравненями: 
12 21 жу— 6—0, 22 + 4ту + у? =0, Е 
‚Отв. 45°, 60°, 60°. 
11. Средины сторонъ треугольника опредфляются координатами (т, и 
(хо. 42), (2з, 4з); найти уравненя сторонъ этого треугольника. 


а О 2 &— У 
Ка 93 8—мМ-3-9 У 9, 

12. ДвЪ стороны треугольника выражаются уравненями 

Ах + Ву+ 0=0 и А’ю + В’ + 0’=0. 

Зайти уравнен!е третьей стороны при уселовш, чтобы точка, пересфченя медланъ 
этого треугольника находилась въ началЪ аа: | 

Отв. (А+ СА’) х + (ВС’-+ СВ)ч— СС’= 

13. Относительно прамоугольной системы координатъ даны дв стороны 
‘треугольника уравнешями 
Ах - Ву-+ С=0 и А’2-+ В’у-+ б—0. 


Отв. 


Найти уравненше третьей стороны при услови, чтобы точка перес$ченя высоть 
этого треугольника находилась въ началЪ координатъ. 

Отв: (АА’-- ВВ’) [(ВС’— СВ’) х + (СА’— АС’ ]= Сб’ (АВ’—ВА”). 

14. Относительно прямоугольной системы координать дв прямыя выра- 
жаются уравненями: Ах-- Бу=0и А’х-- Б’у—=0. Если примемъ эти прямыя 
За оси координатъ, то какими уравнешями выразятся прежн!я оси? 

_А ИЕ - о В ее 
тришна О ПО ранарниеидесс сзезаянавиниыний 7 -—- — И ——————————— 
А?.-- В? УА” + В” у У А? + В? / А” -.В? у 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


Сокращенный . способъ и начала. 
проективной геометрии. 


$ 1. Сокращенный способъ въ примфненм къ прямой ЛИН, 


105. При раземотрЪв1и н%зеколькихъ лин!Й совмзетно часто быва-. 
етъ возможно рёшать различные вопровы и выводить нфкоторыя обпия" 
заключешя, не обращая вниман!я на частныя евойетва уравнен:й, выра- 
жающихъ эти лини. Въ такихъ елучаяхъ уравнеше зийи предетавля-- 
ютъ обыкновенно въ свокращенномъ вид 


Г=0 


и разсуждаютъ надъ знакомъ } лишь подъ услоемъ существованя н%-_ 
которыхъ общихъ свойствъ для означаемаго имъ выраженя. Это воета- 
вляетъ основан1е и сущноеть такъ называемаго сокращеннаго способа, - 
проетфйшее примЗнен1е котораго можно видфть въ елЗдующемъ. 
106. Пуеть д =0и р =0 будуть уравненая двухъ лин! одного 
и того же порядка 72. Составивъ уравнене 


| Н — А = 0, ам Баш оо 
гдЪ Ё есть нЪкоторая поетоянная величина, легко видЪть, что оно 
также степени % и, притомъ, удовлетворяется веЪзми значешямн неиз-. 
взетныхъ, обращающими въ нуль одновременно многочлены д п [№ 
Сльдовательно, уравневше (1) предетавляетъ линю 7-го порядка, про- 
ходящую черезъ вез точки переезченя -линЙ 
п = 0 и [2 = 0. 

Это заключене не завиеитъ отъ чаетныхъ евойствъ поелЪднихт- 
ли и имъетъ м$ето, какого бы порядка он ни были. 

При неопредвленномъ К уравнеше (1) выражаетъ цзлую сиетему ли-- 
нй, имющихъ однЪ и тв жб точки пересфченя. Такую. вистему назы-. 
вають учкомь лиюй. Каждому значеню параметра Ё еоотвфтетвуетъ 
опредвленная лин1я пучка. Лиши д = 0 и [3 —=0 принадлежать также 
этому пучку, и сеоотвЪтетвующия имъ значен!я параметра суть &—0* 
и = ©. у 


— 18 — 


107. Положимъ теперь, что даны дв прямыя линш Га и 9», 
охнееенныя къ прямоугольной сиетемЪ координатъ (Фиг. 30), и пусть 


А: =0 И. По О аа жа ое Я в) 


‚будутъ предетавленыя сокращенно ихъ уравнен1я въ нормальной Фор- 
мВ, такъ что 


Ал — 4 СОБ —- у 811091 —— 01 


И 
Аз —=х воз -- у яп — 2 
Въ этомъ елучаЪ въ уравнени 
ее ЕО вое а: а ие о ю О) 


‚параметръ № имзетъ проетое геометрическое значеве, которое обнару- 
живаетея ел$здующимъ образомъ. Возьмемъ на 
прямой, выражаемой этимъ уравнешемъ, какую- 
нибудь точку Л (21, 91). Подетавивъ въ него ко- 
ординаты этой точки, получимъ тождество, изъ 
котораго находимъ 





а А: _ але080и -- Ул — ра 
: — А 2е0за ибо — 
Фиг. 30. | . ! - Ч у 2—2 


Члены этого отношен1я предетавляютъ, какъ извзетно, длины пер- 
‘пендикуляровь ММ и М№, опущенныхъ изъ точки 1 на прямыя 
„Юл и 2. Но изъ треугольниковъ 5М№ и 5ММ№М, имъемъ. 

| ИМ! = М эю ММ, 
> ИМ№. = © т ИЗМ№.. 
СлЪдовательно, 
_ ИМ _ яв М5М 
-- ММ№. эп ММ. 9 
‘или, означая черезъ Л; п Л. углы, еоетавляемые прямой (3) еъ пря- 
‘мыми (2), 


7 


Е А] 
>’ этЛо 





_ Итакъ, поетоянное Ё означаетъ отношен1е синусовъ угловъ, на 
-которые прямая (3) дВлитъ уголъ между данными прямыми (2). 

108. Данныя прямыя, пересЪкаясь въ ©, образують при этой 
точЕВ смежные углы, дополняющие другъ друга до 1805. Очевидно, что 
‚для веБхъ положеюй прямой (3) внутри одного и того же изъ этихъ 
угловъ поетоянное # еохраняетъ одинъ и тоть же знакъ. Напротивъ 
того, для двухъ какихъ-нибудь положен! этой прямой внутри двухъ 
названныхъ емежныхъ угловъ значения Цостояннаго Ё имвютъ разные 
знаки. 

Если # = -Е 1, то &т/, == = япА.. СлЪдовательно, при # = - 1 
имвемъ Л: =А., а при # —= —1 имфемъ А, = п -+ А». Это значить, что 
‚прямыя, выражаемыя уравневями \ 


с бе 


А: — А = 0 И А + А. —=0, 
суть бисектры двухъ угловъ, образуемыхъ прямыми 
А) 0 И А — 0, 
т. е. дБлятъ эти углы пополамъ 
109. ели положимъ, что | 
| (Л = 0 И. (6 = 0 г м. ь во 
суть уравнен!я данныхъ прямыхъ въ общемъ видв, такъ что 
(Л = 412 + Ву -Р С, 
И (76 — Аох -|- Бэу — (5, 
то значен1е поетояннаго А въ уравненши 
 — В =... .. (5) 
будетъ нзеколько иное. Въ еамомъ длЪ, означая черезъ 11 и 22 длины 
перпендикуляровъ изъ начала координать на прямыя (4), а черезъ 


01 и &2 углы этихъ перпендикуляровъ еъ осью абециееъ, будемъ имЪть, 
какъ извЪетно, 


.. (4) 














| м: У 
= 24 60501 -- УПО: — 1) 
У А: 2 -- В? 
И 
(7 
————— —4 ©0892 -- у5109> — 2. 
У 4»? -- В»* 
РаздЪливъ одно изъ этихъ равенетвъ на другое, получимъ 
(Л У 42? -- В»? 2х воза: + у зто: — 1  зА, 
три жир тир ИЕН — 7 
(У А,2- В,? 2 0080 + у ша» — 92 517» 
Откуда 
(Л, А: 
0? _ 910 А? 
г 


_ Ут В»? 

Слвдовательно, въ разематриваемомъ случаЪ параметръ # означаетъ 
то же отношене синуеовъ, умноженное на постоянный множитель, по- 
етоянный въ томъ емыелф, что онъ не измЪняетея отъ измфиненя на- 
правлен1я прямой (5). 

110. Еели три прямыя | 

1—0, 0—0, Оз = 
проходятъ черезъ одну точку, то въ уравненш 
_ (1—0 =0 | 
мы можемъ дать параметру А такое значеше, при которомъ оно бу- 
детъ предетавлять прямую ('з3 =0. Такъ какъ въ этомъ случав пер- 


д 


=580: 


выя части уравнешй (Л — 40. =0 и Из=0 могутъ роадичиий 
только постояннымъ множителемъ. то холжно быть 
(Л — #05 = ИЖ 

ИлН (1 — 80 — (з = 0. | 

Это тождеетво, т. е. равенство, имзющее м3зето при веякихъ зна- 
ченняхъ перем$нныхъ 5 и у, является, такимъ образомъ, условемъ или 
признакомъ, что три прямыя проходятъ_ черезъ одну точку. Помноживъ 
объ его чаети на какое-нибудь поетоянное 11 и положивъ — Ар: == 1 
и — 1 =, дадимъ ему видъ 


21 01 -- 2э05 -Е 23 Оз =0 быте в а (6) 

СлЪдовательно, можно сказать, что три прямыя проходятъ черезъ 
одну точку, когда существуютъ три так!я постоянныя количества рт, 
02, рз. что сумма произведен! ихъ на первыя чаети уравневй этихъ 
прямыхъ тождественно равняется нулю. 

Въ примфненяхъ еокращеннаго еноеоба къ прямымъ линямъ при- 
знакъ этоть особенно удобенъ, какъ можно видфть изъ саздующихъ 
проетыхъ хоказательствъ извзетныхъ предложений о треугольник. 

111. Бисекиры трех дловь  треуюльника проходять — черезь 
одну точку. 

Пусть Л/1, 1›, 3 будутъ вершины треугольника. Положимъ, что 
уравнен1я въ нормальной Форм сторонъ его 13, ЛО Мз и М МЬ 
будутъ поелфдовательно: 

Або 93-0, 
Въ такомъ елучаЪ уравненя бисектровъ будутъ, какъ мы видЪли, 
Аз = 43 =0, 43 = 4, =0, 4, 42 =0. 
Сумма первыхъ частей уравнен!й 
А — 43==0, Аз — АА —=0, 41 — 4—0. . 
равняетея нулю тождественно. 
Это значить, что къ нимъ прилагаетея п редыдущй признакъ, полагая. 


1 == 2 == рз =1. 
Еели же возьмемъ уравнешя: 
42 -- Аз =0, Аз Е А: = 0, А: — 42 =0 


_ Или А. - Аз —=0, 43 — А, —=0, А, -- 4. =0, 


Или | 42 — Аз=0, Аз — А, == 0, Ат -- А2 — 0, 
то къ нимъ прилагается предыдупий признакъ, принимая оОдинъ изъ 
множителей 1, 12, Юз за — 1, а два друпе за -- 1. 

Такимъ образомъ убЪждаемея, что существуютъ четыре точки, въ 
одной изъ которыхъ пересеЪкаютея бисектры внутреннихъ угловъ, а въ 
каждой изъ остальныхъ биеектры одного внутренняго_ и ких. вНЪп!- 
нихъ угловъ треугольника. 


а 


112. Перпендикуляюы, опущенные изь верщшинь треуюльника на 
противоположныя стороны, пролодять черезь одну: точку. 
Сохраняя для вершинъ и еторонъ треугольника прежнее обозпаче- 


н1е, назовемъ внутренне углы его поелждова- м. 
тельно ‘чрезъ (11), (1), (М3). Уравнен1е пер- | 
пендикуляра Л.В: (эиг. 31) будетъ В 
9 — и В 
ГД = вт Вы. В.М : 
вт В, ММ. М. В» М 
_Но изъ треугольниковъ БЛ, Из и ВМ: М, в 
имБемъ 
эт ВМ Мз= воз (М3) 
И | зп ВБ 1. И1.Мэ= ©05 (Мо), 


велздетв!е чего уравнене прямой М! В: принимаетъь видъ 

А е03 (13) 

' е08( М.) 

Подобнымъ же образомъ найдемъ, что уравнешя перпендикуля- 
ровь 2В2 и ЛзБз еуть: 


3=—=0. 


0$ (24:1), _ 
Аз е0$ и)“ — 
е0$ (142) 
-- `` ео (М;) не 


Ёъ этимъ тремъ уразненямъ прилагаетея предыдупий признакъ, 

полатая 
р: —605 (М2), 03==е03(3), 23==60$ (91), 
что и доказываетъ предложене. 

113. Мефаны, т. е. прямыя, соединяючия вершины птеуюл- 
ника 5 срединами  противоположныхь —сто- 
фон», проходят чрезь одну точку. 

Пусть С1, Сз, Сз будутъ ередины ето- 
ронъ треугольника (фиг. 32). Уравнете пря- 
мой ЛМ: С1 будетъ | 





7 Аз— ЁАз==0, 
ГД» — а ОНИ 
-: СМ. М> Фиг. 32. _ 
Но изъ треугольниковъ №: 0, М; и М, Ц, М. 
имвомъ 
СМ за СММ _ СА т ОМ. 
ОМ,  эв(М» а М, — эв0И» 


Андреевъ Аналитическая геометрия. 6 


— 82 


и такъ какъ СМ: — О.М, то 
т С01.М эп СММ» 








10048) _ — 11 (12). 
ВСхдтВ чего уравнене прямой ЛМ: Ст принимаетъ_ ВИДЪ. 
1 за (13) РИ 
“ в1ш (М2) 
Точно также для прямыхъ Л/2(5 и М3Сз находимъ уравненя 
1 (011) ___ 
шо 
(1) 
У : А — ВОИ) =. 


Изъ того, что сумма произведен! первыхъ частей этихъ . трехъ 
уравнен1й послдовательно на з1(1/), э11(13) и эп (СМ1) равняетея 
тождественно нулю, заключаемъ о справедливости предложеня. 

114. Изъ тождеетва (6) получаетея, какъ слздетве, услове перее- 
ченя трехъ прямыхъ въ одной точкЪ, которое было дано выше (ем. 
стр. 47). Въ самомъ дфлЪ, подетавивъ въ_(6) вмЪето (1, Оз, Оз озна- 
чаемые ими многочлены, будемъ имЪть, по приведети, 

Ар -- Ар» -- Азрз)х- (Бу 

-Но для того чтобы это было возможно при всякихъ значеняхъ 1 и 
3, и: быть 





Ар: -- Аэро -- Азрз==0, 
6191 —- Бар 6зз= 0, 
Сура Сэр» Е Сзрз==0. 

Существоване же величинъ 71, 02, 9з, удовлетворяющихъ этимъ 
равенствамъ, возможно только при уелови свовм5етимоети трехъ одно- 
родныхъ уравневй, которое, какъ извЪзетно (ем. стр. 31), должно за- 
илючатьея въ елЪлующемъ р Я 
Ал, А, Аз 
Б1, Б2, Бз 
Сл, Сэ, Сз 


115. Если два треуюльника МЛМ: ч М. М.М№ расположены тако, 
что стороны ить переспкаются въ трежь точкаль, лежащить на одной 
дрямой, то прямыя, соединяюция ить соотвътственныя’ вершины, про- 
ходять чрезь одну точку. 

Положим, что стороны перваго треугольника выражаютея уравне- 
ями 


=: 








ДЛ =—=0, Оз=0, (з=0, 
и пуеть Т=0 будлетъ уравнеше прямой, на которой находятея три 
точки пересЪчен!я еторонъ треугольниковъ. Въ такомъ случа уравне- 


шя еторонъ второго треугольника могутъ быть предетавлены такъ: 
_ ТО, =0, У—4№02==0, а 


8 = 


гдв [л, Ко, Ёз вполнЪ опредфленвыя постоянныя ‘величины, 
Такъ какъ при веякихъ значеняхь перемённыхъ хи у 


(У— № 01) —(У—02)= 0, —# От, 
то заключаемъ, что уравнене | 


62 2—1 1—0 


зыражаетъ прямую, проходящую какъ черезъ точку переевчения пря- 
мыхъ (1—0 и 02=0, такъ ‘и черезъ точку перееВченя прямыхъ 
У—&0:=0 и У7—№0,—=0. Это ееть, елвдовательно, уравнеше пря- 
мой, соединяющей вершины 13 и № канныхъ треугольвиковъ. 


'Точно также находимъ, что уравненя прямыхъ Л, №! и 5 № будуть: 


К (7 — 2 (6 —0 
и | | 1 Л — 0—0. 


Изъ того, что сумма первыхъ частей этихъ трехъ уравнев!й то- 
ждественно равняетея нулю, и убЪждаемея, что прямыя, ими выражаемыя, 
проходятъ чрезъ одну точку. 

Легко доказать такимъ же образомъ и обратное предложен:е. 

Треугольники, имфюще такое расположене, называются омолон- 
ческими; при этомъ точка, въ которой еходятея прямыя, соединяюпия 
ихъ вершины, именуется центромь юмоломи, а прямая, на которой нпе- 
реевкаютея ихъ стороны,—0сью юмоломыи. 


$ 2. Трилинейныя координаты. 


116. Еели намъ изветно на плоскости положеше трехъ прямыхъ 
ливй, не проходящихъ черезъ одну точку, то положеше веякой точки 
плоскости можеть быть опредзляемо тремя однородными величинами, 
пропорщональными разетоямямъ этой точки отъ этихъ линий. 

Въ еамъ дфлв, пусть относительно какой-нибудь прямоугольной 
‚системы координатъ три данныя прямыя, еоета- 
вляюпйя треугольникъ Х, Хо Хз (Фиг. 33), выра- 
жаютея уравненями въ нормальной Форм: 

| А1—=0, 4—0, 4—=0...... (1) 
и пусть йи, й, йз будутъ поел довательно раз- 
етояня нЪкоторой точки 21 отъ этихъ прямыхъ 
Называя черезъ 21, 12, 13 три однородныя ве- | 
дичины, пропорщональныя этимъ разетоян!ямъ, Фиг. 33. 
‘будемъ имфть | 





ЕЕ ЕЛИ р 
р к ееееееььть. (2) 


й1 и :. 2 


МЛИ о т — —. 
Йо до Ййз 13 


о 
6* 


В ыы 


ДвЪ прямыя Х31Г и ХМ, проходяпия черезъ вершины треуголь- 
ника Х:Х.Х. и пересфкаюпцяея въ точкЪ М, выражаютея, какъ мы 
знаемъ, уравнен1ями 


А — КА —0 И А —1А3—=—0, 
при чемъ поетоянныя К и [ имфютъ елфдуюцйя значения: 


_ МР: 7 ИР! _ 1 


— МР № = ^ МР № 

Сличая эти равенетва съ равенетвами (3), видимъ, что по даннымъ 
величинамъ 21, 72, 43 опредфляютея вполнф величины Ё и 1. Этими же 
поелЪдними опредфляютея прямыя Х.,М и ХМ, а съ тфмъ выЪетЪ из 
точка ихъ перее$ченя Л. 

117. Три однородныя величины 171,22, 73, которыми, такимъ образомъ, 
вполнЪ опредъляетея положеше точки Л, называютея мрилинейными 
координатами этой точки. Такъ какъ положен1е точки зависитъ только. 
отъ отношенЙ этихъ величинъ между собою, то онЪ могутъ быть какого. 
угодно рода. Проще веего подъ ними понимать отвлеченныя чиела. 

Три прямыя Х, Х.,Х.Х., ХзХи!, положене которыхъ, при опредфле-- 
н1и точкитрилинейными координатами, считается извЪетнымъ, составляютъ-. 
въ этомъ елучаЪ систему координатъ и называются осями координатъ. 
Самый треугольникъ Х,Х.Хз называютъ хоординатнымь треуюльникомо. . 

Легко видЪть изъ сказаннаго, что для веБхъ точекъ, лежащихъ на 


какой-нибудь изъ осей, одна изъ координатъ равняетея нулю. Это зна-- 
чить, что уелов1я 


К 





41==0, 42==0, 3—0 
характеризуютъ поелфдовательно три оси координатъ. 

Каждая изъ верщинъ координатнаго треугольника имЪетъ двЪ коор-- 
динаты, равныя нулю '). Равенетво нулю веЪзхъ трехъ координатъ ни: 
пля какой точки плоскости невозможно. 

118. Если начало координатъ прямолинейной или декартовой еиете-- 
мы, къ которой первоначально были отнесены стороны координатнаго тре- - 
угольника, находитея внутри его, то, согласно изв$етному правилу 
знаковъ для разетояв1я точки отъ прямой (ем. етр. 52), трилинейныя’ 
координаты каждой точки, находящейся также внутри этого треуголь-- 
ника, имфютъ одинаковые знаки. Зная же, что, съ переходомъ точки съ. 
одной етороны прямой на другую, направлене ея разетоян1я отъ этой 
прямой измЪняется, легко понять, что въ каждой изъ остальныхъ частей 
плоскости, на которыя она дВлитея тремя осями координатъ, двЪ изъ. 
координатъ имфютъ одинаковые знаки, а третья имъ противоположный. . 


') Между осями коордиватъь не должно быть двухъ параллельныхъ между: 
собой. 


ВА ВБ 


Разематривая трилинейную систему координатъ независимо оть 
‘первоначальной декартовой, можно ту часть плоскости, въ которой вез 
-три координаты каждой точки имфютъ одинаковые знаки, выбирать по 
произволу, чрезъ что знаки координатъь вефхъ другихъ точекъ плое- 
‚кости уже вполнЪ опредблятея. 

119. На первый взглядъ можеть показатьея, чтотрилинейная система 
‚координать предетавляетъ лишь осложнене декартовой, такъ какъ вместо 
‚двухъ координатъ, употребляемыхъ въ поел$диней, въ ней для той же цфли 
‘употребляютея три. На самомъ же дфлЪ, пользуясь трилинейною систе- 
мой, можно достигать значительныхъ упрощевй изелдованй, въ 06о- 
.бенноети, когда, эти изел5дован1я носятъ общ характеръ и прилагаютея 
‚къ линямъ алгебраическимъ. Причины этого заключаютея въ елъдующемъ. 

Хотя трилинейныхъ координатъ точки три, но, какъ замфчено выше, 
ихъ можно разематривать, какъ отвлеченныя числа. Въ декартовой же 
„систем% абециеса и ордината, суть длины, выраженныя въ опредёленныхъ 
‚единицахъ, и только тогда опредзляютъ точку, когда единица дана. 

Трилинейныя координаты точки, какъ величины, долженетвующия 
«быть лишь пропорщональными извфетнымъ разетоянемъ, могутъ быть 
умножаемы или раздляемы на одну и ту же величину безъ измЪненмя 
опредъляемой ими точки, подобно тому, какъ это можно дфлать еъ тре- 
мя коэфФищентами общаго уравнемя первой етепени, опредляющаго 
прямую. Въ этомъ прежде веего уематриваетея сходетво между прямой 
„литей и точкой по отношен1ю къ опредъляемости, и, кромЪ того. этимъ 
„можно пользоватьея для упрощен!я аналитичеекихъ преобразовай и 
ззычиеленй. 

Выборомъ осей координатъ чаето пользуются для .упрощеня анз- 
‚литичеекихъ Формулъ и дЪйстыЙ надъ ними, и тавъ какъ въ случаЪ 
-трилинейной системы координатъ осей три, то это упрощене бываетъ а 
возможно вести дальше, чЪмъ при употреблени декартовой системы. 

Наконецъ, еамое важное преимущество трилинейныхъ координатъ 
„заключаетея въ томъ, что при употреблени ихъ ве алгебраичеекя 
лин!и выражаются уравнен!ями однородными, велфдетвые чего вез ана- 
литичеек!я операши надъ этими уравнен1ями подчиняютея болЪе одно- 
образнымъ законамъ. | 

120. Покажемъ, напримЪръ, что прямая лимя выражается въ три- 
‚линейныхъ координатахъ однороднымъ уравнешемъ ит степени. 

Общий видъ такого уравнен1я ееть 


12 -- 9222 —- @азХз=0 оффе о оф ооо оо ьфоо< .(4) 


Замътимъ прежде всего, что въ уравнешяхъ (1), выражающихъ 
етороны координатнаго треугольника относительно н%Фкоторой прямо- 
угольной, системы, первыя части имфютъ слЪдуюция значення: 


вок 


А = с08 ау зш 1—1, 
А—х 05 м 9 В (5—5, 
вЫ с0$ яз -- У 511 Яз— 1, 
и если подразум%вать подъ х и у координаты точки М, то будемъ имЪть: 


12 с08 и-Руыш 1 —1=7, 

д с08 ЮУ зп 2 — р2= йо, 

д е08 аз-- уз &з— Юз==Йз, 
Внеся эти выражен!я для разетоявй Ли, /2, Лз въ равенства (2), 

получимъ есоотношенля; 

1 2:2 23 иЕ\ 
2е051 -- Уи =" 260802 -- увта2 — 1 __ 260803 —- узтиз— 3 \9/ 
предетавляюпия завиеимоеть между трилинейными и декартовыми коор- 
динатами одной и той же точки. Поэтому, подетавляя въ уравнене (4). 
на мЪето перем нныхъ 21, 4, Хз пропоршональныя имъ величины изъ 
послфаднихъ еоотношен1й и соединяя подобные члены, дадимъ ему видъ; 


(а1соз1 Е 426082 - азсоваз) д -- 
— (Чл510л — (251 02 -- 4351003 ) — (191 —- (> -- 4303 )== 0. 

Такъ какъ въ этомъ видЪ оно предетавляетъ относительно декар- 
товой системы прямую, то такое же значенле имфетъ относительно три- 
линейной системы и уравнене (4). 

Для того, чтобы оно предетавляло какую-угодно прямую, выра- 
жаемую въ декартовыхъ координатахъ общимъ уравнешемъ 


его коэфеищенты должны удовлетворять уеловямъ: 
01608 01 —- 42605 92 @3608 бз— АЁ, 
а1 51101 -- @2 11 бо -—- аззт из == БА, 
арт 4202 -—- азрз==— С, 
изъ которыхъ, какъ изъ уравнен!й первой степени, величины, пропор- 
плональныя коэФФищентамъ 41, 42, аз, могутъ быть найдены. При этомъ, 


дя нихъ не могутъ получитьея безконечно большя знаменя, потому 
что опредЪлитель этой системы уравнен!й 


СОБ 1, 605 2, ©08 3 
311 @1, 51 92, БШ 9з 
р,  Р) #3 
не можетъ равняться нулю !). 











') Равенство нулю этого опредфлителя есть услове, при которомь три 
прямыя 41=—0, .42=0, Аз—=0, т.е. оси координатъ, проходять черезъ одну 
точку, чего, по условю, не должно быть. 


— 87 — 


Итакъ, всякая прямая выражаетея въ трилинейныхъ оордината 
уравненемъ вида (4). | 
121. Назовемъ абеолютныя величины сторонъ координатнаго тре- 
угольника поелЪдовательно черезъ @, 4, 4, и пуеть В означаетъ его 
площадь. Соединивъ прямыми лин!ями вершины координатнаго тре- 
угольника съ какою-нибудь точкою И, получимъ три треугольника, для 
которыхъ стороны (41, 4, 4 будуть оеновавями, а точка М общей 
вершиной. Площади этихъ треугольниковъ выразятея поел®довательно 
черезъ у 
Ч 4212 43 
223) 
и въ елучаз, когда точка Л находитея внутри координатнаго треуголь 
ника, очевидно, должно быть 


йа -- 42й -- @азйз3=20. аа ты т она . (6) 


Нели точка 1 выйдетъ изъ внутренней облаети координатнаго 
треугольника, перейдя черезъ одну изъ еторонъ его, то одно изъ раз- 
отоянй Й1, Й2, Аз сдфлаетея отрицательнымъ, но, вмыфеть съ тзмъ, и 
лошадь 9 будетъ равняться сумы площадей двухь изъ названныхъ 
треугольниковъ, имъющихъ вершину въ Л, безъ площади’ того изъ 
нихъ, для котораго эта еторона служитъ основашемъ. 

Отеюда убъждаемея, что соотношеше (6) холжно.имЪть ыъето при 
веякомъ положенш точки ЛМ. 

Но уравнене 








«бал -1- Чт -- злз==0,. ооо ооо охо о вооо»о.6 ЖЕ 
будучи однороднымъ вида (4), должно выражать нзкоторую прямую. 
Бели для какой-нибудь точки этой прямой назовемъ черезъ г ве- 
личину каждаго изъ отношений (2), то будемъ имЪть: 


: 21 ==Й1/, %2==Йои, Хз==ЙЗГ э ® 5 зоо ьх эе®е .(8) 
Подетавивъ эти координаты въ уравнеше (7), получимъ 


(йа - ((5Й2 = @3Йз) 80. 


Такъ какъ на оенованш соотношен1я(6)множитель (Ча -- 12 -- ай) 
не можетъ равняться нулю, То должно быть г=0. Отеюда елфдуетъ, 
что, по крайней м$рЪ, одно изъ разетоявй Й1, 4», Аз должно быть без- 
конечно большимъ, ибо, въ противномъ елучаВ, изъ равенетвъ (8) мы 
имфли бы д1=0, 22==0, 13==0, что невозможно. | 

Такимъ образомъ видимъ, что уравнеше (7) выражаеть прямую, 
безконечно удаленную вефми своими точками. 

122. Положимъ теперь, что намъ даны уравнеюя двухъ прямыхъ: 

па Г Тот -- тзаз==0, > | е | 
и - идя нь 0. НК ... (9) 


`Изъ нихъ находимъ 
21 До 23 


рриииирииииоииичиириичиничыниь саниинририяиририиииииннчирииираичики Чаи рии иотичиь-авыань линия Щрыкрид 








т5Пз— т тат ПИз ПП — топ 


Этимъ опредзляются величины 471, 42, 1з, удовлетворяющия обоимъ 
уравненямъ, т. е. трилинейныя координаты точки переевчен1я данныхъ 
прямыхъ. 

Если даны три прямыя лини уравненями: 


итал -Н т5хо + тзхз ==0, 
ПА —- 7}о;о _- 73 1—0, 
рад -Н рохо -- рздз ==0, 


то уелове, при которомъ они проходятъ черезъь одну точку, получится, 
какъ результатъ исключен!я изъ этихъ уравнен!й неизвзетныхъ ал, 2, 2. 
Это уелов!е будетъ, слЪдовательно, 
71, 20, 23 
71, >, Из —0 
Р1, 22, Рз 
пли 
(тэтз — тзИо ра -|- (в9зп1 —т1из)рз | (пи — топа юз ==0. 


Въ чаетномъ случа, когда третья прямая есть безконечно удален- 
ная, двЪ первыя прямыя, какъ перееБкаюпйяея въ безконечно удален- 
ной точкЪ, должны быть параллельными между собою. | 

Отеюда заключаемъ, что услов!е параллельноетия двухъ прямыхъ(9), 
отнесенныхъ къ трилинейной системЪ координатъ, для которой етороны 
координатнаго треугольника равны 41, 4, 43, выражается равенетвомъ 


(тет; — тзп2 а: -- (тзи: —питз) а Е (тии — топ) =0.....(10) 


Еели обозначимъ внутренн1е углы координатнаго треугольника, по- 
сл$довательно черезъ (Х1), (Х>\, (Хз), то, какъ извЪетно, 


(9 (фо О 


т (Х;) зщ (Х›) вв (Х.) 

Велфдетв1е этого уравнене безконечно удаленной прямой (7) и 
_ услове параллельноети двухъ прямыхъ (10) принимають видъ: 
ал зш (Х)-- хо вт (Х) аз за (Хз)=0 
& | 
(пэтз— тзп2) вш (Х1) К (изт —пииз) эщ (Хэ) (из — тьп1) зщ (Хз) ==0. 

123. Это поелфднее услове можно вывести также изъ уеловя 
цараллельноети для декартовой виетемы 


АВ’— ВА’ —=0, 


— 89 (= 


подставляя на мФето А, Б, А’, Б’соотвтетвующе коэффищенты урав- 
ненй, въ которыя преобразуютея уравневмя (9) по зама 21, 422, 23 
ихъ выраженями черезъ 5 и у. Результать этой подетавки будетъ 


(тл е08 01 -- 72605 92 —- 3 605 9з) (1 51.04 -- 2 81 2 -- Иззш яз) — 
— (ап: 11 0 -- тозш 92 -- 391 9з) (71 ©0501 + 72008 92-Е 7зе08 93) =0 


или, по преобразовани, 


(тии — топ )щ( 2 — 1) -- (тт — из) ат (0 — @з)-- 

-- (изиз—тзп2) т (оз — 92) =0 
ЗдЪеь (&›—0:) есть уголъ между перпендикулярами къ двумъ ето- 
ронамъ координатнаго треугольника. СлЪловательно, онъ или равняется 
углу (Хз) между этими сторонами, или пдополиняетъ его до 1800. Въ 
обоихъ елучаяхъ зш (2 — 21) = (Хз). На томъ же оеновани имземъ 


зт (1 — из)=8щ(Х5) и зщ (3—0) = т (Х\). 


Велздетве этого предыдущее равенетво принимаетъ видъ найцен- 
наго выше. | 
_ 124. Подобнымъ же образомъ уелове перпендикулярноети для де- 
картовой прямоугольной системы 
АА’-- ББ’—0 
преобразуетея въ 
(тл е08 01 + > 60$ о + тз е08 из) (и1 е08 91 -Р 7э е0$ доз 08 аз) -- 
—- (пл зщ а: + 72 $1 бо -Ртз щ @з) (1 вп 1 72 511 бо --- Яз 911 3) =0 
или, по перемножевли, 


пит Е эть-- тзпз -- (пы - тэпл) е08 (2—1) 

а, (тзил Е мапз) 0$ (1 — аз) (тэпз -- тзпз) ©08 (из — &2)=0. 

Въ томъ елучаЪ, когда начало координатъ декартовой системы на- 
ходитея внутри координатнаго треугольника трилинейной, вс три угла, 
(в — 01), (1—0 3), (@з — 2) равняютея внзшнимъ угламъ этого тре- 
угольника и, ел5довательно — 


08 (2 — 01 )==—60$ (Хз`, 
е08 (&1 — из) = — е0$ (Хз), 
е0$ (из — 2 )= — е0$ (Х1). 


Велфдетв!е этого услове перпендикулярноети прямыхъ (9) прини- 
маетъ видь 


ян —- Тото -- тзпз — (тп -- топ1) в08 (Хз) — 
— (жзм. - тииз) е0в (Хэ) —(тотз - тзи>) еоз (Х!)=0. 


125. Данное выше опредфлене трилинейныхъ координатъ, выра- 
жаемое равенетвами (2), можно подвергнуть обобщен1ю, уеловившиеь 
понимать подъ ними величины, пропоршовнальныя не еамимъ разетоя- 
нямъ точки отъ трехъ осей, а произведевямъ этихъ разетояй на 


— 90 — 
нзкоторыя поетоянныя количества. Равенства (2) замфняются въ та- 
комъ случаЪ равенетвами: 


271 15 __ 43 


К° ра» О 





Поетоянныя 41, Ме, из называютея приэтомъ параметрами отношенй. 
Очевидно, что ве указанныя выше особенности трилинейныхъ 
координатъ еохраняютея и при этомъ ихъ обобщен, но, вмЪетв съ 
тЪмъ, являетея возможноеть пользоваться выборомъ значений для пара- 
метровъ отношенй съ пфлью упрощен1я аналитическихъ преобразован!й 
и выражений. 
Можно, напримфръ, выбрать 1, а, | 4з такъ, чтобы данная про- 
извольно точка имфла давныя координаты. 
Если положимъ въ равенетвахъ (11) 
1 —Й >=, 
то будемъ имЪть 
1 72 ___ 23 


Ч ца — 3 
Слтздовательно, параметры отношенй еуть координаты центра. 
круга, вписаннаго въ координатный треугольникъ. 
Если же въ равенствахъ (11) положимъ 





| 21 ==42 ==, 
то будемъ имфть 


Чай — Дай — зЙз; 


откуда видимъ, что параметры отношенай обратно пропорцональны раз- 
етоявямъ отъ осей той точки, для которой ве три координаты равны. 


Полагая а == А2== 4, воно КЪ проем: опред$хен1ю три- 
линейныхъ координатъ. _ 


о и 


Если примемъ за параметры отношен!Й величины, пропорцональ- 
ныя еторонамъ координатнаго торуголькика, или положимъ 


Рае орыне №8 

т 5 (Х:) | 511 5ш (№) зш (Хз) 
то координаты веякой точки будутъ величины, пропорпловальныя пло-. 
щадямъ трехъ треугольниковъ, для которыхъ эта точка ееть общая 


вершина, а етороны координатнаго ‘треугольника оенованйя. Такя ко- 
ординаты называютея барицентрическими. 


Безконечно удаленная прямая выражается въ этомъ елучаь у равненцель 


271 Ч 2а- жз==0. 


126. Уравнеше всякой алгебраичеекой лии въ декартовыхъ коор- 
динатахъ можно едЪлать однородным, замвняя въ немъ ди 49 отно- 


“^ 


шевзями и > и умножая объ его чаети на (”, гдЪ 2% ееть етепень- 
ь ‚ 


ураввен1я. 'Такъ, напримфръ, полагая 


собрк + к ка {В 


Ве 
Г 
въ общемъ не прямой 
Ах Бу С=0, 


дадимъ ему видъ 


С 
АРНВУ+ б=0. 


АЕ+- Ву 0(=0. 
Такое преобразован1е предетавляетъ въ сущноети не что иное. 
° какъ введен!е явнымъ образомъ подъ обозначешемъ с той единицы, въ- 
которой черезъ х иу выражаютея прямолинейныя координаты. Полагая: 
(=—=1, возвращаемея енова къ декартовой сиетем%. 

Величины &, 1, (, ввохимыя такимъ образомъ, иногда называютьъ одно- 
родными координатами. Не трудно показать, что он%, & елЪфдовательно- 
и декартовы координаты, предетавляютъ рты случай трилинейныхъ. 

Въ еамомъ ДЪлЛЪ, полагая, что с, ИС (. суть координаты точекъ 
отноеительно н%зкоторой трилинейной сиетемы, будемъ имЪть, что три: 
оси этой системы опредфляютея въ отдфльности уеловями: 


2—0, ==0, (—0. 


Но изъ равенетвъ (12) видно, что два первыя уеловя, незавиеимо- 
отъ поелфдняго, равнозначущи ©ъ 


или, по умножени на (С, 


 д—=0 и 9у=0 
поелфднее же, независимо отъ двухъ первыхъ, возможно только при 
&— со И у—= со ^ 
Это означаетъ, что двЪ изъ осей разематриваемой трилинейной: 


еистемы совпадаютъ еъ оеями декартовой системы; третья же ееть пря- 
мая безконечно удаленная. 


Чтобы найти параметры отношен1й разематриваемой системы, по- 


ложЖимъЪ 
=. 
Въ такомъ елучаЪ изъ равенетвъ (12) получимъ. 
| д=—у=—1. 
Сл5довательно, точка, для которой три координаты равны между 
собой, находитея на равныхъ разетоян1яхъ отъ двухъ изъ осей. Раз- 
стояте же ея отъ третьей оси есть безконечно большое. 


Припомивая, что параметры отношетй должны быть обратно про 
порплональны этимъ разетоящямъ, получимъ 


откуда 
мы и [8=0. 

Итакъ, декартова система координатъ предетавляетъ частный случай 
трилинейной системы, когда, одна изъ осей поелЪдней есть безконечно уда- 
ленная п, въ то же время, еоотвЪтетвенный этой оси параметръ отношен1я 
равняется нулю, два же друпе параметра отношен1й равны межху собою. 


$ 3. Начала проективной геометрии. 


127. Методъ координатъ въ томъ видЪ, какъ мы его изложили 
въ предыдущемъ, основывается на раземотрЪзи точки, какъ элемента 
зезхъ возможныхъ геометрическихъ Фхигуръ. 

Координаты служатъ для опрелзлен1я каждой точки въ отдЪльно- 
ети; системы же точекъ, подчиненныя общему услов1ю и составляющя 
въ совокупности то, что называютъ геометрическими м$етами или ли- 
н1ями, выражаются уравненями. 

Сама плоскость, на которой разематриваютея и изучаются хигуры, 
‹предетавляетея при этомъ, какъ еиетема везхъ возможныхъ помъщаю- 
щихея на ней точекъ, изъ которыхъ поередетвомъ алгебраическихъ сим- 
воловъ и уравневй выдвляютея лишь н%®которыя въ конечномъ или 
-безконечномъ чиелф. | 

Одновременно съ этимъ воззрзшемъ и, такъ сказать, въ парахл- 
лель къ нему, можетъ быть составлено другое на оеноваи слздующихъ 
еоображенш. 

128. Выражая прямую лин1ю общимъ уравнешемъ 


Ах-- Бу-- (=0, 
мы видимъ, что она опредБляетея тремя величинами 
41. 12, Из, 


‘пропоршональными его коэфФфишентамъь А, В, (С, точно такъ же, какъ 
тремя трилинейными координатами опредЪляетея точка на плоскости. 
Величины 1, #2, из, мы можемъ поэтому называть координатам 
прямой и, еъ тфмъ вмфетв, езмыя прямыя принимать за элементы, изъ 
жоторыхъ еоставляютея разематриваемыя и изучаемыя Фигуры. 
Веякое ‘уравненв!е, однородное относительно #41, 12, из или, что вое 
то же, веякое уравнеше, предетавляющее аналитическую зависимость 
между отношетями $ и $ двухъ изъ этихъ величинъ къ третьей 


% 


| | и р | 
{ напримзръ _ == =). выдвляетъ изъ во$хъ возможныхъ пря- 
| 3 из | 


мыхЪъ на плоекоести систему прямыхъ, непрерывно елздующихъ одна 


О 


за другой и могущихъ быть разематриваемыми, какъ поселВдовательныях 
положения прямой, непрерывно движущейся по плоскоети. 

Подобно тому, какъ точка, перем щаяесь по плоекоети, опиеываетъ. 
лин!ю, такъ прямая, при непрерывномъ своемъ движен1и по плоекости, 
очибаеть нфкоторую лин!ю, оставаясь къ ней касательною. Поэтому можно. 
сказать, что веякое уравнене, содержащее, какъ перемвнныя величины, . 
координаты прямой, опредфляетъ систему прямыхъ, огибающихъ нзко- 
торую линю, или, что вее то же, самую лин!ю; огибаемую этими прямыми... 

Одна и та же лин!я можетъ быть выражена или уравневемъ, въ. 
которомъ перемзнныя суть координаты ея точекъ, или уравненемъ, въ. 
которомъ перем$нныя суть координаты огибающихъ ее касательныхъ. 
РаземотрЪне прямой, какъ элемента хигуръ, опредзляемаго координа- 
тами, принято поэтому называть методомъ касательныхъ координатъ. 
(соогЧопибез фапсепае|ез). 

129. Поемотримъ, что выражаеть уравнене первой степени въ. 
такихъ координатахъ, т. е. уравнене 


Ши: № -- Риз=0, О бт еж (1). 


гдз М, №, Р суть извъетныя поетоянныя величины, & и1, 2, Из пе-- 
рем$нныя координаты прямой, т. е. величины, пропоршональныя коэФх-- 
Фхищентамъ уравненя 


Ах-- Ву 0=0, .......... (2) 


предетавляющаго относительно нЪкоторой декартовой системы любую. 
прямую на плоскости. 

_'Тажъ какъ 

1 __ №2 №3 ` 


а=В=о 
то данное уравнене (1) принимаетъ видъ 


МА-+МВ--Р0=0:......т. ‚ (3). 


и предетавляетъ уелов!е, которому должны удовлетворять коэххищенты 
К. . э ® в... ие 

уравнетя (2). Въ еилу этого уелоыя уравнете /2) можетъ быть пред- 

оставлено такъ 


Р(Ах-+ Ву)—(МА-- МВ)=0 


или А(Рх— М) В(Ру- №)=0 
ИЛИ (Рх—М)-- КРу— №)=0, 
ь __ В __ №2 | 


и, велёдетв!е неопредвленноети Ё, оно выражаетъ, очевидно, любую- 
прямую, проходнщую черезъ точку пересёченя прямыхъ 


| Рз— М=о и Ру—И—о0. 


6594 


Такимъ образомъ видимъ, что уравнешемъ (1), или, что вее то же, 
-условемъ (3), выдьляетея изъ вефхъ возможныхъь прямыхъ на плое- 
коети пучокъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ опредзленную точку. Иначе 
товоря, имъ опред5ляетея эта точка. 

Итакъ, когда координатами опредзляетея на плоекости точка, то 
‘уравненле первой степени относительно перемённыхъ, означающихьъ ко- 
-ординаты, выражаетъь прямую. Когда же координатами опредъляетея 
прямая, то уравневе первой степени, въ которомъ перемзнныя суть 
эти координаты, выражаетъ точку. 

Алгебраическ1я уравнен1я выешихъ степеней, какъ въ ТЪхъ, такъ 
и въ другихъ координатахъ, выражаютъ кривыя лини. При этомъ, по- 
‚добно тому, какъ по степенямъ уравнен1й въ обыкновенныхъ координа- 
‘тахъ лини раздзляютея на порядки, такъ по етепенямъ уравненй въ 
касательныхъ координатахъ он подраздВляютея на классы. Лии 
‚одного и того же порядка могутъ быть различныхъ клаесовъ и обратно. 

130. Возможноеть принимать за элементы плоскихъ Фигуръ пря- 
мыя лини, точно такъ же какъ и точки, и притомъ взаимная опред%- 
‚ляемоеть точекъ черезъ прямыя и обратно, составляютъ основане оео- 
‚баго геометрическаго принципа, называемаго закономь двойственности 
пли взаимности. 

Выше было сказано (ем. стр. 19), что изучене геометрии при по- 
„ередетвЪ алгебраическаго анализа сводитея на изучене аналитическихъ 
соотношен!й (уравнешй, тождеетвъ) въ евязи еъ ихъ геометричеекимъ 
иетолковатемъ. Теперь мы видимъ, что одному и тому же эналитиче- 
‚екому выводу можно дать два различныя истолкован1я, емотря по тому, 
‚будутъ ли величинами, означающими координаты, опредЪлятьея точки 
‘или прямыя. Эти два истолкован1я предетавляютъ два различныя гео- 
‘метричеекя заключемя или предложев!я, которыя принято называть 
‚взаимными, тэкъ какъ они взаимно переходятъ одно въ другое поеред- 
ствомъ только замвны точекъ прямыми и обратно. 

То же еамое отноеситея, очевидно, и къ самой постановк® вопро- 
.совъ п задачъ. 

131. Система вефхъ возможныхъ точекъ на плоскоети обладаетъ 
‘тою оеобенноетью, что для опредзлешя каждой ея точки въ отдфль- 
‚ности необходимо дать два отношеная однородныхъ величинъ или двъ 
величины (координаты), выраженныя въ извФетныхъ единицахъ. То же 
‚самое имБетъ м5ето и для системы везхъ возможныхъ прямыхъ на плое- 
кости. ОбЪ эти системы называются поэтому системами 06% измренй. 

Вез точки, принадлежания какой-нибудь линш, или вез прямыя, 
огибаюция лин!шю (касательныя), представляютъ, напротивъ, системы 
одною измпрешя, такъ какъ въ нихъ для опредъленя каждаго элемента, 
требуетея одно только отношеше или одна величина, выраженная въ 
‚еоотвётетвующихъ единицахъ. 


Простзйпия изъ еистемъ одного измёретя суть: 2Я05 веЪхъ воз- 
можныхъ точекъ на прямой и ”учекь везхъ возможныхъ прямыхъ, про- 
ходящихь черезъ точку. 

132. Если дв прямыя ба и 5 (хиг. 34) принадлежать пучку И 
выражаются уравнешями 0—0 и 7==0, то, $ 
какъ мы видфли, уравнен1я всякой прямой с, 
принадлежащей тому же пучку, т.-е. прохо- 
дящей черезь точку 8, будетъ И-ЖУ =0, 

‚т а5с | 
‘эт 656’ 
при чемъ т есть постоянный множитель, не- 
зависяпий отъ положення прямой с. Вели- 
чиною # опредфляетея вполнз положене прямой 66 въ пучкъ 5, а по- 
тому различныя ея значеня можно разематривать, какъ координаты 
прямыхъ, принадлежащихь этому пучку, или, какъ говорятъ, лучей его. 

Еели мы возьмемъ еще одинъ хучь ба въ пучкЪ 5, выражаем ый 
нь | 


а Ё= 





Фиг. 34. 


ИО 


| 5 у 
то отношене — или 


[ 

т а5с , вт аба | (4) 

зи сф ^ зщ а т 
уже не будетъ завиезть отъ постояннаго 7. Оно называется сложным 
или атармоническимь отношетемь четыюехь лучей 5а, 5, 5, 54. 
Очевидно, что величиною его (и притомъ незавиеимо ни оть какихъ 
поетоянныхъ) опредфляегея положене каждаго изъ этихъ четырехъ лу- 
чей, когда положене трехъ оетальныхъ извзетно. 

133. Въ предыдущёмъ два луча ба и 6 были, такъ сказать, на- 
чальными или основными, по отношеню къ которымъ два друме луча 
5с и Ю4 опредлялись величинами # и [. Возьмемъ теперь четыре кз- 
ке-нибудь луча, опредЪляемые величинами К, [, р, 4, т. е. выражаемые 
уравнен1ями 


0—ВУ—=о0, 0—17=0, ПО—р7=0, ПО—в7=0. 


и поетараемея найти ихъ сложное отношене. 
Принимая два первые изъ этихъ лучей за начальные, т.-е. полагая 


1—ВУ—=Г -шп И—17==7’, 
будемъ имЪть 








зы&^ 06. 22: 


ВелЪкетв!е этого уравнен1я двухъ остальныхъ лучей будуть: 


ИЛ—КУ'— 0—7) =0 


и ИГ—ЕГ— (0—7 =0 
или (Т— р —— 7—0 и 99 — 
1-—› [—4 


Соглаено же прехыдущему, еложное отношеше (4) разсматриваемыхъ 
четырехъ лучей должно равняться частному отъ раздЪлен1я множителей 
при У’ въ этихъ уравненяхъ. Слвдовательно, это еложное отношене 
выразитея елфдующимъ образомъ чрезъ величины К, [, №, 0: 

Е—Ю. —9 : 
рее. ооо № 

33+. Если на прямой лини мы имфемъ двЪ точки 4 и Б (Фиг. 31), 
то, какъ мы знаемъ (см. стр. 9), за величину, опред лаяющую положенле 
какой угодно третьей точки С на этой прямой, т. е. за координату 
этой точки, можно принять отношене отрёзковъ АС и СВ. Для боль- 
шей общноети къ этому отношеню можеть быть приеоединенъ н%ко- 
торый постоянный множитель 27, не зависяций отъ положен!я точки (. 
Называя величины, опредёляющуя положене двухъ точекъ Си ДО, 
чрезъ Ё и [, будемъ имЪть 


АС АБ 
Св И 1—7. 
Отношев1е этихъ величинъ 
В 40, 41 = 
ОВ: В * ``... 
не зависитъ, елБдовательно, отъ поетояннаго 21. 

Это отношен1е принято называть сложнымь или анермониче- 
скимь отношенемь четьрель пючекь на прямой. Величиной его опре- 
дЪляетея, очевидно, каждая изъ этихъ мех» точекъ, когда извЪетно 
положене трехъ остальныхъ. 

Для четырехъ какихъ-нибудь точекъ на прямой, опредёляемыхъ 
координатами К, 1, р, 4, сложное отношене будетъь выражатьея также 
Формулою (5). Полагая, напримзръ, что этими величинами опредзля- 
ются поел$довательно точки А, Б, С, 0 относительно нфкоторыхъ 
двухъ начальныхь или оеновныхъ точекь М и М, будемъ имвть 


К— ИА "И: Не — Ир 
Ам ПВ "Том СПрм№ 


откуда и получимъ 


Е— 


Е—р о К-Ч_ Ас ао 

—0'1—а ОВ’ ° ТВ. 
135. Еели четыре прямые пучка ба, 60, 5, ю4 переефчемъ ка- 
кою-нибудь прямою (Фиг. 34), то сложное отношене четырехъ точекъ 4, 





ее ба 


Б, С, 0), получаемыхъ въ перееёченш, равняетел сложному отноше- 
н!ю четырехъ лучей пучка. Это свойетво было извЪетно еще древнимъ 
геометрамъ, но особенно. важное значен1е оно получило лишь въ НОВОЙ. 
проективной геометрии. Въ р его можно убЪдитьея“ сл%- 
дующимъ .образомъ. | 


Изъ треугольниковъ 480, (5Б, АБО и  р5в имъемъ: 


АС зтавс СБ `зтсюб 
30 зщ 048’ 50 зщ (В5’ 
А) зтаба ОВ __ 514560. 
8р зшр45 50 эюоВя 
По раздвлеши перваго изъ ЭТИхЪ равенетвъ на, второе и третьяго 
на четвертое получимъ 


АС _ т аб зтОВ5 АР__зта5а  зтОВ5 
СВ эпс5Ь эп ОАБ ы ОВ _ Рин, Д.А’ 


и такъ какъ здЪеь вторые множители рвторыхъ частей равны ‘между. 
собой, то, раздЪливъ одно равенство на другое, будемъ имЪть 


АС АД__ п ас Эт аа 
СВ`ОВ эп с ‘эш 45%' 


что и нужно было доказать. а 

Доказанное предложене позволяетъ намъ Заключить, что, съ одной 
стороны, величина сложнаго отношен!я четырех точекъ, получаемыхьъ. 
при пересвчен1и пучка прямою, не завиеитъ отъ положення этой свку- 
щей, а съ другой, величина сложнаго отношен1я прямыхъ, соединяю-, 
щихъ четыре точки прямой лини съ ВОНИ НЬ точкою, не зависятъ. 
отъ положен1я этой поелЪдней. -& 

136. Въ томъ еслучаЪ, когда сложное отношене четырехъ точекъ. 
на прямой или охожное отношенле четырехъ лучей пучка равняется — ВУ 
говорятъ, что эти точки или эти лучи составляютъ зармоническую их утму. 
Гармоничеескую группу точекь называютъ также армоническимь рядом». 
а гармоничеескую группу лучей —чармоническимь пучком. Изъ преды- 
дущаго ел5дуетъ, что при. переезчени гармоничеескаго пучка прямою 
получаетея гармоничеек!Й рядъ, и что, соединяя точки гармоническахго 
ряда съ какою-нибудь точкой плоскости, получаемъ гармоничееый пучекъ. 

Полагая, что четыре точки 4, Б, С, `П) составляють гармониче- 
еек рядъ, будемъ имЪть, по самому опредленю, 


АС. а 


ВЕ ^. 


откуда 


® ® $ ® ® ® ®. 2 з © ® ® ® ® . 


1дреевъ. Аналитическая геометр/я. 


Дб НИ ВИ 


—1 


5-08 55 


Сльдовательно, точки Си Ш дёлять разетояне между точками А 
и Б въ одинаковомъ отношении, но такъ какъ эти отношеня имзютъ 
разные знаки, то одна изъ точекь С и Ш) находитея внутри отр%зка 
АБ, а другая вн его. Точки С и Ш называютъ при этомъ дъляцими 
отрфзокъ АВ’ зармонически. 


Предетавивъ послЪднее равенство въ видЪ 


АС_ СВ 

Ар ФВ 
ИЛИ 

СА_ ОВ 

Ар ВП’ 


мы заключаемъ, что точки А и Б въ евою очередь дЪлятъ отрЪзокъ 
СШ) гармонически. 

Такимъ образомъ видимъ, что гармоническй рядь еосетойтъ изъ. 
двухъ паръ точекъ, при чемъ отр%зокъ между точками каждой пары д%- 
литея точками другой пары въ одинаковомъ отношени или гармонически. 

Изъ равенетва (7) видно также, что когда точки А и В, еоета- 
вляюпия одну пару гармоничеекаго ряда, неподвижны, а точка С пере- 
мЪщаетея внутри отрфзка АБ, то четвертая гармоническая точка В 
будетъ перемфщатьея внЪ этого отр%зка и при томъ въ противополож- 
номъ направленш. При совпадени точки С съ А или В, точка Г) также 
совцадаетъ съ нею. Еели же точка С длитъ отрзокъ АВ пополамъ, 
то точка 7) есть безконечно удаленная (см. стр. 10). 

137. Въ силу указаннаго выше еоотношеная между гармоническими 
рядами и пучками, четыре луча гармоническаго пучка должны также со- 
ставлять двз пары; при этомъ также говорятъ, что уголь между лучами 
одной пары дфлитея гармонически лучами другой. Изъ двухъ лучей, дъ- 
лящихъ гармонически данный уголъ, одинъ помфщается, очевидно, внутри 
этого угла, а другой внЪ его, т. е. внутри угла, еъ нимъ емежнаго. 

Соотношене между углами, образуемыми четырьмя лучами ба, 6%, 
№, 54 гармоническаго пучка, состоить въ елфдующемъ: 


п 56 эт аба 


за сор яп жа 
пли “= | 

п ас _ эт а6а 
= за 65$ 504%. 


Если уравнен!я двухъ лучей пучка суть 
(= 0 И 7—0, 
а уравнетя двухъ другихъ лучей | 
 б—=0о и’ 0—=0, 


то заключаемъ, что пучекъ будетъь гармоничеек1Й, когда 


р —=—1 или +0. 


и 





Отеюда усматриваемъ въ чаетноети, что етороны угла и два его 
бисектра еоставляютъ гармоническ1Й пучекъ. 

138. Еели на плоекоети даны четыре точки 4, В, С, 0), между 
которыми нфтъ трехъ, лежащихъ на одной прямой (Фиг. 35), то пря- 
мыхъ, соединяющихъ ихь между собою, будеть шееть: 

АБ, СО, АС, ВО, АХО, ВС. 

Фигура, еоетавляемая этими точками и прямыми, называется 704- 
нымь четыреуюльникомь. Данныя точки суть 
его вершины, а прямыя ихъ соединяюцщия,— 
его етороны. ДвЪ изъ еторонъ, не проходящёя 
‘чрезъ одну и ту же вершину, называютъ про- 
тивоположными, а точку ихъ пересвченя #а- 
зональною точкою, Такихъ точекъ, очевидно; 
три: А, Г, М. | 

Во веякомъ полномъ - четыреугольникв 
дв противоположныя етороны и двЪз прямыя, 
воединяющн точку ихъ пересзченя съ двумя другими дагональными . 
точками составляютъ гармоничеек1й пучекъ. 

Это свойство выражаютъ еще такъ: 

Деолональныя точки полнаю четыреуюльника раздъляють зармони- 
чески умы между ею противоположными стотонами. 

Покажемъ, наприм$ръ, что уголь АДС длится гармонически 
прямыми СМ и ГК. в | 

Пуеть прямыя ЁА, [Си АС рен посл довательно урав- 
ненями 





| 0—0, ГР=0, ИШ=0 
Въ такомъ случа, нолагая, что уравнея прямыхъ Г.М и АВ суть 
| (7—0 и Р’—=0 

будемъ имЪть тождественно 

Полагая же 
Г— = 
и замзчая, что 
. Г— Г’—=Г7— У, 
„легко видфть, что уравнене 
7—0 
выражаетъ прямую, проходящую, еъ одной стороны, чрезъ точку пере- 
езчен1я прямыхъ (7—0 и У’=0, т.-е. точку М, а съ пругой, 
| 7% 


ны 1 0 


черезъ точку пересченя прямыхъ Г=—=0 и И/’==0, т,-е. С. Эта пря-. 


мая есть, елЪдовательно, СД. 
ДалЪе, уравнене 
И"”—И=0 
тождеетвенное, очевидно, съ. 


. УК = 


выражаетъ прямую. ВО, проходящую черезъ точку переезченя пря-` 
мыхъ (0—0 и И”=0, т.-е. 0, и черезъ точку пересезченя прямыхъ-_ 


У=0 и /’—0, т-е. В. 
Наконецъ, уравнене 
(У-ЕВУ)-НИЙ=0 
тождественное, очевидно, съ 


КГ =0 


выражаетъ прямую [.К, проходящую черезъ точку пересвченя пря- 


мыхъ 7’--КГ’У—О и И’—=0, т.-е. К, и черезь точку пересечения. - 


прямыхъ АЁ и БГ, т.-е, Г. 


Такимъ образомъ видимъ, что четыре прямыя С.А, Г.С, ГМ, и ГК. 


выражаютея поелЪдовательно уравнен1ями 
0—0, У=0, П--ВУ=0, О-+ЬУ=0 


а это и показываетъ, согласно еказанному выше, что он образують. 
пучекъ гармонический. 


Подобнымъ же образомъ можно убфдиться, что уголъ, образуемый. ' 


прямыми АС и БО, раздвляетея гармонически точками Ги М а 
уголъ, образуемый прямыми АВ и СО, — точками К и Г. 


139. Нели на плоекоети даны четыре прямыя АС, АД, ВС, ВО’ 


(Фиг. 35), между которыми н%тъ трехъ, проходящихъ черезъ одну 
точку, то точекъ пересБчетя каждыхъ двухъ изъ нихъ будеть шесть, 


именно: А, В, С, Ш, К, Г. 


Фигура, составляемая этими элементами, называетея иолнымо че- 


+ 


тырехсторонникомь. Данныя прямыя суть его стороны, а точки яхъ.. 


‚ пересЪченая его вершины. ДвЪ вершины, не лежашая на одной и той 
же сторонЪ, называются противоположными; прямыя же, ихъ соеди- 
няющ!я—Оиюналями. 'Такихъ примы очевидно, три; точки ихъ пе- 
рееБчен!я суть М, Ма, М.. 


На каждой дмагонали полнаго четырехеторонника двз противопо- 


ложныя вершины и двЪ точки пересфченая съ другими дмагоналями со- 
ставляютъ гармоническую группу. г. 
Это евойство выражается иначе такт: 
Деолонали полнаю четьрехсторонниие заздъляють ‘армонимески раз-! 
стоятшя межд у 60 вершинами. 
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Чтобы. убЪдитьея, . наприм$ръ, что точки К, Г, 211, .М› еоставляють 
гармоничеек!й рядъ, примемъ четыре точки 4, В, К, С за вершины 
полнаго четыреугольника. Такъ какъ дагональныя точки этого четыре- 
угольника суть №,, С, Г, то заключаемъ. на основани предыдущаго, 
что пучекъ прямыхъ СК, СЁ, СМ, и СЬ-ееть гармонический. Отеюда, 
же елЪдуетъ, что и рядъ точекъ КА, Г, М, М, кэакъ получаемый 
при перееъчевн1и этого пучка прямою КЁ, ееть. также гармоничеенй. 

Подобнымъ же образомъ можно убвдитьея, что ряды А, В, М, М: 
и С, О, М, М> еуть гармоничееве. к 

Доказанныя гармоничеек1я евойетва полныхъ четыреугольниковъ и 
четырехеторонниковъ, такъ же какъ и сами эти хигуры, предетавляют- 
ся взаимными между собою и мо служить а лад уяснен1я 
закона двойственности. ы 

140. Если какой-нибудь пучекъ прямыхъ пересВчемъ двумя прямыми, 
не принадлежащими ему, то каждый изъ двухъ рядовъ точекъ, полу- 
чаемыхъ при пересВченши, можетъ быть разематриваемъ, какъ центраю- 
ная проекция или перспектива пругого. При этомъ каждой точкЪ одного 
ряда будетъ соотвфтетвовать опредзленная и единетвенная точка хдру- 
гого, и сложное отношене любыхъ четырехъ точекъ одного ряда будетъ 
равнятьея сложному отношеню еоотвфтетвенныхъ точекъ другого. 

Веякя дв системы одного изм$рен1я, связанныя между собою 
такою зависимостью, какимъ бы образомъ эта поелфдняя ни уестана- 
вливалаеь, называются проектиивно-соотвттственными или проето #яро- 
‚ективными между собой 1). Проективно-соотв$тетвенными могутъ быть, 
елЪдовательно, также два пучка прямыхъ или пучекъ прямыхъ и рядъ | 
точекъ. : 

141. Ваданеав сложныхъ отношенйЙ, будучи характериетическимъ 
признакомъ проективнатго еоотвЪтетв!я, въ евою очередь ‘есть только 
елЪдетв1е охнозначности этой зависимости, т. е. того ‘ея свойства, что 
каждому элементу одной еистемыт: соотвфтетвуетъ (влгебраически) только 
‘одинъ элементъ другой. 

Въ силу этого евойства дв величины 5 и 4’, опредвляюния поло- 
жен1я элементовъ въ той и пдругой системЪ, должны быть связаны 
‚алгебраическимъ уравневемъ первой степени по отношеню къ каждой, 
т. е. уравневемъ вида 


Ахх - Бя-- (+ Б=0. ох о сви 8) 


Если возьмемъ въ одной сиетемв четыре элемента, опредфляемые 
величинами К, 6 р, 4, и положимъ, что соотвЪтетвенные имъ элементы 


`° Г) Самая зависимость называется яроекиивныме' соотвьтетелемь. Кром. 
того, ее называютъ омошафтей, а также коллинеащей. 


ред. 109 32 


другой сиетемы опредзляютея величинами й, Г, {’, (, то будемъ 
иИмМЪТЬ 


А-В = 0 

АГ +Ы- ОГ О=0 

Арр-- Вь-- С’--р=0 

о  499-- Ва-- ба Р=0_ 

‚ Помножая первое изъ этихъ равенетвъ на 4’ Б, а третье на 
АР--В и вычитая результаты, получимъ 


(ак В) (ду В) р (ли В) (ОКРАИН В) (+ Р)=, 


откуда 


(9) 





(АК-Е В) (Аю’-- В) &—в)=(Ар— СВ) #-—Р)- 
Точно такъ же изъ второго и третьяго равенетвъ получимъ 
(АР-- В) (Ар -- В) (1—вр)=(АБ— СВ) (Гр). 
РаздЪливъ почленно эти поелЪдвая равенетва, найдемъ 
АВ Вр _ И 
АР Ве ЕР 
Подобнымъ же образомъ, пользуясь первымъ, вторымъ и четвер- 
тымъ изъ равенетвъ (9), будемъ имЪть 
А-В №—9а #4 
АРВ 1 Г 
Изъ этого и предыдущаго равенства, наконецъ, находимъ по раз- 
дъленш 
—р.Ё—9 #-р.Е—9 У 
ре Ото * 19. СЯ 
Этотъь выводъ, предетавляюпий равенство сложныхъ отношений 
соотвзтетвенныхъь элементовъ, ееть не что иное, какъ результатъ 
исключен1я коэохишентовъ А, В, С, Ш) изъ уравнев!й (9), а потому 
его можно предбтавить еще слвдующимъ образомъ: 


ЕК’, Ё, К, 1 

ЮГ, 1 

РРР, р» 1 

44,4, 4’, 1 

Тождественноеть этого еоотношевя съ (10) не трудно провзрить. 

142. Говрёхотвомь уравнен1я (8) вполнЪ опредёляетея завиеимоеть 
между дих’, т. е. проективное соотвЪтетв!е между двумя системами 
одного измфревн1я, когда изветны величины, пропорщональныя коэФ- 
хищентамъ 4, Б, С, Ш). Эти же величины опредфляютея изъ трехъ 


первыхъ ее группы (9), когда даны „три пары величинъ КиК’, 
ГиГрирг. 
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Это показываетъ, что проективное соотвзтетые вполн опредз- 
ляется или устанавливается поередетвомъ трехъ паръ соотвЪтетвенныхъ 
элементовъ. 

143. Проективнымъ соотв тетнемъ могутъ быть связаны не только 
элементы двухъ различныхъ еистемъ, но и элёменты одной и: той же 
‚ системы. Мы можемъ, напримвръ, предположить, что дв прямыя, между 
точками которыхъ имфетъ м%3ето проективное соотв тетв1е, совпадаютъ 
между собою, велЪдетв1е чего соотвзтетвенными бухутъ точки одной и 
той же прямой, разематриваемыя, однако, какъ принадлежаныя двумъ 
различнымъ рядамъ. Тоже самое можно сказать о двухъ пучкахъ, когда, 
ихъ центры совпадаютъ !). т 

Во везхъ этихъ елучаяхъ, такъ же какъ и для различныхъ еистемъ, 
соотвзтетве опредвляетея поесредетвомъ уравнен1я (8) или равенетва 
сложныхъ отношей (10). Но, при еоотвзтетыи между элементами 
одной и той же сиетемы, х и х въ уравненши (8) могутъ означать ко- 
ординаты соотв тетвенныхъ элементовъ относительно однихъ и тьхъ 
же начальныхъ или основныхъ элементовъ. Вели при этомъ предполо- 
жимъ, что =, то будемъ имЪть, что есоотвЪтетвенные элементы 
совпадать. 

Такой элементъ, который совпадаетъ съ евоимъ еоотвЪтетвующимъ, 
называетея двойнымь. | 

При 1==’ уравнене (8) обращается въ 

А (В Ож-- Э=0 
и въ этомъ вид опредзляетъ двойные элементы. Такъ какъ оно вто- 
рой степени, то даетъ для х два дЪйствительныя или мнимыя значе- 
н1я. Отеюда заключаемъ, что двойныхъ элементовъ не можетъ быть 
болЪе двухъ, или, что ихъ ВОО два, но они могутъ быть дЪйетви- 
тельными или мнимыми. 

Такъ, наприм$ръ, при проективномъ еоотвзтетвли между точками 
прямой, на ней сущеетвуютьъ двЪ (дЪйствительныя или мнимыя) двой- 
ныя точки, и, при проективномъ соотвзтетвьи между тучами пучка, въ 
немъ существуютъ два двойные луча. 

144. Когда на прямой ливи разематриваютея два проективно-ео- 
отвётетвенные ряда, то каждую точку этой прямой можно принимать 
за точку того или другого ряда, такъ что соотв тственныхъ ей точекъ 
будетъ, вообще говоря, двЪ. Вели же какой-нибудь точкв прямой ео- 
отвзтствуетъ одна и та же точка въ обоихъ рядахъ или, другими ело- 
вами, если дв точки соотвзтетвуютъ другъ другу независимо отъ того, 
къ какому ряду каждую изъ нихъ относимъ, то ихъ называютъ с07я- 
женными. 


Г) Центромъ пучка называють точ, ВЪ Которой пересъкаются Е со- 
ставляющ1я его прямня. 
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- Шредполагая, что пи и суть координаты. двухъ вопряженныхь 
точекъ, мы будемъ имЪть, что уравнеше (8) должно удовлетворятьея 
какъ при = и х ==и, такъ и при х=”’, х==и, т. е, должно быть 


Апя’ ВН Ст 2—0 
и Ат’ Би + Си )р=0, 


откуда, по вычитани, 


(БВ — С) — 0, 


и если только я не равняется п’, т. е. разематриваемыя очки не со- 
впадаютъ, то В=0(. Уравнеше (3) обращаетея, елЪдовательно, въ. 


Аа’ -- Ва р=0,........ [5 


и такъ какъ въ этомъ вид оно симметрично относительно х их, то 
каждыя двЪ точки, опредвдиёныя. этими _ величинами, должны: орь ео- 
пряженными. 

Мы видимъ, такимъ` образомъ, что при проективномъ соотвЪт- 
стан между точками прямой или вовее не сущеетвуетъ сопряженныхъ 
точекъ (кромЪ двойныхъ), или всЪ соотвфтетвенныя между собою точки 
суть сопряженныя. 

СоотвЪтетв1е этого поелЪдняго рода, её инволюшоннымь 

соотвъытетвемь или проето инволющей. Очевидно, что оно можетъ им ть 
мфето между элементами и другихь еиетемъ первой степени. 
145. Поередетвомъ уравненшя (11) вполнз опредЪляетея инволюшя, 
когда извзетны величины, пропорцональныя коэффищентамъ А, В, Ш. 
| Это позволяетъ заключить, что инволющя опредзляетея или устана- 
вливается двумя парами сопряженныхъ элементовъ, и что между шеетьюо 
величинами, опред$ляющими положен1е трехъ паръ сопряженныхъ эле- 
ментовъ, должно существовать опредфленное соотношение. 

Полагая, что эти величины суть бий, [иГ, т п 9%, будемъ имъть 


АРХ БЕ + ЕР) О=0 | | 
АР БЕ -Е)у+ЬО=о .. миди в (12) 
Атт-- В(т--т)--Рр=0_ 


Вели вычтемъ второе ИЗЪ этихъ аа ИЗЪ рег, ТО Е: 
А —№)- Ве-Е-1--Р=0 
или | (АБ -- В)Е— ВР—=(АТРВЛ— ВЕ. 


откуда, отнимая отъ обзихъ частей по АГ, найдемъ 


(+в а—п=(а вари) 
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Подобнымъ же образомъ второе п третье изъ равенетвъ (12) даютъ о 
КАР (—т)= (Ат- В} (т—Г), 
и такъ же точно изъ перваго и третьяго изъ Е (12) получимъ 
(Ат + В) (т—\)= =(АР-- В) (К-т). | 
Перемноживъ почленно три поолфдея равенства, вайдемъ по .60- 
кращен1и | 
(&—Г)(—т') (пт— К) =(1-— №) ®— т) (Е—пт) 
(Е —Г)1—т)(т— №) < 
(® Г Р@ти-во —=— |1, .. к д бе в (18) 
‘что и предетавляетъ упомянутое сботношене. 'Такъ какъ оно ееть ре- 
зультать исключеня изъ равенетвъ (12) коэФФищентовъ А, В; Т, то 
ино быть равнозначуще СЪ 
НИ о РИ ао 


и’ т у, 1 


ИЛИ 


Тождественноеть этихъ квухъ соотношен\ ‘легко можетъ быть про- 
вБрена. | 
146. Положимъ, что.мы имфемъ шесть прямыхъ лин, составляю- 
эцихъ пучекъ и выражаемыхъ уравненлямй: | 
7Ы—У=0 0— ЕТ} о 9 
П-4У--0, РУО, 0. . (48) 
(—тфр=0. От 7—0 | 


Перемножая ихъ первыя чаети по двъ, получамъ три многочлена 
второй степени: 
(И—ВУ7) (0-Е Ш 8) ДЕТ?>, 
((-17)(П—РУ)=10—@ ЧЕРОУ У, 
((—т Г) (И—т Г)= б?—(т-фт)ОТ- тит Т?. 
Если допуегимъ, что еумма произведен1й этихъ многочленовъ на 
нЪкоторые поетоянные множители у, 9, у тождественно равняетея нулю, 
то нетрудно убЪдитьея, что шееть разематриваемыхъ прямыхъ соета- 
вляютъ три пары. сопряженныхъ лучей инволюцщ1оннаго пучка. 
Въ самомъ дВлЪ, хопуекаемое тождество = 


—К7Х 0) 7+ 0—1 7Х О-РР)-Е(О—т7 (От =. (1 6) 
можетъ быть предетавлено еще слвкующимъ образомъ: 


_ 0 Хоа Ры СУЬ&-Н и) + АР) тт я + 
- (РЕК ня ОР ттт )= 0, 
и дня того, ‘чтобы оно имЪло мЪето при веякихъ значетяхъ перемвн- 
ныхъЪ, необходимо должно быть | 
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рт9-тг=0 
ЕК) -Наа-нр- тт) =0 1... 0... (17) 
РКК -- а-- ги ==0 


Эти же поелздн!я равенства, которыя можно разематривать, какъ 
три однородныя уравневя первой степени съ тремя неизвЪетными р, 4, ", 
возможны совмфетно (ем. стр. 30) только при услови 


во 3. 1 


И, ВЕР, мат |==0, 
К, 1, т 


тождественномъ съ (14) или (13), которыми, какъ показано, и выра- 
жаетея инволюп!онное соотвЪтетвие. 

Очевидно, что и обратно, при уелови, что шееть прямыхъ (15) е0- 
етавляютъ инволюц1ю, т. е. при сущеетвован1и соотношеня (14) или (13), 
имфютъ м$ето равенства (17), а съ тёмъ вмфетБ и тождеетво (16). 

Поелвднее можетъ, елЪдовательно, также служить признакомъ или 
уселов1емъ, при которомъ прямыя (15) соетавляютъ инволюцю. 

При помощи этого признака мы можемъ, напримфръ, убЪдиться, 
что три пары лучей, дьлящихъ гармонически одинъ и тотъ же уголъ, 
соетавляютъ инволюц!ю. 

Еели стороны угла выражаютея уравнев{ями 0—0 и 7—0, то 
у равнен1я этихъ трехъ паръ лучей будутъ: 


И—Е 7—0, ПО-ЕТГ=0\ 
(1—1 7—0, И Т==0 В а зы 2 (18) 
(—тГ=0 ПО-4т7И= 


Услове (16) принимаетъ въ этомъ елучаЪ видъ 
20—77) 9(02— РУ) (0*—т?Т)=0 
и, очевидно, удовлетворяетея тождественно при 
2=—Й—т?, 9—1? — 1, 7 —Р. 

Въ томъ же можно убЪлитьея, замЪчая, что уравнен1я В пред- 

етавляютъ частный случай уравневай (15), когда 
К—— А, Г—=—Ь Ж——т, 
а въ такомъ случаз еуществоване соотношений (13) и (14) очевидно. 

Изъ сказаннаго заключаемъ также, что и пары точекъ, длящихъ 
гармонически отрфзокъ между двумя данными точками, составляютъ 
инволюцю. 

147. Покажемъ въ заключене, что шесть прямыхъ лин, еоеди- 
няющихъ произвольную точку плоекоети съ шестью вершинами похнаго 
четырехеторонника, составляютъ инволющонный пучекъ. 

_ Пусть етороны разематриваемаго четырехеторонника ВА’, АВ’, АС’ 
и 4’С’ (виг. 36) выражаютея поелдовательно уравнен!ями: 
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(Л =0, ба==0. (з==0, (4—0, 


и пусть, кромЪ того, уравнен1я трехъ прямыхъ, соединяющихъ произ-- 

вольную точку 8 еъ тремя точками 4’, В’, С’, въ которыхъ четвертая- 

сторона пересзкаетъ три остальныя, будуть 

поелъдовательно й | 

У: =0, Г2=0, У:=0... . (19) 

Въ такомъ случа должны существовать 

три такля поетоянныя величины №, ри, 
что будемъ имЪть тождественно 

7! —= (4—2 От, 7-—0.— И, Ра 0—т 


Такъ какъ. при этомъ 





7 — Гз—т 03 або 
Уз— У! = ( —7т Оз, 
7: — 7—1 05—01, 


то убЪждаемея, что три уравнен1я и 
Г. — Гз=0, 7:— И! =0, 7: —7И.=0 ооо (20): 


предетавляютъ прямыя, соединяющ]я точку 5 съ тремя точками 4, В,- 
С пересЪченя прямыхъ 


(Л =0, (76 —0, (0—0. 


Если перемножимъ попарно первыя чаети и (19) и (20),- 
то будемъ имфть тождественно 


У(’— Р-Р. а 7) - 7 У, —7>)=0. 


СлБдовательно, эти уравненя удовлетворяють уелов!1ю (16) при: 
р=0==7==1, а потому выражаемые ими лучи пучка © составляютъ- 
инволюцю. 

Сопряженными лучами будутъ, очевидно, т, которые проходятъ. 
черезъ противоположныя вершины Аи.’ Ви В, Си С. 

148. Изъ сказаннаго_ легко убздиться также, что шесть точекъ, 
въ которыхъ стороны полнаго четыреугольника переезкаютея произ-` 
вольною прямою, воставляютъ инволюц1ю. 

°Въ самомъ дл, мы. предполагали въ предыдущемъ, что етороны 
четырехеторонника и точка 5 (Фиг. 36) взяты произвольно; но оче-- 
видно, что дия построемя той же самой Фигуры можно взять произ- 
вольно четыре точки „4; В, (С, Б и прямую .А’С’. Принимая эти 
четыре точки за вершины полнаго четыреугольника, будемъ имфть, что. 
его стороны переезкаютея прямою .4’С’въ тхь же шести точкахъ 
х, В, 7, А’, В’, С’, въ которыхъ эта прямая пересфкаетъ пучекъ К,. 
по доказанному инволющонный. Отеюда елфдуетъ, что и эти шесть. 
точекъ также составляютъ инволюпю. 
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ПримБры и задачи. 


°1. Показаль, что если ‘уравнешя сторонъ треугольника въ нормальной 
„форм суть: Га=0, Т.=50, `Т3==0, %» длины ихъ равняются  соотвтетвенно 
9, 4, 4, то уравнев!я меданъ этого треугольника, будуть: 


41 Г — 415 =0, 4515 — азЁз = 0, [3 — 11 =0. 


.2. Показать, что если уравнен!я четырехъ сторонъ четы реугольника, ВЪ 
‚ нормальной форм суть: Гл=0, [е=0, [3—0, 14—50, а длины ихъ равняются 
‚соотвфтственно Ч, 42, @з, 4а, то уравнеше 


Ч — 4 Г» + 41: —а/4=0 


‚выражаетъь прямую, проходящую чрезъ средины дратоналей этого четыре- 
УГОлЬниКа. 
3. Ланы двф прямыя, выражаемыя уравнешями ([Л—=—0 и 0—0. Что 


‚выражаеть уравнене 
а? Е = 


гдЪ а, 6; с, суть постоянныя величины? 
Отв. ДвВЪ прямыя, проходящая черезъь точку пересБченя данныхъ.. 


4. Относительно ‘трилинейной системы координатъ дана, точка, (41, @э, @3,). 
Найти уравненя прямыхъ, соединяющихъ эту в, съ вершинами и 
наго треугольника. 

Отв. ах! —ацхо==0, аз, —ахз=0, азхо — вохз == 

5. Относительно трилинейной системы координатъ двЗ точки опред$ля- 
‚ются координатами 41; 42, @з и 61, 6», 63. Найти уравнеше прямой, соединяю- 
щей эти точки. 

Отв. (азбз — азбэ) а + (аз61 — а16з)хо + (а16э — а 1): = 

6. Найти уравнешя прямыхъ, соединяющихъ вершины координалнаго 
‚ треугольника съ точкою пересфченя прямыхъ, данныхь уравненями: 
| т + тьхо + туз == 0, 

7215 — пох —- 733 —= —0. 
Отв. - (Из — тт), + (1573 — тзпо)хе = 0, 
(тит — тата) (тупо — татз) сз = 0, 
(тетя — пипо)хо + (тут, — ипз)жз =0. Ра 

1. Относительно трилинейной системы координать дана прямая урав- 

‚нешемъ 
7121 - тожо -- тзжз = 0. 

Найти воординаты точекъ, въ которыхъ она перескаеть стороны коорди- 
натнаго треугольника, & также уравневшя прямыхъ, соединяющихь Эти точки съ 
противоположными вершинами координалнахго треугольника. | 

Отв. ( -г 7,—7И, 0), ( + 7, О, —7т\), (0, + т, — 775); 

тия - тот =0, тая + тзхз =0, тот» + 782 ==0, 

8. Полагая, что Ху, Х», Хз суть внутренше углы координатнаго треуголь- 
ника, вайти уравневмя меданъ этого треугольника. 
Отв, 22 310 ХА — ихозш Ао =0, 

ЕК зла 1т Хо рут Хз=0, 

ила Аз— и! шт А, =0, 
МдЬ м1, Мо, Ыз суть параметры отношений. 
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9. Какъ выражаются чрезъ углы кординатваго треугольника координаты 
срединъ сторонъ его въ случа, когда три параметра отношевшй равны между 
собою? 


Отв. (вт Хо, зш Ау, 0), (зщ Х.+, 0, зт Х.), (0, зв Хь, зш Х.). 

10. Найти уравнен!я высотъ координалнаго треугольника, предполагая, что’. 
координаты барицентрическля и что внутреные углы координатнаго треуголь-. 
ника даны. 

Отв. п Х—9 А =0, 9 Х— жж Х=0, в Х— жи ХФ = 

11. Относительно прямоугольной системы координатъь даны двф точки: 
д==3, У=5 и 4=12, у=лА. Найти дв прямыя, проходящя черезъ налало- 
координатъ и раздфляющ1я гармонически какъ эти точки, такъ и уголъ между. 
осями координатъ. : 

Отв. 55 —6бу=0 и бд + бу— 0. 


12. На оси абсциссъ даны дв пары точекъ:%==3, 7=2 и д==5, х=1, 
опред$ляющйя инволющю. Найти точку, сопряженную въ этой инволющи съ. 
началомъ координалъ. 

Отв. х=11: 


13. Инволющонный пучекъ имфетъ . центрь въ начал координатъ; дв 
пары сопряженныхь лучей этого пучка выражаются уравнен!ями: 3% -- 4у=0, 
22-- 5у=0 и я—2у=0, 35—2у==0. Найти лучи, сопряженные съ осям. 
координатъ. 

_ Отв. «—1у=0 и 135 +4у=0. 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 


Обния свойства ли второго 
порядка. 


"ЕБЕТ НЕ ЧЕН 


$ 1. Предварительныя замбчаня. 


149. Ливн1и второго порядка суть простзйпия и, вмфет5 еъ тёмъ, 
чаиболЪе изученныя изъ элгебраичеекихъ кривыхь. Еще въ глубокой 
‚хревноети он были изучаемы греческими хилософами и геометрами, 
какъ получающияея оть пересЪчен!я различными плоекоетями прямого 
круглаго конуса. Это составляетъ причину, ПО которой имъ и въ на- 
етоящее время дается назваше конических’ съченй. Первое извфетное 
‚систематичеекое сочиненте объ этихъ кривыхъ принадлежитъ Аполло- 
э1ю, ученому алёександр1йекой школы, жившему около 247 года до Р.Х. 
Съ возникновенемъ Анэлитической Геометрли и введевлемъ метода ко- 
‚ординатъ, изучение коническихъ сБчеюй сдфлалось наиболзе легкимъ. 
и теорйя этихъ кривыхъ пр1обрЪла такую общноеть, какой не могла 
имзть до того времени. 


150. Самый обпий видъ уравнев1я второй етепени съ двумя не- 
извЪзетиыми есть | 


А? -- Вху- Оу Пе Бу Р=0...... (1) 


При данной прямолинейной систем» координатъ это уравнене пред- 
Ф©тавляетъ вполнф опредвленную лин!ю только тогда, когда въ немъ 
коэФФищенты А, Б,...ЕР имъютъ вполн опредёленныя алгебраическя 
значетя. Разематриваемое .въ предположени, что коэффишенты его 
еуть вакя угодно алгебраическая величины, это уравнен1е можетъ отно- 
‚сительно всякой прямолинейной системы координатъ предетавлять лю- 
бую линшю второго порядка, а потому и называетея общимь уравнешемь 
этихъ кривыхъ. Понятно, что вез заключеня, выводимыя изъ него 
въ этомъ предположенш, будуть отноеитьея ко вефмъ возможнымъ 
литямъ второго порядка и будутъ, елФдовательно, предетавлять обийя 
свойства этихъ лин. | 

Когла линмя второго порядка должна быть найдена по какимъ- 
мибудь геометричеекимъ условямъ, то, предполагая, согласно сейчаеъ 


— 111 — 


сказанному, что эта лиюшя выражается уравненемъ (1), мы будемъ 
имфть дЪло еъ опредфленемъ, по даннымъ уесловлямъ, коэффищентовъ 
этого уравненя. 

Но такъ какъ значене уравненя (1) не изм$няетея отъ умножен1я 
всЪхъ его коэФФеишентовъ на одну и ту же постоянную величину, то 
вопроеъ сводиятея къ нахождетю какихъ-либо шеети величинъ. про- 
поршональныхъ коэфоищентамъ 4, Б,...Е, или, что ‘вее то же, къ. 
нахожден1ю отношенй какихъ-нибудь пяти изъ этихъ коэхфищентовъ 
къ шестому. Эти отношеня суть, елвдовательно, параметры лиши вто- 
рого порядка (ем. етр. 37), и потому можно сказать, что общее урав- 
нене лин!1Й второго порядка зависить отъ пяти параметровъ. 

Еели линя второго порядка проходитъ черезъ начало координать, 
то въ уравненш (1) поелВде!Й коэфФхищентъ Ёдолженъ равняться нулю. 
Если же ливя не проходитъ черезъ начало координать, то, раздфляя 
0б% части уравнен!я (1) на Ё, мы можемъ поелЬдн1Й коэФищентъ ед%- . 
лать равнымъ единиц%. Уравнен1е лини второго порядка можетъ, сл%- 
довательно, быть ЖИ въ этомъ елучаБ въ видЪ 

А’? -- В’ху-- С’ Пх-- Еу-1=0, 
гв А’ Б’,...Е’, суть отпошевня пяти первыхъ бо еьве урав- 
нен1я (1) къ послЪднему. 

151. Лия второю порядка вполнъ опредъляется пятью иринадле- 
эжащими ей точками. р . 

Въ самомъ дЪлЪ, пуеть будутъ даны пять точекъ: (21, 91), (22, 4), 
_@з, Уз), (4 у:) и (25,45). Предполатая, что ливя второго порядка, 
проходящая чрезъ эти точки выражаетея уравнешемъ (1), и подетавляя 
въ него на м%ето неизвЪетныхъ 5х и 9 координаты каждой изъ данныхъ 
точекъ, мы получимъ пять равенетвъ: 


Ат? Вх Су Ба Е Р-Р Е=0 
Ахэ?-- Баху? —- Суз*-- Одо -- Ру -- Е=—0 | | 
4А3-- Бузуз-—- Суз*- Оз Емз + Е=0 ` ем (2) 
Аха” —- Бяуа -- Су? —- Ох. -- ЕЁ. -- ЕР— | 
Аль? -|- Вау + Су’ 5 НЕ -- Е=0 | 


Относительно коэхфищентовъ 4, Б,...ЕР эти‘равенетва суть одно- 
родныя уравнеюя первой степени, а потому изъ нихъ (ем. стр. 32) 
величины, пропоршональныя этимъ коэффищентамъ, могуть быть най- 
дены. При этомъ для каждаго отношеня двухъ какихъ-нибудь коэФФи-. 
центовъ получаетея единственное значене. Такимъ образомъ, предло- 
жене доказано. 

Изъ сказаннаго видимъ, межлу прочимъ, что уравнеше лиши вто- 
рого порядка, проходящей чрезъ пять данныхъ точекъ, получается, какъ 
результатъ иеключеня коэффищентовъ 4, Б,...Е изъ шеети уравне- 


вй (1) и (2). 
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Въ чаетныхъ случаяхъ, при нЪкоторыхъ соотношемяхъ между’ 
координатами данныхъ точекъ, изъ уравневй (2) могутъ получаться: 
неопредвленныя значеня для отношен1 иекомыхъ коэффищентовъ. Это 
показываетъ, что пять данныхъ точекъ, воолнЪ доетаточныя для опре- 
дъленя проходящей чрезъ нихъ кривой второго порядка по евоему 
числу, могутъ быть недостаточны для этой цфли по евоему раеположеню. | 

152. Предположимъ теперь, что кривая второго порядка дана, и 
постараемея найти точки ея перееЖчен1я съ прямою. | 

Пусть данная кривая выражаетея общимъ уравнешемъ (1) и пуеть 
уравнен1е разематриваемой прямоН будетъ взято въ видъ 


ужи. ее. (3) 


Чтобы найти координаты иекомыхъ точекъ, нужно эти уравненя 
 ЫшитЬ совмъетно. 


Исключая изъ нихъ неизвЪетное у, получимъ 


Ах Бхта--п)- Сир Ох Ета п) + Е==0 
ити И-М Р=0, (ее. ем (4) 
г полагаетея | 
М=А-- Бт- От”, 
№—=(В-+-2Сти--(Р-Ет), 
Р= Оп? Еи РГ. | 


Тавимъ образомъ, для опред$леня абециееъ точекъ пересЪченя 
мы имфемъ квадратное уравнен!е (4). Каждой найденной изъ него 
абецдиеев соотвЪтетвуетъ едпнетвенная ордината, которая опредЪлитея 
изъ уравненля (3). 

—  Уравнеше (4), смотря по значен!ю его коэфФищентовъ М, №, Р, 
можетъ имЪфть или два дЪйствительные, или два мнимые корня. Такими 
же въ еоотвЪтетвенныхъ елучаяхъ будуть и иескомыя точки пере- 
съченя. Не дВлая различ1я между этими случаями, можно сказать, что 
диия_ второю порядка пересткается всякою ор №00 6 061 ут (дЪйетви- 
тельныхъ или мнимыхъ) точкало. 

153. Когда двз точки переевчен!я В Нотвительныя и различный, 
то прямая (3) называется сЪкущей, а отр5зокъ между точками пере- 
еБченНя—20рдою. | 

Котгла уравнение (4) имфетъ равные корни, то двЪ точки пересвче- 
я совпадаютъ и, олВдовательно, хорда исчезаеть или равняется нулю. 
Въ этомъ елучав прямая (3) называетея кассительною къ кривой (1). 

Такъ какъ мнимые корни веякаго рее рн съ одною 
вой второго порядка, оЪ прямою - в томъ д, когда; ов МНИМЫЯ, 
будутъ вопряженными_ (см. стр. 68). Хотя дЪНетвительнаго пб рбевце 
въ этомъ елучав не проиеходитъ и, елховательно, не получается дВН- 
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отвительной хорды, но, твмъ не менЪе, можно говорить о хорд®, обра- 
зуемой прямою (3), какъ о нЪкоторой алгебраической величин, и мы 
знаемъ уже (см. стр. 69), что средина такой хорды, какъ ередина раз- 
сетоян1я между двумя есопряженными мнимыми точками, есть всегда точка 
дъйетвительная. 

154. Если случитея, что въ уравнени (4) коэфФищшентъ М рав- 
няется нулю и, селЪдовательно, угловой коэеФитентъ въ уравненш пря- 
мой (3) удовлетворяетъ уеловю 


А+ Вт-- От?=0,..... зе еннньнные (5) 
то будемъ имфть | | 


№ Р=0, 


откуда опредфляетея только одна точка перес5ченя. Но не трудно по- 
казать, что въ этомъ случа другая точка переезченя прямой (3) еъ 
кривой (1) будетъ безконечно удаленною (ем. етр. 10). 
Въ еамомъ дфль, рЪшеюше уравнетя ;(4) представляется, какъ 
извЪетно, въ видЪ | 
_— = У №— —4МР. 
2М 


Но такъ какъ при веякихь значенмяхь Л, № и Р имБють м5ето 








тождества 
— М--У№—4МР. р, 

м _ ШМ_ УР 
Е —М —М№М—\У №—4МР №—4АМР _ ОР 

М м, 
то этому рашеню можно дать видъ 

2Р 
— МУР МР. 

откуда видно, что при М(=—0 одно изъ значеншй х есть =, а 


2Р. 
другое > 


Такъ какъ услове' (5) не содержитъ` вовсе и, то при отомъ уело- 
вши лин!я второго порядка, выражаемая общимъ уравнешемтъ, перее%- 
кается въ безконечно удаленной точкЪ не только прямою (3), но и вея- 
кою прямою, съ ней параллельною. 

Изъ сказаннаго легко заключить, что при А=0. ливня, ‘выражае- 
мая уравненемъ’ (1), пересвкаетея въ безконечно удаленной точкь вебым’ 
прямыми; параллельными оен абециееъ, а при С==0 вефми прямыми, 
параллельными оси ординат. у = 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. _ 5 
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155. Уравневе (3) представляеть прямую, проходящую черезъ 
начало координатъ, когда въ немъ я и когда, ел$довательно, оно 
имЪъетъ видъ 


Для того, чтобы эта прямая ветр$чала кривую (1) въ безконечно 
удаленной точкЪ, нужно дать угловому коэхФфищенту значене, удовле- 
творяющее уелов1ю (5). | | 

Но изъ уеловмя (5), какъ квадратнаго уравненя относительно 13, 
получалютея дхя этой величины два значеня, дьйетвительныя или мни- 
мыя. Это показываетъ, что чрезь начало координатъ проходятъ всегда! 
двЪ дфИствительныя или мвимыя прямыя, пересВкаюция кривую т 


р о ны 4 
—— 


рого порядка въ ‘безконечно удалевныхъ точкахъ. 


———-————- 


Чтобы найти уравнен!я этихъ прямыхъ нужно величину 7% опре- 
двленную изъ условия (5), внести въ уравневе (6), или обратно; иначе 
говоря, нужно исключить 22 изъ этихъ двухъ. уравневй. 


О=-——-—-—-- 


Результатомъ исключен1я будетъ уравнене 
Аз? - Бху-Р Су?=0, 


которое, какъ мы уже знаемъ (ем’етр. 72), предетавляетъ совокупноеть 
двухъ прямыхъ дЪЙетвительныхъ и различныхъ, когда В2—4А0`>0, 
дъйетвительныхъ и совпадающихъ, когда Б2—4АС—0, и, наконець, 
мнимыхъ, когда Б* —4АС< 0. 


Итакъ, однородное уравнее, ‘которое получаемъ, приравнивая нулю 


_ > = >“ 


три члена, второго измзрен1я ВЪ общемъ уравнения лини второго по- 
рядьа, выражаетъ совокупность двухъ ‚прячыхъ, рощи черезъ 


——— ИИ ое > —% 


начато координатъ и ‘ветрёчающихъ эту лин!ю 81 ВЪ  безконечно ухалея- 
ныхъ точкахъ. 


156. Такъ какъ принимается, что на каждой прямой безконечно 
удаленная точка единственна (ем. стр. 10), то вев параллельныя прямыя 
‘ветрзчаюция лиюю второго порядка въ безконечноети, имъютъ съ нею 
одну и ту же общую безконечно удаленную точку. Отеюда ехкуетъ, 
что линя второго порядка не можетъ имзть другихъ безконечно уда- 
ленныхъ точекъ кромЪ тьхъ, въ которыхъ она перескаетея прямыми, 
проходящими черезъ начало координатъ. Это показываетъ, что лия 
второго порядка не можетъ имЪть ‘боле двухъ безконечно. удаленныхъ 
точекъ. Е 


Смотря 1 по чиелу ВН твительныхъ безконечно удаленныхъ точекъ 
лини второго порядка раздвляютея на три рода; 1) эллимсыь, не имз- 
юнще вовсе безконечно удаленныхъ точекъ, 2) итерболы, имЪзюпля двЪ 
различныя безконечно удалённыя точки, и 3) параболы, имъюпия дв* 
совпадаютия безконечно удаленный точки. . 
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На основани предыдущаго видимъ, что ‘общее уравнене е второй. 
степени (1) должно предетавлять эллипеъ, когда В*—4А0<0, ‘типер- 
болу, когда Б*--4АС`>0, и параболу, когда В —440=0. ть 

` Ниже мы раземотримъ болфе подробно значешя общаго уравненя 
въ этихъ трехъ случаяхъ. 

157. Для того, чтобы прямая (3) была касательною къ кривой 
второго порядка, выражаемой общимъ уравнешемъ, нужно, чтобы урав- 
нене (4), опредёляющее абециесы точекъ перес$ченя этихъ линй, имЪло 


равные о что, какъ извзетно, можетъ имзть м5Ъето только при уелови 


№—4МР=0 


или 

КБ-2Оти-- (р Етр = А- Вт Ст?)( Ст? -- Еп-- Е),.. СТ) 
которое, елБдовательно, и можетъ быть разематриваемо, какъ уеслове 
воприкоеновегя. 

Въ предположени, что прямая проходить чрезъ начало коорди- 
натъ, это уелов1е обращаетея въ 


(Р- Ет=4(А--Вт-- Ст)Е 
(Е—40Рт-- РЕ—ЗВЕт--("—4АР)=0..... (8). 


Изъ него, какъ квадратнаго уравнен1я относительно 7%, получаютея 
для этой величины два дёйствительныя или мнимыя значения. Это. по- 
казываетъ, что черезъ начало координатъ проходятъ дв дъйствитель- 
ныя или МНИМыЯ касательныя ко веякой пиши второго порядка. 

Такъ какъ всякая точка плоекоети можетъ быть принята за начало. 

координатъ и относительно всякой системы координатъ лия второго 
. порядка выражается уравнетшемъ вида (1), то заключаемъ изъ ека- 
заннаго, что черезь всякую точку’ _проходять дв дъйствительныя_ или 
’мнимыя касательныя ко какой ‚ уюдно_ линии второю. порядка. 
Отеюда олхуетъ, что въ касательныхь координатах (ем... етр: 33) 
лини второго порядка должны выражатьея также уравнен!ями второй. 
степени. Это значить, что всякая. миия- второю порядка есть в5 то же 
время второю класса, (ем. стр. 94). Ра 

158. Чтобы получить уравнёвя касательныхъ, проходящихъ чер езъ 
начало координатъ, нужно величину т, опредъленную изъ уеловя (8), 
подетавить въ уравнеше. прямой 


ИЛИ. ` 





_у==т, 


или обратно. Другими еловами, нужно исключить т изъ этихъ хвухъ 
уравневй. Результатъ иеключен!я прехставляется въ вид однороднаго 
уравнен!я 


(0 ЗАРЕ (РЕЗ ВЕ (Е —4СЕу— 
выражающаго еовокупность этихъ двухъ касательныхъ. 
3+ 


Изъ этого уравневн!я видимъ, что двЪ касательныя изъ начала 
координатъ будутъ дфйствительныя, когда 
(РЕ 2ВЕ)?> (0*—4АЕХЕ?—4 СЕ), 
и мнимыя, когда 
(РЕ ?2ВЕ)*<(0*—4АЕ)(Е?—4 СЕ). 
Въ елучаЪ, когда 
(РЕ-ЗВЕ=(*—4АРХЕ?—40ЕР)....... (9 


0бЪ эти касательныя совпадаютъ и потому можно сказать, что чрезъ- 
начало координатъ проходить въ этомъ елучаз только одна касатель- 
ная къ лини (1). 

Равенству (9), которое, такимъ образомъ, ееть уелове сущеетво- 
ван1я только одной касательной, проходящей черезъ начало координатъ,- 
можно дать видъ 


ЕчАСЕ-— АЕ?— С 0*- БОЕ- БЕ)=0. 
Оно можеть имфть мфето только тогда, когда. 


И: —0 
или когда 6 


4АСЕ— АЕ?— 00-4 ВРЕ— В Е—0. 


Въ первомъ изъ этихъ елучаевъ, лин!я, выражаемая уравневлемъ (1} 
проходитъ черезъ начало координатъ или, другими еловами, точка, че- 
резъ которую проводитея касательная, лежить на еамой кривой. 

Во второмъ же елучаъ, какъ было показановыше(ем.етр. 75), вообщ е- 
уравнеше (1) предетавляетъ еовокупноеть двухъ прямыхъ. Чтобы по- 
яенить этотъ елучай, замътимъ, что подъ касательной мы разумъемъ. 
такую прямую, которая съ лишей, выражаемой уравненемъ (1), имъетъ. 
дв еовпадаюпия обпия точки. Когда уравнене (1) выражаетъ цв пря- 
мыя, то прямая, проходящая черезъ начало координать и ветрёчаю- 
щая ихъ въ двухъ совпадающихъ точкахъ, будетъ, очевидно, одна.. 
Это есть прямая, проходящая черезъ точку переевченя этихъ двухъ- 
прямыхъ. Иеключеше предетавляетъ только тотъ случай, когда объ пря- 
мыя, выражаемыя уравнешемъ (1), еами еовпадаютъ, и когда уелове (8), 
имЪетъ м$фето при веякомъ значени 7. 


$ 2. Центръ и д!аметры. 


159. Мы видфли выше, что для опредленя абециееъ точекъ пере-- 
еЪченя линш второго порядка 


Ал?-ф Вху-- Сут-- 0з- Еу-- ЕО о 

еъ прямою 
у—таи еее (2% 
елужитъь уравнене | 
Мх?-- № + Р=0, ........,.... 8» 


1 


гл 
И=А-- Вт-- Ст? 
И—(Б--2Оти--(р- Ет) 


2-68 
Р— (и? т Е | 


Предположимъ, что сефкущая прямая (2) проходить черезъ начало 
коорхинатъ и, ел$довательно, я==0. 

Если при этомъ дв точки переевченя ея еъ кривою (1) будутъ 
симметричны относительно начала координатъ (ем. стр. 6), то корни 
‘уравненя (3) должны имфть равныя абсолютныя величины и противо- 
положные знаки, 

Это можетъ быть только тогда, когда въ этомъ уравнеши коэФ- 
Фищентъ М равняется нулю, т. е., какъ видно изъ (4), когда 


ЭЙ О до оонаы а (5) 


Это поелзкнее равенство есть, сл$довательно, уелове, при кото- 
ромъ хорда, образуемая прямой 
у— 7/5, 


имфетъ середину въ началв координатъ или дфлитея въ началЪ коорди- 


эм ча.” и -.. мы ` 
=———---ы“- я чик, печь ль ид ша дымке иле ДчГЬ 7 > * т" ^^^ Пт. АААСАЕ о иен че ед ры ряде ет течи 9 


НОЬ п пополамъ, 
160. Когда р=0 и Е—=0, то это уелов1е выполняетея, каково 
бы ни было 2, т. е. каково бы ни было направлеше хорды. Это по- 
зволяетъ едфлать елБдующее заключете: 
Если вь уюавнеши, представляющемь линию И, порядка, не су- 
чцествуеть членовь ©5 первыми степенями неизвьетныль, то веть жорды, 
’прожодяиия черезь начало кооюдинать, дълятся в5 немь пополамь. 
Очевидно, что справедливо и обратное заключеше, потому что 
уелове (5) можетъ выполнятьея при веякомъ ‚т только тогда, когда. 
—=0 и Ё—=0 
Точка, въ которой двлятея пополамъ вов проходящйя чрезъ нее 
хорды кривой второго порядка, называется чентромь этой зривой. 
Можно елфдовательно, сказать, что центръ кривой второго порядка 
веть точка, относительно которой ве точки этой линви расположены 
©имметрично. 
161. Предыдущимь заключенемъь можно воепользоватьея, чтобы 
найти центръ ливи второго порядка, ханной общимъ уравнемемь (1). 
Для этого положимъ, что точка, которой координаты вуть 
2—4 И у==6, | 
ееть центръ, и изифнимъ систему_ координат, такъ, чтобы начало но- 
вой системы находилось, Въ этой я ТОЧкЬ 1 и оси были параллельны преж- 
рмулы такого преобразовав!я координатъ будутъ: 


=<-+а и 9=—У-[6, 
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и, слЪдовательно, уравневе кривой (1) обратитея вь 


А(г-+ а) Ве а (у--9- СУ 5+ Ре -+9--ЕУ--Е=0 
Или 
22-- Вху -- Су?-- (2Аа-|- ВЫ Р)х-- (Ба-- 20-Е Аа” -- 
-- Баф-- 09° Ра-Р ЕБ--Р=0. 
На оеновави предыдущаго, въ этомъ уравнен!и не должно суще- 
ствовать членовъ еъ первыми степенями неизвЪетныхъ, т. е. должно быть 


2Аа— ББ О=0 и Ва 206 Е=0 


Это значитъ, что координаты а и $ центра относительно перво- 
начальной системы координатъ должны удовлетворять двум уравне- 
вямъ первой степени: 

2Ах- Бу )=0 и Бр 2буУ-- Е=0.... (6) 

Каждое изъ этихъ уравнен! въ откбльности выражаетъ прямую 
и центръ есть, слЪдовательно, точка -пересЪчен!я этихъ. ‚ прямыхъ. 

Такъ какъ точка пересечения веякихъ двухъ прямыхъ ееть един- 
ственная, то заключаемъ, что всякая лимя второю порядка можеть 
имымь только одинь центр. %, 
`` 162. Рьшая вовыъетно уравнен1я (6), получимъ длн координатъ 
центра ел5дуюция выражен!я черезъ коэффицленты уразненя кривой 


200—БЕ - ЗАЕ-—БО 
= 10 °— ВАО, 

Эти выраженя предетавляютъь конечныя и опредзленныя величины, 
когда В*—4АС<0 или когда Б?—4АС`>0. Нели же Б?—4АС==0, 
то величины эти суть безконечно большя. На этомъ основаши вс кри- 
выя второго порядка раздьляютея на два отдла: 1) кривыя центра- 
ныя, имъюпия опредвленный центръ, и 2) кривыя, не е илоюийя центра 
или, точнъе говоря, имвюшая центромъ безконечно удаленную точку. 

Ёъ первому отд$лу принадлежать вез эллипсы и гиперболы, ко 
второму только параболы. 

Наконецъ, возможенъ случай неопредвленнаго центра, когда 06а 
уравненя (6) выражаютъ одну ну и ту же прямую (ем. стр. 47) И `вогда, 
елфдовательно, каждая точка этой прямой иметь свойетва центра. 
Легко видЪть, что въ этомъ елучав уравнеме второй степени (1) пред- 
етавляетъ не кривую лин!ю, а совокупность двухъ прямыхъ. 

Въ самомъ коль, въ елучав а выражен для @ 
и 6 имвемъ 


202— ВЕО, ЗАЕ-ВЬ=0, В2—4А0=0..,.. (1) 
Помножая первое изъ этихъ равенетвъ на—1), второе на —-Ё, 
третье на —2Р и складывая результаты, получимъ 


(ААСЕ— 00:— АЕ? ВРЕ— В*Р)=0. 
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а это, какъ извфетно, и есть то услове, при которомъ уравнеше (1) 
выражаетъ есовокупноеть двухъ прямыхъ (ем. стр. 75). 

168. Если изъ двухъ поелёднихъ равенетвъ (7) опредфлимъ Си Е. 
и подетавимъ въ уравнение (1), то это поелЪднее, по умножении везхъ 
коэФФиЩщентовъЪ на ‘4А, приметъь видъ 


4 А??-|- 4 АВху- Ву? 4 Ах 2ВРу--4АЕР—=0 

или | 
(2А»-- Бу)? -- 20(2Ах-- Бу) 4АЕ=0 
или г Не 
(2Ах-- Бу О)—(0*—4АР)=0. 

Здвеь первая часть разлагаетея на два множителя. первой степени, 
которые, будучи приражачны вАрлько нулю, дадутъ два уравневя 
первой степени 


24-Е Ву РУТА 0 и. 24 
в 2Аз-- Ву-- Р—УП*—4АЕ=о0, д 


предетавляюция дв дЪйствнтельныя. или мнимыя прямыя, парадлель- 
ныя съ прямой, выражаемой уравневями (6). 
__ Итакь. въ случав _неопредвленнаго центра, двз прямыя, выражае- 
мыя _уравневшемъ второй степени, параллельны между-еобою. . 

164. Мы видфли (ем. стр. 115), что еовокупноеть двухъ касатель- 
ныхъ къ кривой второго порядка, проходящихъ черезъ начало коорди- 


натъ, выражается уравненемъ 
([2—4АРж-2(РЕР-ЗВЕдлу--(Е— 40Е)ду— 


Въ томъ случа, когда начало координатъ находитея въ центр 
и, когда, слЪдовательно, П=— == о 0, это уравневе обращаетея въ 


Алх?-- Вху-- Су*=0, 

которое, какъ было. показано выше (ем. стр. 114), предетавляеть еово- 
купноеть двухъ прямыхъ, ветрфчающихъ кривую въ безконечно уда- 
ленныхъ точкахъ. Отеюда заключаемъ, что двз прямыя лини, прохо- 
дянуя черезъ центръ. кривой второго порядка И вотрёчающуя ее въ 
безконечноети, `вуть касательныя къ этой кривой въ безконечно удален- 
ныхЪ точкахъ, "Такя прямыя называютея асилтитота. м. 

`` `Изъ предыдущаго легко заключить, что асимитоты гиперболы 
суть дЪЙйетвительныя прямыя, а асимптоты эллипеа мнимыя. 

165. Обозначимъ черезь 21, 91, И 142, 4 координаты концовъ. 
‚хорды, образуемой прямою (2), т. е. точекъ, въ которыхъ эта прямая 
пересЗкаетъ кривую (1). Въ такомъ случаЪ координаты средины этой 
хорды опредЗлятея по хормуламъ: 

па о И, 
О о 


вый 
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Но абециеем 21 и 25 суть, какъ мы знаемъ, корни уравненя (3), 
а потому, по свойству квадратныхъ уравненй, должно быть 
М 
я -- Хо=——- 
. И 


нли, по зам нЪ 1 и М ихь значенями, 
ии РРОРИ-ООН- Е 
А+ Бт- Ст? 

откуда для абециесы середины хорды получаемъ слфдующее выражене 
__ СВ 2Отти- (О--Ет з 

АВ бт №... ... 

Такъ какъ соотвЪтетвующая ордината можетъ быть опредзлена изъ. 

уравнен1я прямой (2), то для нея получаемъ елфдующее выражен!е: 
(Б--2Стуит- (О- Етут 
2(АВт- Си?) т 
которое, по приведен1и къ одному знаменателю и соединен!и подобныхъ 
членовъ, принимаетъ видъ 


мя 2А-- Втпи—(О-Етт (9) 
— А Би- 0 — а 
166. Если помножимъ выражене (8) на (2А-- Вт), а выражеше (9) 
на (В--2Ст) и результаты еложимъ, то получимъ еоотношене 
(А Бте--(В-2Отуу=—(Б- Ет) 
Или (2А-- Бт)х-+(В-2Сту--(Ф-Ет=0, ..... (10) 
не содержащее вовее и и потому имющее мото при веякомъ значе- 
ни этого коэфФишента. 
Но уравнеше (2) при данномъ т и непредзленномъ я выражаетъ 
ве возможныя прямыя, имъюпия данное направлен!е и, слфдовательно, 
параллельныя между собою. Соотношене (10) предетавляетъь поэтому 


рр и — зреть = нь иных ‚= 


зависимость между координатами. срединъ везхъ хордъ, параллельныхъ 
между _ собою; оно есть, елдфдовательно, уравнен1е геометричеекаго мФета 
срединъ везхъ этихъ хордъ. Такъ какъ оно первой степени, то заклю- 
чаемъ, что средины всожь хордь параллельныхь. между, собою, лежать 
на одной прямой. — - 
_— Такая п рямая называетея /Фаметромь лиш второго порядка. 
Изъ сказаннаго видимъ, что уравнене (10) ееть общее уравнене 
даметра. 
167. Уравнене (10) при веякомъ значении 7% предетавляетъ вполн® 


опредленную прямую, исключая того елучая, когда 


2А-|- Вт=В--2От=—=р-- Ет=0 


ея 


у=— 


"_-<-_`-— 


т. е. когда 
А В_р 
РВ. ВО 


55 =. ,. 
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Въ этомъ случав уравнене второй степени (1) выражаетъ, какъ 
показано выше, совокупноеть двухъ параллельныхъ прямыхъ. 

Мы можемъ поэтому сказать, что 65 кривыхь второю порядка 
всякому направлению 2орфь соотвттствуеть ‘единственный 1 _и_ опред: 
донный даме. 
_  Предетавляя уравнеше (10) въ видь 


у—тх-Н я’, 
мы будемъ имЪть, что угловой коэфхепщентъ дмаметра выражаетея елъ- 
дующимъ образомъ: 





‚_ 2А-Бт ‚7? 
9% —=—- В+ 20, ГР" в, ВИ СЕР) 


Отеюда видимъ, что еъ измненемъ направлевая хордъ изы$- 


-—-—-— 





м “>. * и вьируоьеет 


няетея, вообще говоря, и направлеше ‘даметра. | 


т = -“ 


= ==' > ` 


ИЕ Оч6Е предетавляетъ только тотъ елучай, когда В? —446=0, 
т. е. когда кривая второго порядка не. имъетъ центра. 
Въ самомъ дьлЪ, въ этомъ елуча$ 


2А_ В 2А _ Бт 
В 20“ В 20! 


‘откуда, 
2А--Бт _2А 
ВОт В’ 
@лздовательно, 
И —— ра 
Б 


_Направлеше маметра не зависить, такимъ образомъ, отъ напра- 
вленя хордъ. Это значитъ, что вс баметры, кривой второю порядка, 
не импющей центра, параллельны межд\ ‘60бою. оо Я + 

168: При уелови В2—4А0=—=0 уравненйе 


А2?-- Вху + Су*==0, | - 
предетавляющее двз прямыя, ветрёчаюная лию второго порядка (1) 
ВЕ безконечности, обращается, по умножен1и обЪихъ чаетей на 44, въ 


(2Ах-- Ву)*= 
‘откуда, са 
г. о, 
И 
ВЯ си. 


Это есть прямая, имфющая направлеше маметровъ. Слёдователь- 
но, ве маметры кривой, не имвющен центра, ветрёчаютъ ве въ без- 
конечности... — | 

Отвленайвь отъ безконечно удаленныхъ точекъ, можно поэтому 
сказать, что хаждый изь Фаметровь кривой, не имтющей центра, 
пересткаеть эту кривую только вь одной точь. 


Относительно кривыхъ центральныхь тЪмъ же евойствомъ обла- 
даютъ прямыя, параллельныя асимптотамъ. 
169. Общее уравнен1е даметра (10) 


(ЗА Бти-(Б-2Сту-(О-Ет=0 


можетъ быть предетавлено еще въ ел$дующемъ видЪ: 


(24. Бу-- р) Бу 2 Су Е)=0,...... (12) 
откуда видимъ, что веяк1И маметръ проходитъ ый точку пересз- 
чен!1я прямыхъ 

2А%х— Бу )=0 
и Бх-2Су-- Е=0 


Эта точка, какь мы уже знаемъ, есть центръ кривой, и потому 
заключаемъ, что весь баметры всякой центральной лиши второю по- 
рядка проходять черезь ея ценить. = А ТТ. 
_  Уравневе (12) обращается въ 
| ео 
при т—0 и въ 

Бх-! С Ее 
при ж==оо. Саъдовательно, прямыя, выражаемыя этими уравневн1ями, 
суть также маметры, и легко понять, что: первый изъ нихъ дВлитъ 
пополамъ ве хорды, параллельныя оси абцисеъ, а второй вез хорды, 
параллельныя оси ординатз. 

170. Соотношевше (11), представляющее завнеимоеть между угло- 
выми коэФфишентами хордъ и соотв$тетвующаго имъ д1аметра, можеть 
быть представлено ел5дующимъ ви 

2А-- Б(т-е)--2С ии = 0... ..... (13) 

Такъ какъ въ этомъ вид оно симметрично отновительно % и #’, 
т. е. не измфняетея оть взаимнаго перемъщеюя этихъ величинъ, то 
завлючаемъ, что, при измёнени направлешя хордь въ направлеше 
Деметра, это послёднее измёняетея въ первоначальное направлене 
хордъ. Веякому маметру соотвЪтетвуетъ, такимъ образомъ, другой д1э- 
метръ, проходяний черезъ средины хордъ, параллельныхъ первому, и 
въ то же время параллельный хордамъ, чрезъ середины которыхъ про- 
 ходитъ первый. 

Таже два дмаметра, изъ которыхъ каждый дЪлитъ пополамь хор- 
ды, параллельныя другому, вазывалютъ сопряженными. 

Для веякой центральной лини второго порядка существуеть без- 
численное множество паръ сопряженныхъ д1аметровъ. Соотношеше (13): 
можетъ, слфдовательно, быть разсматриваемо, какъ представляющее 
зависимость между угловыми коэефишентами двухъ какихъ бы то ни 
быдло сопряженныхъ даметровъ центральной лиши, выражаемой уразв- 
нешемъ (1). 
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171. Въ томъ елучаз, когда уравнен1е, представляющее кривую. 
второго порядка, не содержитъ члена съ произведенемъ перемнныхь, 
т. е. когда Б==0, маметры кривой, параллельные осямъ координатъ,. 
будутъ вопряженные. Въ самомъ дьль, соотношеше (13) обращается въ. 
этомъ случаЪ въ 


А-- Отт =0, 


откуда и видно, что, при #==0, м’=<о, или обратно. Это елфдуетъ- 
также изъ того, что при Б==0 уравнен1я 


ЗА#-+ Бу р= О и Бае- РН 


предетавляюпия два дмаметра, которые ом чрезъ средины хордъ,- 
параллельныхъ осямъ координатъ, обращаютея въ 


Ав =0 и 2буЕ=0. 
_ Отеюда заключаемъ, что когда въ уравненш кривой второго по-- 
рядка © 
6=В=Е=0 
т. е. когда это уравнене имБетъ видъ 


т Ее, 


оси координатъ суть два сопряженные рдаметра, и обратно: отноеи-- 
тельно осей координатъ, еовпадающихъ съ двумя сопряженными да-- 
метрами, лин1я второго порядка выражается‘ уравневемъ этого вида. 

172. Вели маметръ кривой второго` порядка перпендикуляренъ къ. 
хорхамъ, черезъ средины которыхъ онъ проходитъ, то его называютъ- 
осью или лавнымё баметромь этой кривой, а точки, въ которыхъ онъ- 
переезкаетъ кривую, ея вершинами. 

Для центральной кривой такому даметру ‚еоотвЪтетвуетъ, оче-- 
ВИДНО, другой, вопряженный съ нимъ и. обладающий тЪмъ же евой- 
ствомъ. Поэтому найти оси центральной кривой значить найти сопря- 


=— = [——ы„„..—.---`= 7+ 


женные маметры, перпендикулярные между. собою. 
Еели оси координатъ, къ которымъ отнесена, ливя второго порядка». 
прямоугольныя, то перпендикулярность между сопряженными д1амет-- 


рами, которыхъ угловые коэвФфищенты суть ти т’, выразитея условемъ- 





пит —=—1. |). < ={. 
И этого зависимость .(13) между этими коэФФишентами” 
обратитея въ 
ЗА Б(т-т)—20=0 
откуда | 
2(С— А 
р —— 
| Имзя, такимъ образомъ, сумму и произведене коэффишентовъ 2. 
и #', мы можемъ опредвлить ихъ, какь корни квадратнаго уравнен:я- 
Бит 2(АЫ- От—В=0. 


ыыы 


Такъ какъ это уравнеше при веякихъ значенняхъ А, Ви С имъеть 
дЪйствительные и различные корни, то‘ заключаемъ, что всякая _ цен- 
зиральная кривая второю порядка имъеть деть дъйствипельныя оси. 

ПоедЪднее квадратное уравнен!е не даетъ опредвленныхъ значешй 
для 7 только въ томъ елучаз, когда В=0 и А—=оО. Мы увидимъ 
вскорз, что въ этомъ елучаз уравнене второй степени (1) выражаетъ 
кругъ, для котораго, какъ извЪетно, всяк даметръ имветъ евойетва оеи. 
в 173. Когда центръ кривой находится въ начал координать, то 
‘уравневнле веякаго маметра будетъь 

у=—=1х. 


Исключая т изъ этого и предыдущаго уравнен1й, получимъ одво- 
фодное уравнеше 
Ваз- ^ 2 0— Др В г 


предетавляющее совокупноеть двухъ осей кривой. 

Выше мы имЪфли случай убфдитьея (ем. стр. 73), что этимъ урав- 
нен1емъ выражаются два бисектра угловъ между прямыми, выражае- 
мыми уравненемъ 


Ал? -- Бху- Су?== 


Отеюда заключаемъ, что 0си центральной кривой второю.. по- 
фядка дълять пополамь умы между асимттоталми. 


—— ————^ ------ 


114. Дия . кривыхъ, не имющихъ центра, очевидно, не суще- 
етвуетъ и еопряженныхъ даметровъ, потому что вс маметры такой 
кривой имфютъ одно и то же направление. 

Легко видфть, однако, что веякая такая кривая имзетъ оеь и, 
притомъ, только одну. 

Въ самомъ дьлЪ, для того, чтобы дмаметръ быль осью кривой, 
нужно, чтобы выполнялоеь уелов1е перпендикулярности его къ соотвЪт- 
етвующимъ ему хордамъ. 

Замзчая же, что для лин, не иибющихъ центра, угловой коэз- 
хищентъ д!аметра есть 


с® 2 А 
—= 5 


будемъ имфть, что это уелове перпендикулярноеги, въ елучаВ. прямо- 
угольной системы координатъ, ееть 


2А_ ; 
ре, 
тдъ. 20 есть угловой коэФФищентъ хорлъ, чрезъ середины котор про- 
ходитъ этотъ мэметръ. 


Отеюда нахолимъ, что 


= нь 9 


ине -4. 


2” 12555 


чвмъ опредфляетея направлеше хордъ, соотв®тетвующихъь оеи. Под- 
ставляя же это значеюме т въ общее уравнеше (10) аметровъ, полу- 
чимъ уравнен1е еамой оси !). 

175. ДвЪ точки плоекоети, лежапая на одномъ перпендикулярВ къ 
какой-нибудь данной прямой и на одинаковыхъ отъ нея разетоян!яуъ, 
называютея симметричными отноеительно этой прямой. 'Еели какая- 
нибудь хигура, обладаетъ евойетвомъ, что каждой ея точк* соотвзтетвуегъ 
другая точка, принадлежащая также этой Фпгурв и симметричная еъ. 
первой отноеительно н%которой прямой, то эту прямую называютъ 
осью симметрии Фигуры, & самое Фхигуру симметричною отноейтельно 
этой оеи. | 

Зам чая, что для веякой кривой второго порядка концы хорды, 
соотв тетвующей ея оеи, еимметричны относительно этой поел дней, мы 
можемъ заключить, что веякая такая кривая симметрична относительно. 
каждой изъ евоихъ осей или что оси кривой ар порядка суть ея 
оси симметууи. Рае. 


р мы 22 4275: 








Пратчетт. 


3 3. Васательныя и поляры. 


176. Для того, чтобы прямая лин1я была касательною къ какой-ни- 
будь кривой второго порядка, нужно, какь мы видБли, чтобы хорда, 
образуемая этой прямою, равнялась нудю. На этомъ 
основани подъ касательною къ кривой въ данной 
точкВ ЛИ: (Фиг. 37) елфдуетъ понимать прямую То, 
предетавляющую собою предзльное положене еЗку- 
щей 1115, вращающейся около данной точки до в 
тьхъ поръ, пока другая ея. точка 15 перееьчешя еь "ТВ  ЁВ Хх 
кривой не придетъ въ еовпадене еъ данной 1. Фиг. 87. 

Ноложимъ, что пре второго порядка выражается общимъ урав- 
нен1емъ. 





 Аз-- Вху- бу Ох В Е=0,...... (1) 
и пуеть (21, 41) п (25, 42) будутъ координаты двухъ точекь М и М» 
этой кривой. о 
Уравнеше еЪзкущей, ветр8чающей кривую въ этихъ двухъ точкахъ.. 
будетъ, какъ извЪетно (ем. етр. 48), 


`) Когда кривая второго порядка имфеть безконечно удаленный центръ,. 
то къ числу ея даметровъ, т.е. прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ, хозжна. 
быть отнесена прямая, вс точки которой суть безконечно удаленных. Эта, пря- 
мая иметь свойства даметра, сопряженнаго съ каждымъ другимъ д1аметромъ» 
а потому ве можно также разематриваль, какъ ось кривой. Можно, слфлова- 
тельно, еказаль, что кривая съ безконечно  удалевнымъ центром имзетъ, 
такъ же какъ и центральная, дв оси, во одна изъ нихъ есть базконезо уда. 
ленная всфми своими точками, 


557196 - => 





УПУаы И 
92—91 145 —@1 
И о (#— 21), 


тгдф первый множитель второй части” есть отношене отрфзковъ № 
и ЛМ, обралщающихея въ нуль, когда точка 1 еовпадаетъ еъ М. 

Такъ какъ точки Л и 2. принадлежать кривой, то должны имЪфть 
_мФето тождества | 


я А? Вали, + Оу? Ра -- Е, Е=0 в 
й _ Ата Ведь бу? О -- Вуз + Ро} °°°° 


изъ которыхъ находимъ. 
Ао? — а) Вау ати) О? — и) Раз) Еуз— и) 0. 
Это поел днее ча очевидно, . МОЖНО риа сл5дую- 
щимъ образомъ: 
(2—тУА(- ал) ы и --О]- (уэ— и)[Ва- Оу) Е] ==0. 


откуда 


—_—_—> по пни © 


ВелЪдетв1е этого предыдущему уравненю се%кущей можно дать видъ 
и А-В, 
^^ Ва Оф у )-ЕЕ | 
Такъ какъ оно имзетъ мзето при веякомъ положении точекъ М; и М> 
на, кривой, а слЪдовательно и тогда, когда эти точки оврадолоть то, 
полагая 


- Д;о — 41 И 9/2 — 91 , 
получимъ изъ него уравнете касательной 
ЗА - Бу +В 


= Ба ЕЕ(*— 21). Е Ч" (3) 


Оно можеть быть упрощено слздующимъ образомъ. 
Увичтожая знаменателя, получимъ 
(21 -- Ви -+Т)(—)-Е (Ва 20 + ЕХу—у)=0 
или ь 
м (2Ал-- Бу! Да --ЕВа-: 2 буен Ин 
| —2 Ад? 2 2 Бали -|-- 2Су:2-- Эл Еу1. 
_‚Прибавляя же къ обфимъ чаетямъ 
До -—- Е и--2Е 
зи принимая во вниман!е первое изъ равенетвъ (2), будемъ им®тТЬ 
(24а -- Ву -- Ру {+- (Ва +20. ЕЕ (ра + Еи-++2Е)=0 „. (4) 
Здвеьх и у суть координаты любой точки касательной, а 27 и У: 
- координаты точки Пе Слёдуеть замзтить, что уравнете 
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(4) симметрично относительно этихъ координатъ, т, е. оно не изм*- 
няетея отъ взаимной переетановки однзхъ координать на м%Ъето другихъ. 

177. Уравнеге езкущей, ветрёчающей кривую (1) въ двухъ точкахъ 
(21, У1) и (22, Уз), можетъ быть предетавлено еще слвдующимъ образомъ: 


А(р— а) — =) В(х —ааХу— у) + (уф и)у—и)= 
=44”-- Вау + С" -- Рё ЕЕ Е. 

° Въ самомъ дВлЪ, такъ какъ, по раскрыти екобокъ, члены второго. 
измзренля сокращаются, то это уравнене есть первой етепени и по-. 
тому предетавляетъ прямую. Такъ какъ, далБе, это уравнене, въ виду 
‘тождеетвъ (2), уковлетворяетея координатами 21, 9/1 и 42, У, то пря- 
мая, имъ выражаемая, проходитъ черезъ эти точки. 

_Слтёдовательно, полагая въ поелёднемъ уравневи 22==21 И У3==91, 
получимъ уравнене касательной въ олъдующемъ ВИДЪ: 


А(— 1) -- Бу) Оф и) = 
—.А*-- Вху-- Су Ох Ву Е. 
Отсюда, раскрывая скобки и ‘соединяя подобные члены, легко по- 
лучить и уравневе (4). | 
и 178. Мы видфли (ем. етр. и что вино ппаметра кривой 
(1) имзетъ видъ ии. 


(24«--Ву- РБ) икВх-2бу Е)=0 
гдз т есть угловой коэвхищенть хордь, чрезъ ерехины которыхъ про- 
ходить этотъ даметръ. | 

Если положимъ, что точка, д: у1) ееть одинъ изъ концовъ этого 
рламетра, т. е. точка, въ которой онъ нат кривую, то будемъ 
имъть 
(2 А ВУ РО) тж Ва +2Си + Е)=0 
откуда 
о 

Ва 2 +Е 


Но изъ уравненй (3) видно, ‘что это-ееть урЖовоЕ КоФиЩенТЬ, 
касательной въ точкВ (21, 4/1). 


Слвдовательно, касательныя во концахь какою - ‚нибудь _ баметра, 


—ж—ШщШщШ—Ш—ЫЫ———щ——.— 


кривой второю_ _ порядка. _параллельны _ жордамь М, средины _ которыжь на- 


= и 


Бодятся на на этомь даметь. 

179. № Коли кривая второго порядка, не иивющая центра, отнесена 
къ такой виетемв координатъ, что ось абециесъ совпадаетъ съ однимъ 
изъ маметровъ, а ось. ‘ординать есть касательная въ концё э этого ма- 
метра, то. уравнеше этой кривой принимаеть весьма простой видъ. = 

Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ въ этомъ случа кривая „проходитъ 
черезъ начало коорхиналъ, то должно быть Е=0. Такъ кажъ, далзе; 


хорды, параллельныя оси ординатъ, дЪлятея осью `абецисеъ пополамъ, 


"и — — 
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то каждой абециесВ должны соотвЪтетвовать дв ординаты равныя, во. 
противоположно направленныя. Это значитъ, что при каждомъ значени 
4 изъ уравнения кривой должны получаться два значеня для 9, раз- 
ныя по абеолютнымъ величинамъ, но съ противоположными знаками, 
что возможно только тогда, когда уравнев!е не содержитъ вовее чле- 
вовъ, въ которыхъ у входитъ въ первой степени. Слёдовательно, дол- 
жно быть В=0 п Е—=0 

Наконець, велЪдетве того, что кривая не иметъ центра, должно 
быть | 

Б*—4АС—0, 

откуда при Б==0, получаемъ А==0. 

Итакъ, въ уравненши кривой (1) четыре коэхфищента 4, В, Е и 
Е будуть равнятьея нулю, и потому уравнене это принимаетъ видъ 


- (У —0)х=0. 


150. Прямая л1 лин!я, ин, перпендикулярная къ касательной и проходя- 
цая черезъ точку ея прикоеновен!я, называетея нормалью КЪ кривой. 


ПЕЧЬ ИЕР ТЕМ ор ть и та д р р нтрнь ^ тр. аиаа 


—ы= —ыы—-=—- 


Изъь уравненя касательной легко вывеети ‘общее уравнен1е нормали. 
Положимъ, что система координатъ прямоугольная, и пуеть, какъ 
было и выше, координаты точки прикоеновен!я будуть а и у1. Урав- 
ненле веякой прямой, проходящей черезъ эту точку, какъ извЪФетно, 
имъетъ видъ 
У—У/1==4(1— 41), 
и если эта прямая перпендикулярна къ касательной, то должно быть 
атм=—=—2], 
гл т есть угловой коэфФищенть касательной, равный, какъ мы вп- 
дли, отношению 
_ ЗА -- Ву--Р 
Бя- 2 Су: Е. 


ИЕР 
Ч 2 Ал -- Бу -|- р 
и потому уравнеше нормали будетъ_ 


СлЪловательно, 





или ° 
(2.А-- Бу --В)у— у )—СБа-- 2 Су +-Е)(х—)==0. 
181. Положимъ, что прямая, соединяющая дв данныя точки М; 
и М», которыхъ координаты еуть 21, У: и 42, У», ветрёчаеть кривую 
второго порядка въ ‘иЪкоторой точк® МИ, и пусть отношене разетоя- 
т. 
НЙ этой Точки оть ланныхъ М, и Мо будетъ и Въ такомъ случаЪ, 


какъ извветно (ем. стр. 8), координаты точки И опредзлятея хормулами; 
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_ п-т __ 41-Е 2 
—  тфв '° *“ тя 





Такъ какъ эти координаты должны уковлетворять уравнен!ю кри- 
вой, то будемъ имзть 


Ипа тл\2 о та -- таз туз Е 2 \ С пу: -- туз ых 
# ее +5 ии /\ тп РИ ‹ тп З | 


+1( о) + в" ин + Ро 


или, по уничтожения знаменателей, 


А(па тез Вия ти) т ++ ту») Си! туз)? -- 
-- Р(их: - тат п) Епу + ту Хт-т)-- Вт Е п) = 0. 
Раскрывая скобки и раеполагая первую чаеть по степенямъ жия, 
дадимъ этому равенству видъ 


би? -- Рит- бт? —0,. (иене. (5}. 
гл положено для вокражщенля: 


Ада -- Вии + Си? р -- Ем! -Р Е= 8, 
Ао? --.Бд2у2 -- Суз? —- Духе —- Ву —- Е = ©, 

Величины &1 и 65 суть, такимъ образомъ, результаты подетановки. 
въ первую часть уравнешя кривой координатъь точекь М; и М». Что 
же касаетея величины Р, то это ееть результат замфны въ первой 
части уравнен1я касательной перем$нныхъ ‘координатъ координатами 
одной изъ точекъ М; и МЬ, а координатъ точки прикоеновенйя коор- 
динатами другой. 














т 
. оначенемъ отношен]я = опредфляетея,. какъ извфетно (ем. 


стр. 9), положене точки М на прямой НМЬМ.. _Изъ равенетва (5), 
которое можетъ быть предетавлено такъ: 
в) +Р (п)+я-о 
опред5ляютея два значен1я этого отнощевня, Фоотвфтетвуюпия двумъ 
точкамъ переебчен:я прямой М, М5 еъ кривою. | 
Эти значеня будуть равны между собою, когда 

_Р*—4 51 62==0 

ИЛИ 
[(2 Аа -- Ву Руа (Ва, --2 Су: + Е)у (Ра Ви --28)р— 

ыы -- Вау -- уг -- 2 Ву Е) Ж 

(Ал? -- Валу» -- Су? ры Во 

_ Мосльднее равенство есть, елъдовательно, услове, при которомъ 

прямая, соединяющая точки ‘М, и 15, есть касательная къ кривой. 


° Андреевъ. Аналитическая геометыя, : 9 | 
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ели точка Л. будетъ замЪнена какою-нибудь другою точкою, ле- 
кащею на той же касательной, то это уселовше не нарушитея. Отеюда 
аключаемъ, что уравнеше 


(2 А -- Ву - ре (Ва -- 2 би + Ем-- (Ба -- Ей 2Е)]? | 
чи Ва: + Си Ба Е. + Р)ЖХ а. (6) 
(дай Вау ОР Те Во | 


торое получаемъ изъ предыдущаго равенства, замфняя данныя коор- 
инаты 2, 9/2 неизвЪетными 5, 9, удовлетворяетея подетановкою на 
аЪето х и 9 координатъ какой угодно точки, лежащей на касательной, 
проходящей черезъ Л. | | 

Будучи второй степени, это уравнен1е выражаетъ, елЪдовательно, 
совокупность двухъ касательныхъ къ кривой второго порядка (1) изъ 
данной точки (41, 91). н 

Въ чаестномъ случа, при 21==0 и 4/1 =0, это будутъ двЪ каеа- 
тельныя, проходяпая черезъ начало координалтъ, и уравнеюе (6.) обра- 
щаетея въ о 

(Фе Е 2Е)—4Е(А-- Вху-- Су’-- ОРУ Е)=0 
или 

(0—4АРж-2(РЕ-ЗБВЕму-(Е*— 4СЕ)у?=— 

что мы имфли уже выше (ем. стр. 115). 

183. Уравнеше | 

(2. -- Ву. -- р)х + (Ва 2, + Еу-Е(Оя Е Ем + 2Е)=0 . (7) 


выражаетъ, какъ мы видфли, касательную къ кривой второго порядка 
(1), и въ немъ 41, 9: еуть координаты точки прикоеновенля. Это урав- 
нене будетъ предетавлять нФкоторую прямую также и тогда, когда 
21, 91 суть координаты какой угодно точки плоекоети. Прямая эта, на- 
зывается въ такомъ случа иолярою точки (21, 91), а эта точка ея 
полюсомь относительно кривой {1). | 

Отеюда селБдуетъ прежде веего, что поляра точки, лежащей на кри- 
вой, ееть касательная въ этой точкЪ, и полюеъ каеательной есть ея 
точка прикоеновенля. 

ДалЪфе, легко видёть, что координаты точекъ пересфченя прямой 
(7) еъ кривой (1), т. е. значеншя х и 9, обращающия одновременно въ 
\вуль многочлены 


| э + Ви --Фж+ (Ва -- 20 +Еу-- (Фа Еи--2Е ) 
и Ай Вгу-- С’-- О ЕУ- Е, 


удовлетворяютъ и ` уравнению (6). Это значитъ, что точки эти суть точ- 
ви прикосновен!я касательныхъ, выражаемыхъ уравнешемъ (6). 

Итакъ, въ томъ случаЪ, когда черезъ данную точку проходять дв} 

дьйетвительныя касательныя къ кривой второго. порядка, поляра этой 
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точки есть прямая, соединяющая точки прикоеновеня этихъ касатель - 
ныхъ, или такъ называемая хорда прикоеновевая. 

Вели касательныя изъ данной точки (11, 91) © суть мнимыя, то та- 
жовы же должны быть и точки прикосновен1я. Слздовательно, поляра, 
данной точки ие будетъ въ этомъ случа ИМЕТЬ двйетвительныхь общихъ 
точекъ съ кривою, т. е. не будетъ перееЪкать ея. 


Уравнене (7), при 21==0 и у, =0, обралщаетея въ 
1» Еу-- РО. 


и въ этомъ видВ представляетъ поляру начала координатъ. 
184. Еели точка (2, У2) лежитъ на ‘поляр® точки (21, у1), то, какъ 
видно изъ (7), должно быть 


(2Ал1 | Ву + Ру» + (Ва -2 Оу, + Еф + (Ра -- Ем, --2Е)=0, 


ЛИ 


(2.42 ея -- Бу + (В +20» Ву, (Баз -- Еуз -- 2Е)—0, 


а это показываетъ, что точка (11, 91) лежитъ на поляр% точки (45, 4). 
Итакъ, если изъ двухъ данныхь точекъ вторая лежитъ_на поляръ. 
первой, то первая лежитъ на поляр$ второй. Другими словами, еели 
одна изъ двухъ прямыхъ проходить черезъ полюеъ кругой, то эта по- 
‘дЪдняя проходитъ черезъ полюсъ первой. 
Талая дв точки, изъ которыхъ каждая лежитъ на поляръ другой, 


= рт оо о ет ни оц риши, > -— —— —-<-. 


| называются соиряженными, Точно также и дв прямыя, изъ ‚ которыхъ 
каждая проходитъ черезъ: полюсъ другой, _ называются | сопряженными, 

Изъ сказаннаго видимъ также, что если прямая будеть перем - 
чпаться, вращаясь около какой-нибудь своей точки, то ея полюеъ бу- 
детъ перемъщатьея по полярЪ этой точки, и, если точка будетъ дви- 
гатьея по какой-нибудь прямой, то ея поляра будетъ вращатьея около 
полюса, этой прямой. 

185. Если въ уравневи (Т) 1 и 9 означаютъ координаты центра 
кривой (1), то коэвфишенты при 45 и при у будутъ равнятьея нулю. 
Въ такомъ случаЪ, какъ извЪетно (ем. етр. 43), прямая, выражаемая 
этимъ уравненемъ, будетъ безконечно удаленною. Отеюда заключаемъ, 
что центрь есть поллось безконенно удаленной прямой. 


>——->0-ч., 
—- ———ы -ь-рызирыеч 


Еели точка (ть 9) лежитъ на прямой 
—7тх, 
то уравнев!ю поляры (7) можно дать видъ 
2 -- Вт -- Ре КВ - Ст, + Ей-ЕКФ- Ета +2] =0 
или 
А+ Вт (В+ 20ту+ (+ Ви) (2+ В+). 


9 
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При 71=50, т. е. когда (21, у1) будетъ безконечно удаленною’ 
точкою прямыхъ, имъющихъ 72 угловымъ коэфФишентомъ, это урав- 
нен1е обращаетея въ уравнене даметра 


(24 Бтух--ЕВ--2Стуу + (р--Ет)=0. 


Отеюда заключаемъ, что фаметюы суть поляуы безконечно уда- 
ленныхь точекь и что 0ва сопряженные /фаметра суть деъ проходя- 
ия черезь чении сопряженныя поямыя. — 

186. Положимъ теперь, что на лини второго порядка даны четыре. 
точки. 4, Б, С, Ш (‹иг. 38). Соединяя ихъь прямыми, получимъ пол-. 
ный четыреугольникъ, для котораго данныя точки суть вершины и для 
котораго точки переезченля противополож- | 
ныхъ еторонъ, или такъ называемыя дэаго- 
нальныя точки (ем. стр. 99), суть Р, ©, В 

Не трудно убфдитьея, что каждая изъ- 
этихъ поелзднихъ точекъ ееть полюеъ пря- 
мой, соединяющей двЪ другя. Инаме говоря,- 
каждая изъ сторонъ дагональнаго треуголь- 
ника РО есть поляра противоположной: 
вершины. 
| Примемъ для этого прямую АБ 38. 06ь- 

Фиг. 38. ординатъ, а прямую СЛ за оеь абециееъ, п 
обозначимъ черезъ р: и 72 длины отр%зковъ РСи РО, а черезъ 01 и д. 
длины отр%зковъ РА и РБ. Въ такомъ елучаЪ прамыя АСи ВО вы- 
разятея уравненями 








2 9 | 
-——1=0 и — 9 —1=0, А (5 - 
р + Чт о ‹9) 
а прамыя АД и ВС уравневями 
у 2 у 
НН —1=0 и + —1—=0....... (9% 
а ` б1 | р 92 0 


Отеюла ВИДИМЪ, что прямая ОД будетъ выражатьея уравнешемъ- 
у хр ши | 
2 

| р. 91 2 4 | 

„ли 

_ М 48-79 +2, 
. ра ааа ° 

Потому что первая чаеть этого уравкеная есть въ одно и то же время' 

и сумм» первыхъ частей уравненй (8) и сумма первые» частей урав: 

нея{й (9). 


Вели ъривая второго пор ядка, проходящая черезъ точки А, Б.. 
С, О, выражаетея общимъ уравненемъ 


Зы иена лу (ТО, 


— 188 = 
Аз? -- Бху-- Су*-- Ох-- Е Е=0 


то корни уравненя 
422-- Дх-- Е=0, | 
опрейбенойе в абециееы ея точекъ переебченя съ осью х-овъ, будуть 
91 И 12, и потому | 
р Е 
рег Рв-Ер И _ Рф 
елЪдовательно, | 
ия) 
70° ЕЁ 
Корни же уравненя 
Су? Еу -Е==0, 
опредфляющаго ординаты точекъ пересфченя кривой съ осью. у-овъ, 
будуть 41 и 42, и потому 


Е Е 
1 792—=—п и 914—-р, 


откуда | 
@--@_ В 


1493 РГР 

Такимъ образомъ вихимъ, что уравненю (10) прямой ОБ можно 
даль ВИДЪ 
57 2—0 
_ Од Е 2Е=0, 

а это, какъ мы видёли, есть уравневе поляры начала координать, 
т. е. точки Р. | 

Точно такъ же можно убзкитьея, что прямая РЕ ееть поляра 
точки (, а прямая РО поляра точки В. 

Такой треугольникъ, каждая еторона котораго ееть поляра про- 
тивоположной вершины, называется иолярнымь треуюльникомь отно- 
сительно кривой второго порядка. с 

Очевихно, что для веякой. кривой второго порядка сущеетвуетъ 
безчисленное множество полярныхъ треугольниковъ. Одна изъ вершинъ 
такого треугольника можеть быть взята произвольно; двё же осталь- 
ныя еуть какя-нибудь двъ ре точки, лежапйя на полярз 
первой. 

187. По евойетву полнаго четыреугольника четыре прямыя ФР, 
&9Р’, ®С и ФД воставляютъ гармоничеемй пучекъ (ем. стр. 99). Слз- 
ные четыре точки Р, Р’, С и Д еоставляютъ гармоничесвй 
фрядъ, при чемъ точки Ри Р’ двлятъ гармоничеека отрёзокъ СД, & 
‘точки С и РБ отр%зокъ РР’. Изъ этихъ точекъ первая Р можеть быть 
зразематриваема, какъ произвольно взятая на, плоекоети, = Въ друмя © 


или 
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и Л) суть точки переезчен1я кривой съ какою-нибудь прямою, прохо- 
дящею черезъ Р; наконецъ, поелвдняя Р’ есть точка переевченя съ. 
тою же прямою поляры точки Р. Можно, елвдовательно, сказать, что 
веякая прямая, проходящая черезъ какую-нибудь’ данвую точку -Р, 
ветр$чаетъ ея поляру въ точкЪ, которая вм5еть еъ данною дБлитъ 
гармонически хорду, образуемую этою прямою. 

Такимъ образомъ, видимъ, что поляру можно опредфлять, какъ гео- 
метричеекое м5ето точекъ, которыя вмЗет5 съ данною точкою дЪлятъ- 
гармоничееки хорды, образуемыя прямыми, проходящими черезъ эту 
данную точку. 

185. Вели прямая лия, выражаемая общимъ уравневемъ 


Ме М-Р=0, (4... @1 


есть поляра точки (11, у1), то изъ этого уравнеюшя и уравненя (7), 
какъ имзющихъ одно и ТО же геометрическое значене, будемъ имЪть- 


2451 2 Ала -- Ву +р _ Ба-На Оу А __ ты Да-а -2Е 


ии ПРЕ ЕЕпииинеекк рии = — — =—ы—ы—ы——ы 
рии 


Или Аг ы 
2Аж; -- ВБ, + О=АМ, | 
Ба-наси-НЕ=М, |... ... (19 
Да Ем. -Р2.Е=&АР, 


гд$ А ееть неопредЪленная величина. 

Отеюда, какъ изъ уравнений первой степени, могутъ быть найденьг 
величины 21, 91, т. е. координаты полюеа данной прямой. 

Если прямая (11) есть касательная къ кривой (1), то ея полюеъ 
есть точка прикоеновевня, и потому координаты 41, 9: должны удо- 
влетворять уравнен!ю прямой, т. е. будемъ имЪть 


Ил Му -- Р= 


Услове совыфетимости этого уравневя относительно #1 и у: еъ 
уравненями (12) есть, елдовательно, услов!е прикоеновен!я прямой (11) 
еъ кривой (1). Какъ извфетно (ем. стр. 32), оно можеть быть выражено 
равенетвомъ 
2А, 5, 20, М! 
В, 20, Е М. 

р 


р, ЕЗЕ Р =: 
М. М, Р, 0 


_.Разлагая. опрохвавтели первой части, мы можемъ представить ег 
_въ ада 

чом (2ВЕ-ТЕММ- (2—4 АВРМ№-- 

р 2(2 Ср—ВЕ)З 8 т 2(2АЕ-БО)МР-- (В*— —4А0)Р*=0 
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или еокращенно . 
А’М?-- ВММ-- С’№- )7’МР-+-ЕМР-- ЕР?2=0. 

Если обозначимъ черезъ #1, из, из три величины, пропорцлональ- 
ныя коэфФищентамъ М, № Р уравнеюмя (11), которыя, какъ извзетно, 
можно разематривать, какъ однородвыя координаты прямой (ем. стр. 
92), то поелвднее уравнеше, принимая видъ 

| А’? ЗЕ Ви - С’ио* р ИИ Е изиз + Е’из?=0, 
будетъь выражать зависимость между координатами всвхъ касательныхъ 


къ крпвой второго порядка (1) и, елЪдовательно, будетъ уравнетемъ 
этой кривой въ касательныхь координатахъ. 


$ 4. Изсл5доване значений уравнения второй степени. 


189. Мы видвли, что общее уравневе второй степени 
Аз?-- Бху-- Су-- Ох Ву Е=0,...... (1) 


при различныхъ соотношея1яхъ между его коэеФхищентами можетъ имъть 
различныя геометрическмя значеня. Въ однихъ случаяхь оно пред- 
ставляетъ кривую ливю, не имфющую безконечно удаленныхъ точекъ, 
въ другихь кривую линю, имфющую одну или двЪ таюмя точки (ем. 
стр. 114). Могутъ быть елучаи, когда оно предетавляеть не кривую, 
а совокупность двухъ прямыхъ (ем. стр. 74). Постараемея предетавить 
въ этомъ параграФЪ систематическое изелЪдоваете вефхъ значенай урав- 
неня (1). | 
_ На первое время будемъ предполагать, что въ этомъ уравнений 
коэфФищенть С при 14° не равняется нулю. Случай, когда р мы 
раземотримъ впоел$детви отдЪльно. | 
190. Рёшивъ уравнене (1) относительно у, будемъ имЪфть 
_ —(Вз-+ В)-Е\У(В—4АС02-2(ВЕ-? СО) (Е—4 СЕ) 
> | вк. 2 в 
_ и, если обозначимъ радикаль второй части буквою В и положимъ 
В*—ААС—Н, БЕ—20Р= = К, Е —4 СЕР, | 
то › будем имтЬ 
—(Ба-- Е) В | 
О сы ие в 2) 
ЗА з 
Е В=\/Н?--2Кж-- Г, 
и, олБрозательно, 
га В— На Кх-Г 
или. | 


О. чье. 8) 
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Но НЕ— &—(Б*— 4АС)(Е—4СЕ)—(ВЕМ— ЗС) — 
—40(4АСЕ— АЕ*— С]*-- БРЕ- ВЕР)=2 С.А. 
ЗдЪеь буквою /\ обозначенъ многочленъь — 
_ 2(4АСЕ— АЕ*— 01+ ВЕ ВЕ), 


—- который. можетъ быть предетавлевъ: въ вид® 


2А В, р 
В, 20, Е 
р, Е эЕ 


и который называетея бискриминантом уравнен!я (1) (ем. стр. 75). 
Такимъ образомъ, равенство (3) привимаетъ видъ 
На- К)? 2СА 
в) Е1СА ° . ® ‚ . . » . » (4) 


ИЛИ 


р»_(СН-+К-У—2СА) (Н#- К—У—20А) 
) ® = Н и 
или, наконецъ, СЕ э- | 
.. [= Н(и— в )(#— а), (ег. (5) 


—К—\ —20А а —К-У —2 СА 


дв 21 — тт а -— н (6) 


_ 191. Выражеше (2) предетавляетъ значен!я ординатъ точекъ раз- 
сматриваемой лини, еоотвътетвующихъ произвольно взятой абециее$. 
Для того, чтобы эти значен1я были дЪйствительными, т. е. чтобы гео- 
метричеекое мЪето, выражаемое уравнешемъ (1), предетавляло сиетему 
точекъ, дВИйствительно существующихъ на плоскости, нужно, чтобы ра- 
дикалъ А былъ величиною дЪйствительною, и, елдовательно, квадратъ 
его долженъ быть величиною положительной. | 

Такъ какъ значев1я, которыя должны быть приписываемы пере- 
мфнному х для того, чтобы выражен1е для А? давало величину поло- 
жительную, обусловливаютея значентями коэфхфишентовъ даннаго урав- 
неня (1), то будемъ разематривать отдфльно три елучая: 1) когда Н 
или Б*—4АС ееть величина отрицательная, 2) когда это есть величина, 
положительная и 3) когда она равняетея нулю. 

192. Полатаемь Н«0. Въ этомъ случа коэфхишенты Аи С 
имЪютъ одинаковые знаки, и, если дискриминантъ /\ иметь тотъ же 
знакъ, какъ и эти коэФеищенты, то, казхъ видно изъ равенетва (4), 
В? не можеть быть положительной величиною ни при какихъ дъйетви- 
тельныхъ значен1яхъ перемфннаго 5. Слфдовательно, въ этомъ елучав 
уравнеше (1), какъ не удовлетворяющееся никакими дВйствительными 
значешями перемвнныхъ, не выражаетъ никакой дЪйетвительной лин!и, 
или, какъ еще говорятъ, не иметь вовсе дЪйетвительнаго геометриче- 
скато значеня, А, 
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Выражене (4) показываетъ также, что при Л ==0 величина В? не 
будетъ отрицательною только тогда, когда она, равняетея ‘нулю, т. е. когда, 


К 300-—ВЕ 
И ВЕ 440 


Такъ какъ этому значен1ю х воотвфтетвуетъ единственное значе- 
не у, которое опредзляетея по Формулв (2) и равняется 


2АЕ— ВР 
В:—440' 


о уравнене (1) выражаетъ единетвен двИетвительную точку. 


Мы видфли выше (ем. стр. 74), что при Д=0 и Н<0 уравне- 
ше (1) можеть быть разематриваемо, какъ выражающее двз мнимыя 
сопряженныя прямыя, Точка, опредфляемая указанными сейчаеъ координа- 
тами, есть дъйетвительная точка, перес чешя этихъ прямыхъ (см. стр. 70). 

193. Еели дискриминанть Л имъетъ знакъ, обратный знаку коэФ- 
хищентовъ 4 и С, то В? будетъ похожительною величиною при не- 
прерывномъ ряд значенй перемЪннаго 5, которыя однако, заклю- 
чаютея между н%которыми опред$ленными предзлами. Уравневе (1) 
будетъ выражать поэтому непрерывную дзйствительную линшю, пом$- 


о а 
щающуюся внутри извстныхъ границъ. Чтобы убЪдитьея въ ЭтТомЪ, 


;————=—ыыы ны а земная 





Ч Ч 


замтимъ, что въ этомъ случа величины 21 и 45 въ равенетв® (5), 
какъ показываютъ ихъ выражен1я (6), суть дВйествительныя и конеч- 
ныя '). Такъ какъ во второй чаети равенства (5) первый множитель 
Н есть величина отрицательная, то В? будетъь положительною вели- 
чиною для веВхъ твхьъ значен!й перем ннаго х, при которыхъ два дру- 
ге множителя (7—41) и (х— 42) имфютъ разные знаки, т. е. для зна- 
ченй 1, заключающихея между конечными величинами 21 И 22. 

Эти дв величины могутъ быть разематриваемы, какъ эбециесы 
‹вухъ точекь Ру и Р5, лежащихь на ови ОХ | 
(Фиг. 39), и, если проведемъ черезъ эти точки 
прямыя 2Р: и №Ро, параллельныя ови ОУ, то 
эудемъ имфть на основавши сейчаеъ сказаннато, 
что каждая изъ точекъ, удовлетворяющихъ урав-_ 
неню (1), = сл$довательно, и вся выражаемая 
тимъ уравненемъ лин!я, помъщаетея между этими 0 Р Р Р.Х 
вумя. прямыми. | Фиг. 39. — 








184. Пуеть ААА» букетъ прямая, выражаемая уравнемемъ. 


у леч Вт 2бу- Е==0. 


1) Эти величины суть корни кватралнато уравнешя Ну--2Кж--р= 0. 


= 188 — 
Мы уже знаемъ, что это есть маметръ, АБляций пополамъ хорды, 
параллельныя 0си ОУ. ЗамЪчая, что изъ послФиняго уравненля 


__—(СБ-Е) 
Ут 9 (1 ь 








и еравнивая это выражене съ выраженемъ (2) ординатъ точекъ, при- 
надлежащихъ кривой (1), мы убЪждаемея, что отношене 


ил 


р „ Уня--2 НЯ КеГ УН&— (хх — 1) 
С’ ви С "< НОЯ ИЛИ ОЕ 


С 


предетавляетъ длину хорды, образуемой какою-нибудь прямою, парал- 
лельною оси ОУ. 

Хорда эта получаетъ наибольшую величину, когда произведенте 
(1—2\)(х—42) будетъ напбольшимъ, а это, какъ извзетно, имЪеть. 
мфето тогда, когда 





__ 1 то 
— рт 


® 
— 


т. е. когда прямая, образующая эту хорду, дЪлитъ отрфзокъ Р.Р. по- 
поламъ. = | 

Концы этой хорды М и М будутъ, елфдовательно, точками кри- 
вой, наиболЪе удаленными отъ даметра 1:42, п потому вея кривая 
должна помфщатьея между прямыми, проведенными чрезъ М и М парал- 
лельно этому щаметру. 

Такимъ образомъ, видимъ, что вс точки кривой находятся внутри 
параллелограмма 2/104М№№: и, елфловательно, между ними нЪтъ 6ез- 
конечно удаленныхъ. Выше было сказано (ем. стр. 114), что такая кри- 
вая называется эллиисолмь. с. 95 

Легко видъть, что точка А есть центръ этого эллипса, а промая 
ИМ паметръ, еопряженный еъ маметромъ 41.4». 

195. Положимъ теперь, что Н>>0. Въ этомъ случа коэхфищенты 
А и С могутъ имфть или одинаковые или разные знаки. Вели дискри- 
минантъ /\ имфетъ знакъ, противоположный знаку (, то величины 2 
и 12 въ выражен для В? предетавляемомъ равенетвомъ (5), суть дЪй- 
етвительныя, и такъ какъ первый множитель Н этого. выражен1я въ на- 
стоящемъ случаЪ положительный, то Д? булетъь положительною вели- 
чиною лишь для значен1Й х, большихъ большей изъ величинъ #1 И 42% 
или меньшихь меньшей изъ Этихь величинъ.. Значешямь же 2х, за- 


ключающимея между 2 И 42, соотв5тетвуютъ, ел5довательно, мнимый 
значеня 4. 





Полагая, какъ и выше, что (иг. 40) 
ОР! 21 И ОРь ==, 
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будемъ имЪть, что между прямыми ЛР: и Р>, параллельными оеи’ 
ОТ, не существуетъ вовее точекъ, принадлежащихь разематриваемой» 
кривой. 

Для непрерывнаго ряда значен1й х, не заключающихея ‘между ти. 
х2, радикалъ ЛА, а, слЪдовательно, и орди- 
ната 9, получаетъ непрерывный рядъ дЪй- 
ствительныхъ значен1й и, вызетЪ съ тЪмЪъ, 
при достаточно большой абеолютной вели- 
чин$ 2, величина ординаты у можетъ е45- | 
латьея сколь угодно большою. Это показы- 


Я м, | в 
Е 


\ 


С; 







ваетъ, что. въ разематриваемомъ елучаз ли- — 6/ 
шя выражаемая уравнентемъ (1), соетоить 0 Р РР В Х 
изъ двухъ отдЪльныхь частей или вфтвей. Фиг. 40.. 


Б:.А1 С: и В»450(°, изъ которыхъ каждая непрерывно. проетирается ВЪ. 
безконечность. Такая лия называется имерболою, и мы видфли| (ем. 


етр. 114), что ее елБдуетъ разематривать, какь имзющую двЪ разхич-- 
ныя безконечно удаленныя точки. 


Прямая лия А 1.45, выражаемая уравненемъ 
} 
Бх + 2 С НА = 0, 


есть маметръ, дБляпай пополамъ хорды, параллельныя 0си ОУ и при-- 
надлежапия той или другой изъ двухъ вЪтвей кривой. 


Прямая МР, параллельная оси ОУ и дБлящая пополамъ отрЪзокъ- 
Р'.Ро, есть маметръ, сопряженный съ 414, и точка „А есть центръ- 
кривой. 


196. Если дискриминантъ Л пмыЪетъ знакъ, одинаковый еъ зна-- 
комъ коэфФищента (С, то, какъ видно изъ равенетва (4), А? будетъ въ. 
разематриваемомъ елучаЪ положительною величиною при веякомъ дЪй- 
ствительномъ значенши 5. Это значить, что ве прямыя, параллельныя: 
оси ОУ, пересвкаютъ кривую въ двухъ дЪйетвительныхъ точкахъ и, 
елздовательно, в изъ этихъ прамыхъ оорартеть хорду опред%лен-- 
ной величины. 


Длина этой хорды, такъ же какъ и въ предылущемъ елуча%, выра 
а ГВ | < : 
жаетея отношешемъ Е и, слфдовательно, будетъ наименьшею, когда В; 
получаеть наименьшее значеве, & это будетъ, очевидно, тогда, когда. 
На К=0 
ИДИ | 


К __200-ВЕ 
НН 48—44С` 
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Полагая, что ОР, есть абециеса, имвющая эту величину (Фиг. 41), 
и что ММ есть соотвЪтетвующая ей наименьшая изъ хордь, параллель - 
ныхъ оси ОУ, будемъ имёть, что Г и М суть точки разематриваемой 
к кривой, наиболЪе близк1я къ маметру 41.4, вы- 
М: ражаемому уравнен1емъ 


БЕ 2Су-- Е=0. 


Отеюда елФдуетъ, что между прямыми М 
и №№, параллельными этому маметру и про- 
ходящими черезь ЛМ и №, не существуетъ точекъ 
вы де кривой, и такъ какъ, при непрерывномъ изм$не-. 
ни 2, обЪ соотв%тетвуюпия ординаты измфня:. 
зотея также непрерывно и могуть достигнуть еколь угодно большой 
величины, то заключаемъ, что и въ этомъ случа лия, выражаемая 
уравненемъ (1), соетоитъ изъ двухъ отдзльныхъ вфтвей ЛМК и МГ, 
проетирающихся въ безконечноеть. СлЪъдовательно, она ееть также 
типербола. = 
Итакъ, въ стуча%, когда Н `>0, уравнене (1) представляеть ги- 
перболу, какую бы величину, ую отъ нуля, ни имФлъ диекри- 
минантъ Л. ь 
197. Еели Л =0, то изъ равенетва (4) имфемъ. 


‚(СН К) 
Ро. 





о 
ы 
м 


Вельдетв1е этого уравнеше (2) принимаеть видъ 
_ (В+ ЕМН-(Ня-- К) 
и `СУН 
_ ли 
(Вх 20у-- Е)У Н=На- К. 

Въ разематриваемомъ случаЪ, когда Н`>0, оно включаетъ въ есов 
два различныя уравнен1я первой степени еъ дЪйетвительными коэФФи- 
| ентами. Въ отдьльноети эти уравнен1я могутъ быть представлены такъ: 


А К 
ву + (+) = 
ЕР / К 


и выражаютьъ, очевидно, двъЪ дъйствительныя м И прямыя. 
Величины 
„—_ К —_269— —ВЕ р с 2АЕ—ВО гы 
_ Яо В—4АС `В?—4А0 - 
Футь координаты точки ихъ пересечения. | 
Итакъ, если Л ==0, то уравнеше (1) при Н>>0 выражаетъ сово- 
жупность двухъ перее$кающихея прямыхъ (ем. стр. 74). 


514155 


198. Обратимея теперь къ случаю, когда Н=оО 
Въ этомъ елучав будемъ имфть 


Г 
В — КТ К(а --—). 
\ К 
Очевидно, что при К`> 0 это выражене предетавляетъ положитель-. 


| Г, 
ную величину’ только тогда, когда х>——, а при К<0 только: 


9 у 
тогда, когда < —. СлЪдовательно, дъйетвительныя значен1я орди- 
натъ, опредзляемыхъ изъ уравневая (1), еоотвётетвуютъ только зна- 


ченямъ 2, большимъ —, или только меньшимъ этой величины. По- 


1 
лагая, что ОР: (Фиг. 42) есть абециееса, равная с будемъ имЪть, 


поэтому, что вез точки, принадлежания разематриваемой кривой, нахо- 
дятея только по одну сторону прямой ЛИР, па- 
раллельной оси ОУ, а именно, вправо отъ этой 
прямой, когда А= ВЕ—2С)Ш) ееть величина поло- 
жительная, и влЪво, когда это есть величина отри- 
цательная. 


Въ обоихъ этихъ елучаяхъ, при непрерывномъ 





измвнени 2, начиная отъ = ординаты у `. о 
Фиг. 42. 

измёняютея также непрерывно и могутъ едЪлатьсея 
сколь угодно большими. Отеюда заключаемъ, что въ разематриваемомъ 
случа, когда Н==0, лпшя, выражаемая уравнешемъ (1), состоитъ 
изъ одной еплошной вЪтви САП, проетирающейея въ безконечность.. 
Такая линя называетея хараболой. Мы видфли выше (ем. стр. 114),. | 
_ что ее схздуетъ разематривать, какъ имъющую двъ совпадаюния без- 
конечно удаленныя точки. 

Прямая АВ, выражаемая уравненемъ 

| Ва 2Су-- Е=0 
ееть маметръ, дъляш! пополамъ хорды, параллельныя оси ОУ. Пря- 
мал же ЛР. есть касательная и точка А ея точка прикоесновевя. 
199. Изъ выражея для /Л\. мы имфемъ (ем. етр. 186): 
_Н&—&* 

о: 
откуда видно, что. при Но диекриминанть /Л равняетея ну одно 
временно съ К. Но при Н=0 ин К==0 мы _будемъ иИМЪтТЬ 

` 2 за 2—1[, 
И, льдовательно, | 
> Е) БУГ. 
26. 
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ЗАЪеь мы имфемъ два уравневн1я первой степени: 


Ва- бу Е--УТ—=0 
г ‘Ва 20у- ЕЗУТ=0, 
‚различаюцияея только постоянными членами и предетавляюция, елдо- 
‚вательно, дв5 параллельныя прямыя. 

Эти прямыя будутъ дВйствительныя и различныя, когда [/-—Ё2—4СЁЕ 
‚есть величина положительная, совпадаюц я, когда 1—0, и мнимыя, 
когда 2<0. 

200. Мы предполагали во всемъ предыду щемъ, что коэ®Фищентъ 
-С не равняется нулю. Намъ остается дополнить сказанное раземотр%- 
‚н16емъ противнаго случая. 

Будемъ предполагать сперва, что при С==0 коэгфищенть ВБ не 
‚равняетея нулю и, слЪфдовательно, Б?—4АС ееть величина похожи- 
тельная. 

'Уравнене (1) обращаетея тогла въ 









Ал“-- Вгу + ОЕ + Ру Е=-0, ....... (1) 
„откуда 
_ Ай Б- Е 
_ ВЕ 
ЛИ 
ММ ас.) 
ВЕ’ 
ГБ 
| А АЕ— ВО БРЕ-— АЕ*—БЕ Л 
Прин Вр № ^ ЭВ 
`Пуеть ЭТ (иг. 43) будеть прямая, выражаемая уравнешемъ 
Не у= Их-- М. 
К. 
Еели Р есть величина положительная, то, какъ 
Г видно изъ равенства (8), ординаты точекъ раз- 
ТТ сматриваемой кривой будуть больше еоотв®т- 
_ етвующихь ординатъ точекь прямой БТ для 
везхъ значеюнй х, большихь — =. Напротивъ 
Е т ^. того, для значенй х, меньшихъ—-, ординаты 
—_ Фиг, 48. 


точекъ прямой &5Т будуть больше  соотвЪт- 
отвующихь ординатъ разематриваемой кривой. Слховательно, пола- 


| Е 
тая, что ОР есть ‹абецивеа, равная —>: и прямая РО парал- 
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лельна оси ОУ, будемъ имфть, что вправо отъ этой прямой точки 
кривой находятея выше ЮТ, а влВво—ниже ФТ. Такъ кэкь при 


4=——-5 получаемъ у=0, то прямая РО не имъетъ съ кривой об- 


цихъ точекъ, кромЪ безконечно удаленной. Это показываетъ, ‘что раз- 
сматриваемая кривая соетоить изъ двухьъ отдЪльныхъ вфтвей КГ и 
КТ, простирающихея въ безконечноеть и помвщающихся въ двухъ 
противоположныхъ углахь РАБ и ОАТ, образуемыхъ прямыми РФ и 
©Т. Слвдовательно, это ееть гипербола. 

Такимъ же точно образомъ легко убЪдитьея, что и при РО раз- 
ематриваемая лин1я будетъ гипербола, вЪтви которой расположены въ 
двухъ другихъ противоположныхъ углахъ, образуемыхъ прямыми Рои 5Т. 

Если же Р==0 или, что вее то же, Л ==0, то ит (Т) И | 
кцаетея въ 

(у— Ме— МВ Е)=0 
и выражаетъ совокупность прямыхъ РО и ВТ. 

Изъ еказаннаго видно, что при О=0 и В>>0, или В<0, такъ 
же какъ и въ другихъ случаяхъ, котла `В? —4АС`>0, общее урав- 
неше (1) выражаетъ гиперболу, если дискриминанть /\ не равняется 
нулю, и двз перес$каюпияея прямыя, еели Л =0. 

201. Еели (=0 и В=0, то В—4АС=0 и уравнене (1) 
обращается въ 


Аз? Ох Е Е==0. Ф Ф о ® ® ® о @ (9) 
Очевидно, что мы не можемъ предполагать въ немъ 4А=0, потому 
что въ такомъ случаЪ оно не было бы второй степени. 
Умножая обЪ его части на 4.4, получимъ 
(2 Ах р) 4 Ау 4АЕ—1*=0 


ИЛИ 





«ОХ 


4АЕ 


Первая часть этого Ты равенства есть положительная ве- 
личина при веякомъ дЪйствительномъ значети 1. Ноэтому заключаемъ, 
что когда Аи Ё имфють одинаковые знаки, то ордината у должна 


Да 


| Е. х А . 
быть меньше —44Е } Когда же 4 и Е иыЪютъ разные знаки, то 


‘должно быть у > а 
Слёдовательно, въ томъ и другомъ случаЪ разематриваемая лин!я 
находитея по’ одну только сторону отъ прямой, параллельной оси р 
выражаемой уравненемъ 
о . 2%-—4АЕ. 


Ы— ——=—=———ы—— Ф _ 


АЕ 


Сл руААВ( и ). 
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Такъ какъ при этомъ координаты точекъ кривой могутъ быть сколь 
угодно большими, то заключаемъ, что кривая соетоитъ изъ одной про- 
етирающейся въ безконечноеть вЪтви и, елфдовательно, есть парабола. 

Замфтимъ, что при СО=0и В==0 мы будемъ имфть Л =—2А Е? 
и если положимъ /\=0 и, слЪдовательно, №==0, то уравнеше (9) не 
будетъ вовсе содержать перемвннаго у, и потому (ем. стр. 71) будетъ 
выражать двЪ дьйствительныя или мнимыя прямыя параллельныя ови ОУ; 
„ Такимъ образомъ, видимъ, что при С=0 и В==0 уравнеше (1) 
имфетъ т же геометрическя значеня, какъ и въ другихъ елучаяхъ, 
когда В—44А0—0. 

202. Вее вышесказанное представляетъ достаточно полное р: 
доване значевай общаго уравнен!я второй степени. Резюмируя получен- 
ные выводы, мы приходимъ къ заключен!ю, что различ1е геометриче- 
екихъ значен!й уравнен!я (1) обусловливается различемъ алгебраиче- 


скихъ значенй двухъ выражевн1Й, составленныхъ изъ его коэффишен- 
товъ, именно выраженй: 


| Н= Б?*—4АС, 
и А=2(4АСЕ-—АЕ*— С0*-- БРЕ-— ВР). 


Если Н<0, то это уравнеше выражаетъ эллипеъ, когда /\ иметь 
знакъ, противоположный знакамъ коэеФитентовъь А и (С, одну только 
точку или дв$ мнимыя прямыя, когда /\ ==0, и вовее не выражаеть 
дъйетвительной лиши, когда Л и А или С имфють одинаковые знаки. 

Если Н>>0, то уравнеше (1) выражаетъ гиперболу, веяыЙ разъ 
‘какъ /\ не равняетея нулю, и двЪ пересЪкаюпияея прямыя, когда 
ДА ==0. 

Если наконецъ, Н/==0, то уравнеше (1) выражаетъ параболу, ко- 
гда /\ не равняютея нулю, и двз параллельныя прямыя при Л =0. 


$ 5. Упрощене уравненй второй степени. 


203. Такъ какъ одна и та же лин!я второго.порядка можетъ быть 
выражена различными уравнен!ями второй. степени отноеительно раз- 
личныхъ системъ координатъ, то, прежде чЪмъ приступить къ похроб- 
ному изученю евойетвъ этихъ лин Й, мы постараемся показать, какимъ 
образомъ могутъ быть найдены ихъ простЪйпия уравнен1я. 


Выше было сказано. (ем. стр. 123), что уравнене всякой централь- 
ной кривой принимаетъ видъ. 


Аз? Су ЕО, 


когда; за; оеи координатъ принят два кане-нибудь еопряженные д1аметра, 
и въ. частности оси кривой. Ближайшей нашей задачей будетъ отыекз- 
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н1е коэхФфищентовъ такого уравнен1я по коэзФхищентамъ уравненля той же 
кривой относительно какой-нибудь системы кооркинатъ. 
Пуеть дано уравненше кривой въ видв 


Ал?-- Вху-- Су Ох Еи-- Е=0....... (1 


Преобразуя оси координатъ такъ, чтобы начало новой системы 
совпадало съ центромъ, а новыя оси координатъ были параллельнье 
прежнимъ, мы получимъ для той же кривой уравнение 


Аа? Вау Су "= 0... ...... (@) 


гдз три первые коэфхищента т же, хакъ и въ данномъ уравневи (1), 

и, ельдовательно, опредфлен1ю подлежить только постоянный членъ Г’. 
Замвтимъ, что если 4 и $ еуть координаты центра кривой отно- 

сительно р системы, то КОхжнО быть (ем. стр. 117 и г 128) 


зла В6--0—0, © =Ва4+-20-+Е—0 (3) 
и _ Е'— Аа?-- Ваь- 0?-- Ра-- ЕБ-- Е. г а ель ) 


Поелъднее равенство можно предетавить въ вид® 
2" (2 Аа +- ВВ Р)а--(Ва-+ 26-Е} 4+ Ра ВЕ, 
и потому, на оеновани двухъ первыхъ, 
2 —а- ЕЕ. . 
_ Подетавивъ сюда величины @ и 6, опредвленныя изъ (3) получимъ. 


о» РС —ВЕ)-+ Е2АЕ— ВЛ) 


В*—4АС рае 
откуда - 
#22002 АЕ ВЕ В Е4АСЕ_ А 
р В*—4АС! _ (8—4 АО) 


Такимъ ах веЪ коэФФищенты уравнеюмя (2) будутъ извфетны. 

Приведене уравненя центральной кривой къ къ виду (2) называетея_ 
преобразоватемъ къ центру. 

204. "Предыдущее равенетво есть елЪдетв:е общато ЕК де. 
‚ второго порядка, состоящаго въ томъ, что отъ преобразовашя коорди- 
натъ, при которомъ ови вохраняютъ свое направленше, диекриминантъ. 
уравнен1я кривой не измфняется. 


Въ свамомъ дЪлЬ, Формулы такого  преобразованя суть 
1—=и--а и у—=9 13. 
Поередетвомъ ихъ уравнеше (1) обращаетея ВЪ 
Ах? Ве -- Суз-- р -- ЕЕ =0, 


Андреевъ Аналитическая геометря. | - 10 
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ГДЪ 
р’=2Аа-- Бо-- О, Е = Ба 2-Е, 
ЕР’ =—=Аа-- Бар-- (9*-- Ба Е. 


Изъ поетвдняго равенетва имъемъ 


== 
Ы———"-"_------ за 


или, на оеновани двухъ предыдущих, 


2("—Е=({Ф-- Ра (ЕЕ 
Подетавивъ сюда на мъето а и ихъ значения, опредфленныя ИЗЪ 
НЫ для О’ и ЕЁ, получимъ 


о (0—0? —ВФЕ-ПБЕ)- А(Е— а. 
В?—4АС а 
откуда, 
(4АС—ВЕ— АЕ?— 012+ ВРЕ=(4ААО- В)Е—АЕ?— СП? ВОЕ 


или 
А=А.. 
 Положивши здЪеь 0’=—=0 и [—=0, получимъ предыдущее выра-_ 


жене для ДД’. 
205. Положимъ теперь, что уравнеше 


_ Аз? Влу-+ Оу? Е=0, хо жа и За 


въ которомъ вез коэфхеищенты извЪетны, выражаетъ центральную кри- 
вую относительно прямоугольной системы координатъ, имзющей нача- 
лг. въ центръ, и постараемея найти уравнене этой кривой относитель- 
зиетемы координатъ, совпадающей съ ея осями. Преобразоваве ко- 
_ а налмь, которое для этого нужно одълать и котороё_ называется пре- 
обравоЕВЫемь къ осямъ кривой, соетоитъ въ переход® отъ “одной `пря- 
моугольной системы къ другой, получающейся вращенемъ первой око- 
10 начала на нзкоторый уголь.©. Формулы для такого преобразовавя 
будутъ какъ извЪетно (ем. етр. 13), 


#— в05 ху’ С, 
у=язшт «-- у’е08 ©. 
По внесеши этихъ выраженй, уравнене (4) обращаетея въ 
А-В’ У СНЕ 0, и... .. (5) 
гд% | ‚ 28 
4’ — А со5?а-- С зп? хр В зтоеова 
В’=2(0— А)туеов &«-- В(сов?х — вп?) м 
С’—А 81° - -|- С е05? — В 816054. 


побоннный же членъ. остается, очевидао, тотъ же самый, 
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Такъ какъ въ уравнеюи (5), предетавляющемъ кривую, отнесен- 
ную къ ея осямъ, не должно существовать члена съ произведетемъ 
У’ (ем. стр. 123), то должно быть 


Б’==0 
Или 
((—А)зт2а-- Веоз2а==0, 
откуда 


а нь чи и ван + (Т) 


Обозначая черезъ хо положительный острый уголъ, удовлетворяющий 


этому уеловшю, будемъ имЪть, что о всё возможныя значеня ©, имъ опре- 
дЪляемыя, заключаютея въ выражени 


КТ: 
И ---5 


гдз К есть какое угодно пфлое положительное или отрицательное чиело. 

Такъ какъ, повернувши систему взаимно перпеядикулярныхъ пря- 
мыхЪ около ИхЪ ТОЧКИ перее& ченя на прямой уголъ, мы получаемъ ту 
же систему, то значемями числа обусловливается только выборъ 
наименован!я новыхъ осей коорхинатъ и направлен1й, въ которыхъ 
координаты ечитаютея положительными. 

ЗамЪтимтъ, что услове (7) не даеть опредвленныхъ значенйй для 
_@& ТОЛЬКО тогда, когда В=0 и А=0О. Въ этомъ елучаЪ, полагая 


а 
—— = (4 
А 
дадимъ уравнению (4) видъ 
д у— 
откуда слфдуетъ, что она можеть представлять только кругъ (ем. 


етр..20). 

206. Изъ равенетвъ (6) легко получить соотношевя между коэе- 
хищентами 4, Б, С`еъ одной стороны и коэеФищентеми 4’, ВБ’, С 
съ другой, не завиеяпия отъ угла &.. 
| Въ самомъ двлЪ, сложивъ и вычтя пере и третье изъ этихъ 
равенетвъ, находимъ | 
4+ б=А+С. а а. > ча «О 
| А—С@=(А— С) вова — 32а) 2 Взшаеова 
Или 


А— Сб—(А— С)соз2а-— ВышЗа 
Въ то же время второе изъ равенствъ (6) можно представить въ видё 


В’—=(С— А)зт9 о -Р ВеовЭа. 
10* 
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Изъ двухъ поелфкнихъ равенствъ будемъ имЪфть 


(А— 62 ВА 0) В? 
или въ виду равенства (8), 
4’— (^^)? -—- В” — 


и по раекрыги скобокъ, ` 


(АО (а— СР В*—(А- СУ 


В — 4 А’С’= В—44А0......... (9). 


Такимъ образомъ, видимъ, что, при переходЪ отъ прямоугольной 
системы координатъ къ другой, также прямоугольной, коэфхищенты „А, 
6, С измЪняютея такъ, что остаютея неизм$нными два слъдуюция 
выражения: 


АРС : `Б*—4ААС. 


Еели новыя оси координатъ еуть оси кривой, то будемъ имЪть 
Б’=0. Два же друге коэфФхищента А’ и С’ опредблятея изъ еоотно- 
нтенай (8) и (9), хающихъ ихъ сумму и произведеше. Эти коэффишентье 
будутъ, слЪдовательно, корнями д: Вий уравнен!я 





и—а+ое—= а —=0, 


которые суть 


ОУ“ = 
2 


Такимъ образомъ, всеЪ коэзхищенты уравневйя (5), выражающеаго | 
разематриваемую кривую относительно ея осей, будуть извЪетны 

207. Мы предполагали, что первоначальная система координатъ, 
относительно которой кривая выражаетея даннымъ уравневемъ (4), есть 
прямоугольная. Еели же она косоугольная, то мы можемъ прежде веего 
замънить ее какою-нибудь прямоугольною, напримЪръ, такою, которая 
имъетъ то же начало и ту же ось абециесъ. 


Формулы для перехода къ такой прямоугольной систем будуть 


Хзш в —1/с05 © у 
= ——— 9 
© за ©. 


гА$ в есть нормальный уголъ первоначальной системы координатъ. 
| Внееся эти выраженя въ данное уравнен1е (4), преобразуемъ его въ 


| А’? ВЕ ОУ? ЕО 


ГАЗ. 
АА, риа В—2Асов® 
8106) 
в“ ИЯ 
5.25 @— Асов. Веов®-- С. 


от 
_Отеюта вахолимъ 
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А-- С —Веозо \ 


Ая 51126) (10) 
8 ® Ф ® Ф ® Ф # ® . 
В”? Ей 4А’ (? _В ® о 
8107@) 


Такъ какъ первыя части этихъ двухъ равенетвъ еохраняютъ свои 
величины при веякой прямоугольной еистемЪ координатъ, то заклю- 
чаемъ, что эти равенетва имфютъ м$зето и тогда, когда въ нихъ подъ 
„А’, В’, С’булемъ разумфть воэффищенты въ уравнеши кривой, отне- 
сенной къ осямъ. 


Въ такомъ елуча Б’—0 и, елЪдовательно, 


В*—4АС 


аа. к 
А С га 451026) 


Коэхопшенты 4’ и С’ опредвляютея, такимъ образомъ, по ихъ 
сумм8 и произведеншю, какъ корни квадратнаго уравненя 


Ат С Веозю , В*—4АС__ 


которые. суть 
А- С— Веозь \/(А— Ош [В—(А- О)еоз о 
ИИС” ИИ 
_ 208. Равенетва (10) имфютъ м%ето, какова бы ни рн перво- 
начальная косоугольная система координатъ, и тажъ какъ уже доказано, 
что первыя чаети этихъ равенетвъ не изм®няютея при переходв отъ’ 
одной прямоугольной системы координатъ къ другой, также прямоуголь- 
ной, то заключаемъ, что и вторыя части еохраняютъ свои величины 
при, переход отъ какой бы ни было прямолинейной ‘виетемы коорди- 
налъ ко веякой другой. 
Слдовательно, если одна и та же кривая выражаетея отноеи- 
тельно двухъ прямолинейныхъ системъ координать уравненями 


РЕ -- ВЕ Су? РЕ=0 1 
А’ -- В’ 2’у + С’? +Е=0 ) . © о о @ 
то должно быть 


А-- 0— Веозю _ 4’ —  еоза 


бо озидм, 08) 
В*—44АС _ В’*—4А’С 
31076. _ 502’ 


тд и и ®’ суть нормальные углы соотвЪтетвенныхь системъ координат, 
Эти соотнощеня вкЛЮЧЕюЮТЬ въ себъ, какъ частные очи, ра- . 
венства (8), (9) и (10), 
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209. Соотношешя (12), выведённыя нами изъ ихъ чаетныхъ елу- 
чаевъ, могутъ быть доказаны еще слздующимъ образомъ. 
Изъ двухъ уравневй (11) одной и той же кривой имЪъемъ 


Ах?-- Бху-ф- Су А’ В’ Су. 


Въ то же время, обозначая черезъ 4 разетоян!е какой-нибудь 
точки отъ общаго начала обфихъ системъ координатъ, будемъ имЪть, 
что квадратъ этого разетоявя выразится чрезъ координаты точки отно- 
сительно той и другой системы сл5дующимъ образомъ: 


2—172 —- у 224608 = — ху 605 6. 


Прибавляя къ обЪимъ частямъ предыдущаго равенетва произве- 
деште Ё4?, гль К есть произвольная конечная величина, мы можемъ пред- 
етавить его въ видв 


ЕО ЕЯ ое 
А’ Аа В Су Их? у 25 У совоу) 


или 
А-Я СВ еово у = | дз) 
= г) -- СВ’ 2Ееоз’)ду Р (С-В | м 
Величина К можетъ быть выбрана такъ, чтобы первая чаеть этого: 
посл$дняго равенетва была точнымъ квадратомъ двучлена вида 


з. Из-Е Му, 
что, кавъ извфетно, имъетъ мёето, когда 
(Б-- 208 в) °—=4(А-РЕХС-Е Е), 
и, елЪдовательно, 
481120242 —-4(4А-- С-- В вов) — (6—4 АС)=0. 
Но при этомъ уелови вторая чаеть равенетва (13) ееть также 


полный ввадратъ, потому что она ееть результатъ замЪны въ р 
чаети координатъ д и у ихь выраженями вида 


х—=ту пу, ух Рау, 


представляющмими Формулы преобразовае!я координатъ. 
_ Сльдовательно, должно быть 


48112077? -- 4(4’-- С’— В’сов’&—(В—44’0)=0. 
Для того, чтобы поелздейя два уеловя могли имёть м%ето при 
олномъ и томъ же значении Ё, необходимо имЪть 
1%  4-- С— Веовю _ В?—4АС 
ви АО’ Б’соз® — В?—4А’О”. 


откуда непоередетвенно получаются равенства (12). 
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210. Обратимея теперь къ упрощеншю уравнейя кривыхъ, не 
имзющихъ центра. Общее уравнеше (1) предетавляетъ такую кривую, 
когда въ немъ Б? — 4АО—0. Умноживъ 00% его чаети на 44, мы 
можемъ, поэтому, предетавить его въ видъ 


(2Ах-- Ву 4А(Ра-- Ву Е)=0....... (14). 


Похожимъ, что система координатъ, относительно которой кривая 
выражается этимъ уравненлемъ, есть прямоугольная. Зам$нимъ эту си- 
стему другой, также прямоугольной, имвющей то же начало и, ел$дова- 
тельно, получающейся вращен1емъ первой системы на изкоторый уголъ ©. 
Формулы для такого преобразоваюая будутъ: | 


1—4'608 & —У’5ш &, у=я’зт «-- 90$ ©. 
Поередетвомъ ихъ уразнене (14) обращавтея въ 


[(2.А воз х-- В вт о)’ (В воз «— ЗА эт ау’ 2-- 
--4А [СО воза -- Е зв <) Е (Ё в08 «— О за оду Е] =0. 


Уголь х можеть быть выбранъ такъ, чтобы было 


2.А с0$ &«—- Б зщ х==0, 
откуда 
2А 
© 0 — — — 


Б 


#, 


и елфдовательно, | 
—2А Б 
—=— И о 

\4.42-- Б? /4.А- В? 

Въ такомъ еслучав, поелфднее уравнене кривой принимаетъ видъ 


№ Р’-- ЧУН В=0,........ (5) 
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Гав. 


_№М=(В в08 4—2 А яп &)—4.42-- В*—4А(А-О), 
| Р=44А(Пео; «+ Е. В 0) == 4АВО—2АЕ), 
Ее \44?- В 
0—44(Е сов «— О вш = АЕ ГЗЕИ, 
у У44?-- В? 
й. о Ва4АЕ 


Такимъ образомъ, видимъ, что поередетвомъ произведеннаго пре- 
образовашя коорхинатъ въ уравнеши кривой уничтожаются два члена 
второго измфрев1я, именно: членъ, содержа  произведене неизвЪет- 
ныхъ, и членъ, содержанций квадратъ одного изъ неизвзетныхъ. 

Мы предполагали, что первоначальная система координатъ, отноеи- 
тельно которой кривая' выражаетея ‘уравнешемъ (14), прямоугольная. 
Если же она коеоугольная, то прежде всего ее можно замёнить какою- 
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нибудь прямоугольною, напр. такою, которая иметь то же начало 
и ту же ось эбециееъ, какъ это было показано для центральныхъ кри- 
выхъ (см. ст. 148). Отъь такого преобразоваюмя видъ уравневая (14) 
не изм$няется. 

211. Уравнене (15) можетъ быть упрощено еще поередетвомъ 
измЪненя начала координатъ. Въ самомъ дёлЪ, для перехода отъ преж- 
нихъ осей координатъ къ новымъ, иизющимъ то же направлеше, мы 
иыфемъ Формулы 

х—# а, у—У--5. 

Поередствомъ ихъ уравнеше (15) обращаетея въ 


№?-- Ра 2№-- Чу-- (М -- Ра %-- =. 


Величины 4 и 0, т. е. координаты новаго начала относительно 
прежней системы, могутъ. быть выбраны такъ, чтобы было 


2№-- 9—0 и №4 Ра 4% В=0 


и, слвдовательно, 


ке о с АМ, 
т ЭМ \ "`` 4 
Въ такомъ елучаз ен уравнене обращается ВЪ 
$: №2-- Рх=0 
ИИ 
у? =3х. оо фо 6 6 © ое © .(16) 
гдБ 


_ ФР __ 24(024Е—БО) 
РЭ М- (44-1 8), ^ 

Итакъ, для веякой кривой второго порядка, не имвющей центра, 
мы можемъ выбрать такую прямоугольную еиетему координатъ, отно- 
сительно которой эта лимя выражаетея уравненемъ вида (16). Легко 
видЪть, что ось абециееъ этой системы ееть ось кривой, т.е. маметръ, 
дВляпий пополамъ хорды, къ нему перпендикулярныя, & ось ординатъ 
насательная въ вершин кривой, т. е. въ концв этого даметра и 
стр. 122 и 123). 

212. Приведете уравненя (14 къ виду (16) и опредвлене. по- 
етояннаго р по коэФеищентамъ этого ураневта достигаетея еще сл%- 
дующимъ образомъ. . 


и п отнимая въ первой части уравневя (14) выражене 
2(2Ах-- Бу) К -- Е, 
гд% к есть произвольная конечная величина, дадимъ ему видъ 


НВК. АСР —К)ж- вии 
+ (4АЕ— К)=0...... ‚ (11) 


Положимъ сперва, что оси коорхинатъ прямоугольныя, и возьмемъ 
на плоскости двЪз прямыя, выражаемыя РЯ 


и 4А(р—КЮх-- АЕ ВЕЧЕ | -(18)- 


Называя буквами и и % разстояня какой-нибудь точки разематри- 
ваемой кривой отъ этихъ двухъ прямыхъ, будемъ, какъ извфетно, имфть 
Ах Ву--К 
УАЕЕВ: › 
__ 44А(2—КЮ)ж- 2(2АЕ _ВБК)у-- (4АЕ—К?) - 
2у44*2р—К)--(2АЕ-— ВК) 
Еели примемъ первую изъ прямыхъ (18) за новую ось абециссъ, 


а вторую за новую оеь ординатъ и назовемъ уве, между ними черезъ 
9, то будемъ, очевидно, имЪть 


р чаты 


и— т и 90—54. 


Вел детве этого изъ предыдущихъ равенетвъ получимъ 
2Аз-- Вх-- К==у п 4.43 В? 
и 4 Ар КЮх--2(2АЕ-— ВКу-(4АЕ-К®= 
—2л'’вщт 9 \/44?(Д— К) (2 АЕ— ВК} 
и потому уравнеше (17) принимаеть видъ = 
у25112 9. (4.421 В) -- 2х’ 3 /4 Ар — К) --ОАЕ-—-ВК) =0 
ИЛИ * 
у’ — р, 
гдЪ 
\4А(р—К)--(2АЕ— ВК) 
(4 А? Б*) зач. 
Уголъ же $, образуемый прямыми (18), опредьляетея по коэеФи- 
щентамъ ихъ уравненй, при чемъ, какъ извЪетно (ем. етр. 44), 
Е 44 В()—К)—САЕ—ВК)] 
2/4.4?-- В? У4 4 (р— К} -- 2АЕ— ВК) ВК) 
| 2А(ВО—2АЕ) | 
— УЕ УАЗ (2—К)? р ВК; 


Сл Здовательно, 


=— 


| 


ьэ 


_ 448(р— ка елЕ—ВКу 
2АВР—ЗАЕ)\443-- В | 


Величина К, взятая нами произвольно, можетъ быть выбрана такъ, 
чтобы уголъ 9 между новыми осями координатъ имзлъ данную величину. 


Для того, чтобы новыя оси были прямоугольныя, должно выполняться 
уелов1е перпендикулярности прямыхъ (18): 


ЗАК К ВОАЕ-— ВК)=0, 
откуда 
_ 24(2АО-- ВЕ) 
442 8* 


Легко убфдитьеся, что. по внесении этого значен1я въ предыдущее 
выражене для 1), получимъ 


__ 242 АЕ— БО) 
что мы имфли и выше. 
213. Если положимъ, что первоначальная епетема координатъ коео- 
угольная, и обозначимъ уголъ между оеями черезъ в, то предыку- 
ния выраженя разетояюй и и 9 обратятея въ 


__ (2.42 Бу-- К) о 
В 
_ важ 2(2АЕ — БКуу--(4АЕР— К”)] СЯ 
2 Е 


24 


тд положено для краткоети . 


Е!?==44?- В?— АВ с08 ® 
И ВР—4А(Ю—К) --ОАЕ-—ВК)—4А()р—КХЗАЕ—БК) 008 ®& 
Уравнене (17) обратитея, какъ и прежде, въ 


у==2рх, 
гдБ 
Во эп ® 
— Вю’ 


при чемъ для угла 9 между прямыми (18) будемъ имЪть 


2А(ВО-2АЕ) зп в 
В№  ^ 


=—.-— 


а $ = 


елЪдовательно, а 
ма 
Хан 24@4Е—ВР) № . 
_ Уелове перпендикулярности прямыхь (18) оудеть имЪть въ на- 

сетоящемъ случа. ВИДЪ 

44*р— К) В(2АЕ— -ВЮ—24[ВАР— К@АЕ— ВК) 
откуА.. 
ооо. КОРЕ ВЕ-ОАЕ-ВЕ) вов] 


Ва. 


бы 


Не трудно убЪдитьея, что, при такомъ значени К, будемъ имВть 

ВВ2=24А(2АЕ— БО) вт ®. 
Опредёляя отеюда Ё› и подетавляя въ выражен!е для р, получимъ 

_2АРАЕ— ВР)увшю 
Ё13 
Или 
2А(2АЕ— БО) 
_ аа в —4ав 603 и ^ 


Прим5ры и задачи. — 


1. Относительно прамозтораной системы координалъ дана лия второго 
порядка уравненемз. | 


За —2 лу + 4 +#—1=0. 
Найти длину хорды, образуемой прямою 


у==2х + 1. 
Отв. 4=1. 


2. Найти прямыя, проходяпия черезъ начало координать и ветрёчающя 
вривую 
8252 -- ху— 22—35 + 5у=0 
въ безконечно удаленныхъ точкахъ. 
Отв. | 3%—2у=0 и х + у=0. 
3. Найти касательныя КЪ ЕРрИВОЙ_ 
$22 | 7ту - 542 + 4х +- 59 +1=0, 
проходящая черезъ начало координатъ. 
Оте. 2% -- у=0 и 2% -- 5у=0. 
4. Найти центры кривыхъ, выражаемыхь уравненями: 
_ З-—Тху +54 2—Зу—8=0 


95 — 3029 + 2592 -- 8 —15у==0. 
Отв. &=1, у=1 и _в==00, у==00 
5. Найти лив!ю второго порядка, проходящую черезъ начало координат, 
черезь точки (0, р и (1, 0), и им$ющую центръ въ точкф (2, 3). 
Отв, 522 —бу + 272—5х-—9у==0. 
6. Дана кривая ны порядка уравнешемъ ` 
— 829 + 59 +2=—3у—5=0. 
Найти центръ этой ый и два, сопряженные дламетра, изъ которыхь одинъ 
иараллелень прямой | 
_  2—944+4=0. 
Отв. (—1, 0), х—2у-+1=0, 2+4у+1=0. 
Т. Кривая второго порядка выражается относительно пряхоутожьной си- 
стемы ВоордитАль уравнешемъ | 
ину + бу №5410 
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ЗНайти уголь между двумя ея сопряженными д1аметрами, изъ которыхъь одинъ 
проходить черезъ точку (3, 2). 


Отв. ф —=900. 
8. Для кривой второго порядка, 
| ху - у? + х=0 
‚найти сопряженные д1аметры, совпадающе между собою. 
Отв. у 1=0 и х-у—1=0. 
9. Дв$ прямыя ливи 
2х—Зу=0 и х- Зи=0 


суть два, сопряженные д1аметра, кривой второго порядка, равно какъ и двЪ прямыя 
х—у=0 и 8%—5у =0. 
Найти уравнене этой кривой, зная, что она проходить черезъ точку (1,1). 
Отв. 1942—5629 + 48\—6=0. 


10. Найти оси кривой второго порядка, выражаемой уравненемъ 
1 
д; — @ 





у=— 
Отв. х—у—а=0 и . т-{у—а=0. 
11. Найти асимптоты кривой, данной уравнен!емъ 
212—Злу—х- ЗУ -- 4=0. 

Отв. 2х—3у + 1=0 и х—1=0. 

12. Найти уравнен!е кривой второго порядка, проходящей черезъ нача- 
ло координать и им$ющей асимптотами прямыя ==а, У=Ь. 

Отв. ду—-6%— ау=0. 

13. Составить уравнеше кривой второго порядка, имёющей асимптотами 
прямыя 


== 7742 и У==7Пох 
‘и проходящей черезъ точку (0, а). 
Отв. ттод = (ти то) ту у*=а” 


14. Даны дв кривыя уравйен!ями: 
а? а? + 622+ 2с*(х-+у)=0 


(тис + пу —Эр*(х + у=0. 
Найти ихъ обийй даметръ. 


Отв. 426 (та пу)- с?(тб?-- па?) =0 
15. Дана кривая второго порядка уравненмемъ 
а? -- бху-- ау?-- асеу- у =0. 


| + При какомъ соотношеши между коэффищентами @ и 6 дДаметры. той кривой, 
израллельныя прямымъ | | 
Ах + Ву=0 и А’ + В’у-=0,. 
_ «будуть сопряженные | 
с, При а _ АВ-ВА. 
Св 5 2(АА- ВВ’. 
16. Дана кривая второго ‘порядка уравненемъ 
а 242—4ху + 2у?—32-+5у—1=0. 
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Найти касательныя къ ней, параллельныя бисектрамъ угловъ, образуемыхь- 
осями координалъ. 


Отв. х + у— 3 =0, 


три остальныя искомыя касалельныя суть безконечно удаленння. 
17. Найти касательныя къ кривой 
‚222 -- 5жу + 89—72 +у=0 | 
въ точкахъ перес$ченя ея съ я Зы, проходящимъ черезь начало коор- 
динатъ. 
Отв. у = 75% и у=12— 44. 
18. Кривая второго порядка выражается относительно прямоугольной си-- 
сгемы координать уравнешемъ 
743 — 22у— 4? - 3х | 4у—=0. 


Найти длину хорды, образуемой нормалью въ начал$ координатъ. 
Отв. 4==5. 


19. Дана кривая второго порядка уравнешемъ 
852 -- Зжу - у? —3%—3у=0. 
Найти двф точки, поляры которыхъ, относительно этой кривой, суть оси коор- 
динатъ. 
Отв. х=2, у=— 3 и & =00, У==00, 


20. Найти такое значеше постояннагто въ уравнени 
212 + Кху— 92—35 + бу—9==0, 
чтобы это уравнеше выражало двЪф прямыя, и опредфлить уголъ между этими. 
прямыми, предполагая, что система координатъ прямоугольная. 
Отв. _ К, до =— 8. 


21. Опредфлить значее коэффищентовь 4, С и ГР въ уравнении 
`Аж—12ху - Су? —4ж + бу + Е==0, 

такъ, чтобы это уравнеше выражало двз совпадающия прамня. 

Отв. А=4, О—=9, Е=1, 

22. Соний уравнен!е` параболы, касающейся осей координатъ въ точ— 
кахъ, отетоящихь оть начала, координатъ на разстояще &@. 

Отв. — 22 + у?—Залх —Зау + а?==0. 

23. Найти кривую второго порядка по условямъ, чтобы оси координать- 
были ея асимитоты, а прямая 


| Мх + №-+ Р=0 
касательная. 


Отв. 4ММху— Р?=0 


24. Преобразовать къ центру кривую 
- ху + в 
Отв. . ху- 9=0. | 
25. аазени прямоугольной системы координать кривая лия вы». 
ражается уравнешемъ 
_ 1425 —4ху-+ 11° = 60. 
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Отнести эту кривую къ осямъ. 
Отв. 352 - 29 == 19. 


26. Относительно косоугольной системы координатъ, нормальный уголь 
которой равняется 60°. кривая второго порядка выражается уравнетемъ 


7-Е у? = 4. 
Отнести эту кривую къ ея осямъ. = `ъ 


Отв. 852 + у?=6. 


27. Найти простЪйшее уравневе параболы, выражаемой относительно 
прямоугольной системы координатъ уравнемемъ 


(32 -+ 44) {2х бу 5 =0. 
Отв. 252 =9х. 


ГЛАВА ШЕСТАЯ 
 Вругъ. 


$ 1. Уравнене круга. К Касательныя и поляры. 


214. Кругь есть лия второго порядка, предетавляющая чаетный 
вилъ эллипеовъ. Эта лин!я разематриваетея, какъ извЪетно, въ началь- 
ной геометри, и ве ея евойства обнаруживаются элементарнымъ пу- 
темъ. Въ настоящей глав мы постараемся вывести главныя свойства 
круга аналитически и приложить методъ аналитической геометрии къ 
нзкоторымьъ вопросамъ о круг и о сиетемахъ круговъ. 

215. Опредъляя кругъ, какъ геометрическое мъето точекъ, нахо- 
дящихея на одномъ и томъ же разетояни отъ данной точки, называе- 
мой его центромъ, мы уже показали (ем. стр. 20), что уравнеше его 
относительно прямоугольной системы координатъ есть 


(1л—@)° "Е В—, ее . (1) 


а въ ‘случаЪ косоугольной системы координатъ 


(х—)?--(у—В)--2(4-—«)(у— В) возо==?, . . .. (2) 
ТАБ хи В суть координаты центра, & 7 радуеъ. 

_ Вогда начало координатъ находитея въ центрЪ круга, то уравне- 
не его принимаетъ проетёйпий видъ, а именно 


‚аеузыы 
для прямоугольной системы .координатъ 
и. | Е 2--у2--2усов®=3 


для косоугольной. 
216. Уравнеше (1), по раскрыт секобокъ, принимаеть видъ 
2 у — 204—2Зу-- о 8—2 —=0. 
Сравнивая его съ общимъ уравнешемъ второй степени 
Аз2-|- Вху- Оу? Те Е Е=О, 
заключаемъ, что они имфють одно и то же геометрическое значенте, 
когда, 
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22 Вы: По сб Е 
О 5 аи: 
т. е. когда, | 

А=—С, Б==0, 
24а р=0, 248 Е=0 

А(&?-- В*—- ей, 


СлЪдовательно, чтобы уравнене второй степени выражало отноеси- 
тельно прямоугольной еиетемы координатъ кругъ, необходимо и доета- 
точно, чтобы коэхоищенты при квадратахъ неизвЪетныхъ были равны 


между собою, а коэффищенть при произведени неизвфетныхъ рав- 
нялея нулю. 


При этихъ уелов1яхъ, центръ и радлусъ выражаемато уравнешемъ 
кругъ опредфляютея по его коэзхищентамъ селфдующимъ образомъ. 


р Е 
и — ^^ В ———5 
20 г 2А 
У 72-4 Е — 4 АЕ 
А 


Отеюда видимъ, что уравнее второй етепени предетавляетъ при 
уелояхъь А—С и БЫ=—0О дЪйствительный кругъ только тогда, когда 
въ немъ Е 

02-- Е 4АРЕ. 

Если же 0*-- Е?—=4 АР, 
то 7=0, и уравнене’ будетъь предетавлять единственную точку, кото- 
рую можно разематривать, какъ кругъ безконечно малаго рашуеа. 


Такъ какъ въ поелднемъ случа первая чаеть уравнев1я разлагается 
на два множителя 


(—®--/У—1(—В п (2-9 —УИ-—19-8), 


то можно также еказать, что оно выражаетъ совокупность двухъ ини- 

мыхъ прямыхъ, 
217. Въ елунав косоугольной сиетемы координать общее уравнене 

второй степени имфетъ одно и то же значене еъ уравненемъ (2), когда 


А В Б р Е 


ТТ 2% 1 — (а Ве0зю)  — (В 9080) — 
а 


— 92 В*-- 2 Веовю — 7? 
т. е. предетавляетъ кругъ, когда. въ немъ 


А—= В И В=2.Аеозо. 
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Центръ и рамуеъ этого круга опредВляютея въ этомъ елучав по 
коэфФишентамъ уравненя елфдующимъ образомъ’ 


Ро — ЦП) а Део5®— Е ' 








— Аз ° РГ” 2 Ана 
Е ‚ __У2-Е Е*— 20 Есоз и —4А РЗ 
| —_ 2 Авт © 


Въ елздующемъ мы будемъ  пользоватьея исключительно прямо- 
угольными координатами, какъ представляющими боле удобетва въ 
видахъ простоты аналитическихъ выражеюй и дЪйетый. | 

218. Уравнеше круга, въ какомъ бы видё оно’ ни было дано, во- 
держитъ три параметра, и веякая система условй, опредёляющих». 
вполнЪ кругъ, должна быть доетаточна для нахождения этихъ парамет- 
ровъ. 

Положимъ, что даны три точки (21, 41), (52, 42), (дз, уз), и пусть 
уравневе круга, проходящаго черезъ нихъ, будетъ | 


2" у’ Ое-- ЕУ-- Е=0 
Вь такомъ елучаЪ должно быть 


д" у1*-- Фа-- Ел -- Е=0 
22? -- у" Оад-- Еф -Н Е==0 
‚дз? -- уз" Ваз -- Еуз-Е Е==0, 


откуда коэзфищенты Ш, Е и Е этого уравнешя могутъ быть найдены 
по координатамъ данныхъ точекъ. Слфдовательно, уравнеше круга, 
проходящаго черезъ три данныя точки, можно предетавить, какъ ре- 
зультать иеключеня Ш, Е и Е изъ предыдущихъ мрака равенетвъ, 
т, е. въ видБ 


1", 1, 1, 
р) 9 

"Но", 2, У2, 1 

з"-- 93°, 2, Уз, 1 


—й У, <, 9 1 
Ро 





Поэтому, полагая, что четыре точки (21, 91), (ха, Уз), (2з, Уз), (2, У4) 
лежать на одномъ округ, будемъ имЪть веоотношеше 


а -- Ут", 2, 1 
22° -- Уз?, #2, Уз, 
дз Уз”, 2з, Уз, 
да" Ча", .924, 4, 





ыы — -ф 
<> 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. 11 
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или 
22, Уз, 1 1, У1, 1 
(1?--91?)| 23» Уз, 1 | — (22224-92?) | 23, Уз, 1 |-- 
24, У, 1 Ла, Ча, 1 
21, У, 1 лл, 9, 1 | 
Нез? уз?) | 2 Ув 1 | — (же ул?) | 2. У» 1 |=0 
‚ 24, 94, 1 &З. 3. 1 
ИЛИ Я Лл— 99 Л а-Р 43 Лз— а: АД 4=0, 


гл» 41, 4, 4з, 4: обозначаютъ разетояюя данныхъ точекъ оть начала, 
координатъ, а Л1, Аз Аз, /А4 суть площади треугольниковъ, обра- 
зуемыхъ каждыми тремя изъ этихъ точекъ. При этомь площади двухъ 
треугольниковъ, напр. Л! И /Л›, нужно считать имфющими одинако- 
вые знаки, когда ихъ различныя вершины находятея по одну и ту же 
сторону отъ общей етороны, и пимзющими различные знаки въ про- 
тивномъ елучаз. 

219. Отыекивая точки пересВченая какого-нибудь круга, выражае- 
маго уравненемъ 

2 --у-- Ох ВУ Е=0 
©ъ прямою, проходящею черезъ начало координатъь и выражаемою 
уравненемъ 
у=—тх, 

получимъ, по исключени 9, уравнене 


(1-- тз)2?--(Р-- Ет)=- Е=0. 
Слдовательно, называя черезъ 21 и хз абециееы иекомыхъ точекъ, 
а черезъ 91 и 4% ихъ ординаты, будемъ имЪть 


Е 
1-Е? 
и, въ то же время, 
(аа -Р ут”) (а? у) == 212" (1--т?)?, 
_ откуда получаемъ 
92—21 (1 —- т2)—= Г, 


гдё 4: и 42 еуть разетояя искомыхъ точекъ отъ начала координатъ. 
‚ Поелвлнее разенетво выражаетъ известное изъ начальной геометри 
свойство, что произведее отраковъ ефкущей, проведенной черезъ ка- 
_кую-нибудь точку, между этою точкою и точками переевчен1я съ кругомъ, 
ееть ‘величина поетоянная, т. е. не зависящая отъ направлендя езкущей.: 
220. Положимъ, что центръ круга находитея въ началв коорди- 
натъ и, ельдовалельно, уравнение его ееть 


Рея 
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и пуеть 
20056 -- ушах —р=0 


будетъ уравнен1е нзкоторой прямой въ нормальной Форм%. 
Рьшая эти уравнен1я совмзетно, получимъ для координатъ точекъ 
переевченя сдздующя выраженя: 


® о о 
= еозх -Е зто —0°, 
= 111% -- сова \/72 — 93. 


Отеюда видно, что точки пересзченя будутъ дЪйствительныя, ' 
когда разетоян1е прямой отъ центра круга менфе его рамуса, и мни- 
мыя, когда это разетояне болзе рамуеа. 

Если же р=—=, то точки пересвчен1я совпадаютъь и елдователь- 
но, прямая 

е05% | узто—“==0 
есть касательная. | 

При этомъ предыдупия выраженя для х и 9 опредълятъ коорди- 
наты точки прикоеновен1я. Обозначая изъ черезь 2: и 9, будемъ, 
селздовательно, имЪть - 


д ==7@0$х И 1 — Ио. 


Вельдетв!е этого поельднее уравнене, выражающее касательную 
можно представить въ вид 


71 -- 1 ==У 


221. Веякая прямая, проходящая черезъ точку прикосновеня 
_{мут), выразитея уравнешемъ 


(у —№1)=т —#&1), 


и еели она есть нормаль, т. е. перпендикулярна къ касательной (ем. 
стр. 128), то должно быть 


1 ОЙ 
1 
Слфдовательно, уравневе нормали къ кругу будетъ 


уз— у-=0, 


— 


что предетавляетъ прямую, проходящую черезъ начало координатъ, 
т, е. центръ круга. Такимъ образомъ видимъ, что радусъ, провехен- 
ный къ точкв прикосновен!я касательной, есть нормаль. Свойство, из- 
въетное также изъ начальной геометрии. 
222. Уравнене касательной къ кругу можетъ быть выведено раз- 
личнымъ образомъ. Ме прочимъ, оно получаетея, какъ частный 
1% 
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видъ общаго уравнен!я касательныхъ къ кривымъ второго порядка, 
найденнаго нами выше (ем. стр. 126). 


Положимъ, что требуетел найти уравнен1е касательной къ кругу, 
выражаемому. уравнепемъ 


(2—0) -|-(у— В — 1—0... ... -(3) 


Обозначая черезъ 21, У1 и 22, 4 координаты двухъ какихъ-нибудь 
точекъ М и ЛГ этого округа (гиг. 44), булемъ 
имфть, что уравнене 


(#—21)(— 22) + (у— у )У— У) = 
а-я 

предетавляетъ прямую, перее5кающую кругъ въ. 
этихъ двухъ точкахъ, ибо оно ееть первой ете- 
а. пени и удовлетворяется какъ при ==, у=у1,. 
такъ и при х==45е, У=уо. 
Отеюда елфдуетъ, что при 21==42 и У1==4, т. е. въ предполо- 
жен, что точка Л совпадаетъ съ Л, это уравнене обращается въ. 
искомое уравнеше` касательной ТТ | 


(в— 21) -- (у — 1) —=(«— а) --(у—В—м. 


Первая чаеть этого уравнешя предетавляетъь квадратъ разетояня 
какой-нибудь точки М, лежащей на касательной, отъ точки прикоено- 
вен1я Л. СлЪдовательно, то же значен1е должна имфть и вторая часть. 

Отеюда заключаемъ, что результатъ подетановки въ первую чаеть 
уравнен1я кругз (3) на мзето перем$нныхъ 5х и 9, координатъ какой- 
нибудь точки равняетея квадрату касательной къ кругу изъ этой точки. 


Поелзднее уравнеше пени: можетъ быть. представлено ее 
слфлующимъ образомъ: 


(#—®)— ар к В —Ве= 
—=(#— в) --(у— В) — и? 
2(&— 5 — #)--2(у— Ви: — В) = (а — в) -- (и — ВЕ”, 
или, замфчая, что 21 и У! удовлетворяютъ, уравненю круга, 
(#— и) + и—В)и— В)=. ец 


При &=0 и В=0 отеюда получается ‘уравневе касательной, 
найденное выше. | 


_ 223. Уравнете 





или 


хе08& -—- узтх —и=0 


предетавляетъ, какъ мы видзли, касательную къ кругу. радтуса , имвю- 
щему центръ въ началв координатъ. Полагая, что аи $ еуть коор-. 
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динаты нЪкоторой точки, ча которую проходить. эта касательная, 
будемъ имЪть | 


асово,—-6 51% —7"==0, 


откуда 
(а2-- р) вова — Зато о гри в1—0. 
СлЪЬдовательно, | 
сова—@* Ва? 5?— +? 
и а? Ч 6? 
Ш #. 
| а = а а? -- 62—72 
—_ а? -- 5? | 


Подетавивъ эти выражен1я въ предыдущее уравненте, получимъ урав- 
ненгя двухъ касательныхъ; проходящихъ черезъ данную точку (а, 6) 
ада) уфе зраИ ЧЕЙ П) Ки) 

мли 
(ах Фу— ву, ь (= — и Уая-- 5—8 — 0 
и (и Бу б@—м У? 58—2—0. 


_Перемноживъ ихъ почленно, получимъ уравнеше второй степени, 
представляющее совокупноеть этихъ касательныхъ, 


(ау в г (бх— ау) (а 6—1?) =0. 


ЗамЪчая же, что. 


оао ый) — (ах +ы) 


не трудно это уравневе предетавить-въ вид 


(аа Ву— (уф). 
Понятно, что это уравневе могло бы быть найдено тзмъ же еэ- 
мымъ сповобомъ, какъ выше было выведено уравневе двухъ каса- 
‚тельныхъь къ кривой второго порн, данной общимъ уравнен1емъ 
{ем. етр. 129 и 130). 
224. Уравнение 
жал 1 —"*==0, 


представляющее касательную къ кругу 


2—0, 


когда т, 9: еуть координаты какой-нибудь его Точки, выражаеть н8- 
которую опредзленную прямую и тогха, когда 41, У: Оозначають к5о- 
ординаты точки, данной какъ-нибудь на плоскоети. Прямая эта назы- 
вается полярою точки (21, 91) отноеительно круга, а еама точка ея 
полюсомь (ем. стр. 130). Понятно, что подяра веякой точки плоскости 
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есть прямая дЪйствительная. Въ елучаЪ, когда кругь выражаетея урав- 
ненлемъ вида (1), уравнене поляры, очевидно, будетъ 


(— (а —®--(у— В) В — т =0, 


Вее сказанное выше о полярахъ относительно лиюЙ второго по- 
рядка вообще отноеитея, очевидно, и къ полярамъ относительно круга. 
Такъ прежде всего заключаемъ, что поляра точки, лежащей на круг%, 
есть касательная въ этой точкЪ, а полюсъ касательной есть ея точка, 
прикоеновен1я. ЛалЪе, замъчая, что равенство 


о —- 192 — 2—0 


есть въ одно и то же время результатъ подетановки въ уравнеше 


дал Ру: —^*=0 


координатъ 42, уз и результатъ подетановки въ уравнене 
аха--ууз— т" —0 


координатъ 21, у, убЪждаемея, что поляра точки, лежащей на данной 
прямой, проходитъ черезъ полюеъ этой прямой, и полюеъ прямой, про- 
ходящей черезъ данную точку, лежитъ на 
полярЪ этой точки. 

Нели точка Р, которой координаты суть 
м и У (Фиг. 45), находитея внЪ круга, 
такъ что Рог, то, называя черезъь Ки Ё 
точки прикосновенля касательныхъ изъ этой. 
точки, будемъ имфть, что полярь точки Р, 
какъ лежащей на этихъ касательныхъ, будетъ 
фиг. 45. прямая, проходящая черезь ихъ полюсы, 

т. е. точки прикоеновен!я К и Г. 
225. Такъ какъ прямая, соединяющая точки (21,1 )еъ центромъ круга 


д у — 9—0, 





выражаетея уравнешемъ 
| 21—21 =0, 


то убфждаемея, что она перпендикулярна къ прямой 


дд -- 1—7 =0, 
т, е. въ полярЪ этой точки. 
_. Итакъ, поляра веякой точки относительно круга перпендикулярна: 
_въ Маметру, проходящему черезъ эту точку. 
| Сл®довательно, поляра точки Р’, средины хорды АГ, будетъ пря- 
_мая _Рр, параллельная этой хорд, и поляра точки @, лежащей гл- 


ве ПО 


нибудь на хордв КЛ, будетъ перпендикуляръ, опущенный _ изъ Р на 
даметръь @С. 
Называя черезъ { разетоян1е прямой 


И -- 41 — 2—0 


отъ начала координатъ, будемъ имЪть 


гдВ {Г есть разетояве точки (121, 91) отъ начала, ооркинать, СлЪдо- 
валельно, 
[1 —=у2. 


Радлусъ круга есть, слЗдовательно, средняя геометрическая между 
разетоявлями отъ центра какой-либо точки.и ея поляры, еоотношене, 
указывающее на весьма простое построете поляры данной точки и 
полюса данной прямой относительно круга. | 

226. Иногда кругъ бываетъ удобнЪе разсматривать по отношенно 
къ полярной сиетемв координатъ. 

Положимъ, что Р есть полюеъ и РГ полярная ось такой системы 
(Фиг. 46), ипустькоординаты центра круга будутъ м 

СР=а и Х СРГ=. 


Въ такомъ случаф, называя координаты’ 
какой-нибудь точки М на круг чрезъ их, Р 
т. е. полагая. 


ИР=о и. ХИРГ= о, Фиг, 46. 


\ 





будемъ имзть изъ треугольника РМО _ 


9 42— 2о40в(о— в) 


или _ 
23—2046е05(Ф—&)-- 4—1 —=0, 

гл х ееть рамуеъ круга. 

Это и есть общая зависимость между координатами точекъ круга, 
т, е. уравнеше круга въ полярныхъ координатахъ. Понятно, что его 
можно было бы вывести изъ уравненя круга въ прямолинейныхъ ко- 
‚ординатахъ поередетвомъ преобразован1я координатъ. 

Нели центръ круга находитея на полярной оеи, то &—=0, и врекы 
дущее уравненле обращаетея въ 


2% -- 298809 + Ф— 2—0. 
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ели же, кром% того, кругъ проходитъ черезъ полюсъ системы ко- 
ординатъ, то 4==^, и уравнеше круга принимаетъ видъ 


о — 2160$ Ф, 


& 2, Системы круговъ. 


2271. Положимъ, что намъ даны два круга, уравненя которыхъ суть: 


(2—1) -(у— 1—1" =0 (13 
.. аа Вто | ^7 77° 


Обозначая для краткости первыя чаети этихъ уравнен:й черезъ (, 
и (05, будемъ имЪть, что уравнене 


Аб, еее. 


-сдв № есть ой постоянная величина, выражаетъ также кругъ. 
Это елздуетъ изъ того, что въ немъ такъ же, какъ и въ данныхъ 
уравнен1яхъ (1), коэхоищенты при #2? и 4? равны, а члена съ произ- 
‘зедетемъ ху не существуетъ вовее. 

Такъ какъ значения неизвЪетныхъ, удовхетворяюпая одновременно 
ра внешямъ (1), удовлетвояютъ и уравненю. (2), то кругъ, выражае- 
мый поелфднимъ, проходитъ черезъ точки пересвчетя ерькыя 
или мнимыя) данныхъ круговъ.. 

Нри неопредвленномъ уравнене (2) представлять безчиеленное 
_множеетво круговъ, составляющихъь оиетему, называемую пучкомь (ем; 
отр. 77). 

Изъ уравнемя (2) имЪемъ 


“ 


ое (х— (4—1 — п? 
Оз (хе) (у В) — т? 


и такъ какъ члены бноваы соетавляющаго вторую чаеть этого рэз- 
венства, при веякомъ значени координахъ хи у предетавляютъ квэ- 
праты длинъ касательныхъ изъ точки, опредЪляемой этими координз- 
тами, къ двумъ даннымхъ кругамъ (ем. стр. 164), то заключаемъ, что 
‘кругъ (2) предетавляетъ геометрическое м3зето такихъ точекъ, каса- 
тельныя изъ которыхъ къ двумъ каннымъ кругамъ находятея въ по. 
етоянномъ отношении. 
- 228. При &=—1 уравнеше (2) РЕЖ ВЪ 


(У --(у— В) — т — (2—0 — (уф Вай 


— 


Или | 
_ (ао — саж (Ва — Вам -Е (ва? В —я 1) — 
ая Во. д... 8) 
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и предетавляетъ, слЪдовательно, прямую, проходящую черезъ точки 
пересвчен1я данныхъ круговъ. Она есть дЪйствительная при веякомъ 
раеположени этихъ круговъ и называется ихъ радикальною осью. 

Опредвлене точекъ пересзчен1я двухъ круговъ сводитея, такимъ 
образомъ, на опредзлеме точекъ перееъчен1я одного изъ нихъ еъ ра- 
дикальной осью. 

Изъ сказаннаго о значеи множителя # слЪдуетъ, что радикаль- 

ная ось есть геометрическое м%Ъето точекъ, касательныя изъ которыхъ 
‘къ обоимъ даннымъ кругамъ равны между собою. 


Уравненле прямой, проходящей черезъ центры данныхъ круговъ, 
есть 


(Ва — 1) (в— ии (281 — В» )=0. 


Сравнивая его съ уравненемъ радикальной оси, убЪъждаемея, что 
эти прямыя перпендикулярны. 


Итакъ, радикальная ось двухъ круговъ перпендикулярна къ ихъ 
лиши центровъ. 


Очевидно, что для везхъ круговъ, принадлежащихъ пучку 
(Л — К 05=0, 


радикальная ось одна и та же. Отеюда слфдуетъ, что касательная изъ 
какой-нибудь точки радикальной оси ко везмъ кругамъ пучка равны 
между собою и что центры везхъ круговъ пучка лежатъ на одной 
прямой. 


Когда круги ово, то радикальная ось есть ихъ общая 
касательная. | 


229. Уравнен1е радикальной оси предетавляетъ, какъ показано; 
частный случай уравнен1я (2) или 


(1—1) (2 у) — (1 — ее) — (В, —КВ»)у- 
| о (21? -- 912—212) (ао? —- 32? — 1 )—0 


при —1. Но если мы будемъ измыфнять въ этомъ уравнен1и А, не- 
прерывно приближая къ единицЪ, то координаты ‘одной изъ точевъ 
 пересвченя выражаемаго имъ круга еъ какой-нибудь прямой, напри- 
мБръ съ одной изъ овей координатъ, будуть непрерывно возрастать и 
при &—1 едвлаютея безконечно большими (ем. стр. 111). Саъдова- 
тельно, въ этомъ чаетномъ случа уравневюе (2) удовлетворяетея не 
только точками радикальной оси, но и-безконечнымъ множествомъ без- 
конечно удаленныхъ точекъ, т. е. выражаеть совокупность радикальной 
оси съ прямою, безконечно удаленною. 
Отеюда заключаемъ, что вез круги, принадлежаш1е пучку 


= — 0—0, 


= 17035 


проходятъ не только черезь точки переезчен1я круга О1==0 съ ради- 
кальною осью, но и черезъ точки пересеЪчевая его съ безконечно уда- 
ленною прямою, точки, очевидно, мнимыя. 

ТГ же самыя мнимыя безконечно удаленныя точки должны быть 
разематриваемы, какъ принадлежания веякому другому кругу, ибо, за- 
м$няя въ уравнен1и (2) многочленъ 0 первою частью уравнегая ка- 
кого бы ни было круга, мы ни круга (1—0, ни безконечно удаленной 
прямой не изм$няемъ '). 

Итакъ, веЪ круги на плоскости должны быть разематриваемы, какъ 
имзюпие дв обпия безконечно удаленныя мнимыя точки. Эти. точки 
имфютъ очень важное значене во многихъ анахитико-геометрическихъ 
изелфдованяхъ. Ихъ называютъ хкоуювыли или циклическими точками. 

Такъ какъ эти точки уховлетворяютъ уравненю 


я у — 72 —0 


при веякомъ 7, то он суть также безконечно удаленныя точки двухъ 
мнимыхъ прямыхъ, выражаемыхъ въ совокупноети уравненемъ 


д у=0 


и ТАВЛЬНО уравнен1ями 
уу —1=0 и х—у\ 


230. Еели, имя пучекъ круговъ, мы примемъ ихъ радикальную 
оеь за ось ординатъ, а прямую центровъ за ось абециееъ (Фиг. 47), то 
уравневле веякаго круга, принадлежащато пучку, будетъ имъть видъ | 





„= 

(дану = 0... . (4) 
ИЛИ | 

22 -- у — Зод--т=0, ........ (5) 
гл т=—=\/ а? — 73. к $ 2 


Эта величина ееть, конечно, длина касательной къ кругу изъ на- 
| | чала координатъ, ибо при 1—0, у=0 
первая часть уравнения (5) обращаетея 
Въ 0”. 

Она есть постоянная, т.-е. одинако- 
вая для веъхъ круговъ пучка, и двИ- 
_ ствительная только тогда, когда х?`>г?, 
т. е. когда круги не ‘переевкаютея. 

_ Въ уравневи (5) & ееть неопредз- 
мы я . _ ленный параметръ, каждымъ зназе- 

у Двухъ разлизныхь безконечно удаленныхь прямыхъ быть не можетъ. 
Это есть логическое слЁлстве положевя, что на каждой прямой безконечно 
удалевная. очка единетвенна, (ем. стр. 10). 








р 


мемъ котораго опредвляетея одинъ изъ круговь пучка. Еели положимъ,. 
что (===, то будемъ имфть ^=0. 


Вругь обращается въ этомъ случав въ точку или совокупность- 
двухъ мнимыхъ прямыхъ. 





Слвдовательно, въ томъ случаф, когда круги пучка не переска- 
ются съ радикальною осью, на прямой центровъ существуютъ двЪ дЪй- 
ствительныя точки А и [, находяшяея отъ радикальной оси на раз-- 
сетояи 7, которыя предетавляютъ собою два безконечно малыхъ 
круга, принадлежащихъ пучку. Эти точки называютъ редъльнылми. 
точками пучка. 

231. Уравнеше поляры какой-нибудь данной точки (771, /1) по отно-- 
шен1ю къ кругу (4) есть, какъ извфетно (ем. стр. 166), 


(2— «(а — а) уу: — т ==0 
ИЛИ 


дд -Н у —(а-а)-Рт?=0........ (6). 


При неопредъленномъ значени с, это уравнене предетавляетъ пу- 
чекъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ точку пересЪченмя прямыхъ 


дал Руа т =0 и ДР ==0. 


СлЪдовательно, поляры веякой точки относительно круговъ, имЪю- 
щихъ общую радикальную ось, проходятъ черезъ одну точку. 
Если данная точка находитея на радикальной оси, то 71==0, и. 
второе изъ двухъ посяфднихъ уравнеюй обращаетея въ д=0. Это. 
показываетъ, что поляры точекъ, лежащихъ на радикальной оси, пере-— 
оЪкаютея также на этой оеи. 

Если данная точка совпадаетъ съ одной изъ предфльныхъ точекъ- 
К и Г, то д1—=т и 91=0. 

Въ этомъ елучаз уравнеюе (6) обращаетея въ 

(&т)(х-Ет)=0 
или 
Д=—==т 


и представляетъ при веякомъ & прямую, проходящую черезъ другую- 
предзльную точку и параллельную оси ординатъ. 

_Итакъ, каждая изъ предфльныхъ точекъ имфетъ одну и ту же по- 
ляру относительно везхъ круговъ пучка, которая проходить чрезъ дру- 
гую предЪльную точку и параллельна радикальной оси. 

232. Касательныя, проведенныя къ кругамъ пучка изъ какой-нибудь. 
течки 0) радикальной оси (Фиг. 47), какъ мы знаемъ, равны между 
собою и, елЪдовательно, геометрическое мзето ихъ точекъ прикоенове- 
н1я есть кругъ, имфюпий точку О центромъ. Этотъ кругь проходить, 
очевидно, черезъ предфльныя точки К и С и пересзкаетея съ кру- 


еле 


тами пучка ортоюнально, т. е. такъ, что каеательныя къ нему въ точ- 
кахъ пересфченля 1, М’ и т. д. перпендикулярны къ каеательнымъ 
‚этихъ круговъ. 

Уравнене этого круга имЪетъ видъ 


(у Во 


ИЛИ 


а -- у — Ву т —0, ее ыы. (1) 
‘ибо 


г’? — 98—ДК’— 00*—=0ОК—ит°. 


При неопредзленномъ значени в это уравнене предетавляетъ пу- 
чекъ круговъ, для которыхъ ось ординатъ ееть прямая центровъ, а ось 
‚абециееъ радикальная о6ь. 

Пучки (5) и (7) предетавляютъ, такимъ образомъ, дв ортогональ- 
ныя системы круговъ и, притомъ, предзльныя точки перваго пучка 
‚суть точки переезчевн1я веЪхъ круговъ второго, и обратно. 

| 233. Если, имя два круга, выражаемые уравненями (1), мы про- 
зедемъ черезъ ихъ центры Си С’ два параллельные даметра АВ и 
А’Б’ (иг. 48), то прямыя, ©0- 
единяюпиая концы этихъ даме- 


у 
ре Г. тровъ, будутъ ветр%Ъчать ли- 
К Г э\ ме 
т 


ню центровъ въ двухь точ- 
Ай р 
осы 


к! 


кахь си ©, положеюше кото- 


т. м: рыхъ не зависитъ отъ направ- 
в лен!я, въ которомъ проведены 

р 1. дламетры. 
Фиг. 48. Въ самомъ АЪлЪ, прямая 


АА’ образуетъ въ прямою цен- 
‘тровъ и рамусами СА и С’А’ два подобныхъ треугольника, изъ кото- 
‚рыхъ, при всякой величин угловъ, имфемъ 


ср СА < 71 
05 ОСА’ № 


Точно также изъ подоб1я треугольниковъ, образуемыхъ прямою 
АБ’ съ прямою центровъь и рамусами СОА и С’ВБ’, заключаемъ, что, 
при веякомъ направлени этихъ радусовъ, должно быть 


ах 
оо ОВ Го 


Такимъ образомъ видимъ, что точки би © дЪлятЪъ разетояюя СС” 
между центрами круговъ въ одномъ и томъ же отнощеюи, т.-е. гар- 
„монически (ем. стр. 98), и это отношене равняетея отношеню раджу- 
‚совъ круговъ. Первая изъ этихъ точекъ, находящаяся внЪ отрЪзка СС’, 


— 173 —. 


называетея внюшиимь центромь подобЯ данныхъ круговъ, а вторая,.. 
лежащая внутри этого отр%зка,—ихъ внутреннимь центромъ подобля. 
Координаты внфшняго центра подоб1я будутъ, очевидно (ем. етр. 9).. 


ее об — 7100 я # „— В 
- 72—71 | | т 2—7 
а внутренняго ‚а 
Е и оба -- ит ый — това тва 
вп о ит 


Въ томъ елучаз, когда рапуеы СА и С’А’ перпендикулярны къ 
прямой, соединяющей ихъ концы, эта поелфдняя будетъ касательною-. 
къ обоимъ кругамъ. 


Слфдовательно, центры подоб!я хвухъ круговъ еуть точки пере- 
сЪчешя ихъ общихъ касательныхъ. 


Зная координаты центровъ подоб1я, не трудно найти и уравнен!я 
общихъ касательныхъ, какъ касательныхъ изъ данной точки къ одному 
изъ данныхъ круговъ (ем. стр. 165), а также и координаты точекъ при- 
косновеня этихъ касательныхъ, какъ точекь пересчен!я круговъ съ. 
полярами центровъ подобля. 


234. Уравнене поляры АЁ ви шняго центра подоб1я © по отно- 


шеню къ кругу О1==0 получимъ, подетавляя въ общее уравнене по- 
ляры относительно этого круга 


чер РОТЕ 
на мфето 21 и 1 выраженя 
Гол — 7162 И изв: 71 82. 
72—71 го — 171 


Результатъ этой подстановки будетъ 


(1—1 {он — 2) (у— ВВ, — В) (1 -—1)==0 


или | 
(1 — 42) -- (В: — Взу— (+ В: — 1) (оз -- В: Ве— 1") =0. 
Это уравнен!е можно представить еще елдующимъ образомъ: 
оон — а) - 2 В: — В у— (са? В — 91) (во? - Ва — 8) — 
— (1—2) — (В, — Вз*-Н (1—1) =0 
или, наконецъ, 


(03— (1) —(и— а) — (В — Ва) (1—1 =0. 


Подетавляя тз же самыя значеня координатъ 21 и 91 въ уравне- 
ве поляры относительно второго круга 


(х— (2 (21 — 2) -- (у— ВХ а В>)— га?—= 


= 14 — 
получимъ уравнене поляры А”Г” точки 5 въ видЪ 


(т— ааа — аа) -(у— В={ Ву — 32) — "(г —1)==0 


или, по выполнени тЪхъ же преобразований, 
(05— О(1)-- (и — 2 -- (В: — В) — (1—1 ==0. 


Такимъ же точно образомъ найдемъ, что уравнен1я поляръ вну- 
‘тренняго центра подоб1я 5’ относительно круговъ О01=0 и 0.==0 бу- 
‘дутъ поел$довательно 


(08— 01) — (ви — 2) — (81 — Ва)? (и 1) = 
* (03— 01) (1 — в - (В — В— 91+ 2) =0, 





< 3. Свойства трехъ круговъ. 


235. Возьмемъ три каке-нибудь круга, уравнен!я которыхъ пуеть 
‚‘будутъ 
== 0; 0—0, 0: къ вз ева) 
ыы а 
==(#— и - (у— В1)*— 1, 
0 —(— 02 (у— В) — т, 
(3—(2— 3  (у— Вз)*—тз°. 


Радикальныя оси каждыхъ двухъ изъ этихъ круговъ будуть вы- 
ражатьея уравнен1ями 


(ПА — 0—0, 0— Оз=0, Оз— О! ==0. 


Такъ какъ сумма первыхъ частей этихъ трехъ уравнен!й тожде- 
ственно равняетея нулю, то убЪждаемея, что радикальныя оси трехъ 
какихъ бы то ни было круговъ пересЪкаютея въ одной точкЪ. Эта 
точка называется радикальнымь центром» системы трехъ круговъ. 

По евойетву радикальныхъ осей, касательныя изъ рэдикальнаго 
центра ко везмъ тремъ ланнымъ кругамъ равны между собою. 

236. Каждые два изъ круговъ (1) имЪютъ, какъ показано выше, 


два центра подобля. СлЪдовательно, 
всего имзетея для этихъ круговъ 
шесть центровъ подобля. 

Не трудно убЪдиться, что эти 
шесть точекъ расположены на 
четырехъь прямыхъ, по три на 
каждой. 





Въ самомъдлз, пусть, А, Б, 


Фиг. 49. С будутъ центры данныхъ кру- 
говъ (гиг. 49) и В, 5, Т ихъ внъшие рн подобля, координаты 
которыхъ суть поелвдовательно: 








1 — 7392—7203 узВ2— "о Вз 

ей 1—2 ‚ 
73—72 к 73—72 

___ 713—739 "1 Вз — 731 

Е у, 
71—73 71 — 73 

== Тот — 7105 го 81—71 82 

3 — ——_ У ————_—___ 
Го —71 о —7] 


Отеюда находимъ 


1 [ВС 3—7) в (—” 3) -- Вз (+ 2—71)] 


(“1— "зи 1) 


у2—9Уз— 


ИЛИ сокращено 
71 М 


Я. 


Точно такъ же найдемъ 
р И. 
8 — = АА 
у (тэ — 71)(тз— 72) 
4 9/9 = "И 
У И (уз— тэ )(1— 17) 


СлЪдовательно, 


(уз — уз) 22 (зу —9/2)— 
М 399 — Го з 71 (9193 — зб 2 --( (7`3001 —7 жет 3] 
(т 9—7 2) (г 1—7) (9 в—71 ) 


и такъ какъ вторая чаеть тождественно равняетея нулю, то и У0%- 
ждаемея, что уелове, при которомъ три точки В, Б и Г лежать на 
одной прямой (ем. стр. 49), выполняется. 

Вторая чаеть поелфдняго равенства равняется нулю и тогда, когда 
дв изъ величинъ 71, 7о, 7з измЪнать знакъ, что, какъ видно изъ 
выражен дла координатъ дентровъ пощобя соотвтетвуеть замЪн® 
двухъ внфшнихъ изъ этихъ центровъ, напримёръ Ви ©, еоотвЪтетвен- 
ными внутренними Д’ и Ю. 

_ Это показываеть, что каждые два внутренне центра подоб1я ле- 
жатъ на одной прямой съ однимъ изъ внфшнихъ. 

Четыре прямыя, на которыхъ лежать по три центра подобля 
трехъ -круговъ, называютея осями подойя этихъ круговъ. Одна изъ 
нихъ соединяетъ три внзшн1е центра и ноеитъ ‘назваме внфшней оси 
подобя, три же оетальныя еоединяютъ одинъ внёший центръ подо- 
бля съ двумя внутренними. 


— 116 — 


Нели два круга соприкасаютея еъ третьимъ, то прямая соединяю- 
щая точки прикоеновеная, есть оеь подобя и, елдовательно, прохо- 
дитъ черезъ центръ подоб1я этихъ двухъ круговъ. 

237. Соприкоеновене лвухъ круговъ, какъ извЪетно, можетъ быть 
двоякаго рода: внЪшнее, когда центры круговъ лежатъ по разныя ето- 
роны отъ точки касаня, п внутреннее, когда они лежатъ по одну и 
ту же сторону отъ этой точки. 

Въ первомъ елучав разстояне между центрами круговъ равняетея 
сумм ихъ рамуеовъ, а во второмъ разности, 

Отеюда заключаемъ, что услове, что какой-нибудь кругъ 


в} 


(1—0) (у— В) — 2—0... ..... - (2) 
соприкасается одновременно съ тремя данными кругами 

Сл=0, (з=0, Оз=0, 
можетъ быть выражено сел$дующими тремя равенетвами: 


(х— ©)? (В ыы. == Е, 
(и) (В — В = (а), 
(х— яз) (В — ВзР= (т), 


которыми этотъ кругъ и опредфляетея вполн%, ибо изъ нихъ три не- 
извзетныя &, би» могуть быть найдены. 


Эти равенетва могутъ быть предетавленыещеелдующимъ образомъ: 


(Л — (= 21), 
(То —Р (т Бы 27о ), 
(73 Ей (х те 273), 


гл въ многочленахъ, составляющихъ первыя части, неизвзетныя суть. 
координаты & и @ центра искомаго круга. 


Два изъ этихъ уравнешй могутъ быть замфнены двумя изъ елф- 
дующихъ: 

(П — О5==2+ (11 Е хо), \ 

(5 — Оз= 3» (72 Е хз), |. офф (3) 

0— (.= (зу | 
которыя получаютея вычитантемъ ихъ одного изъ другого и удобнъе 
потому, что содержатъ только первыя етепени опредЪляемыхъ вели- 
чинъ ©, Ви г. 

Смотря по знакамъ во вторыхъ чаетяхъ этихъ равенетвъ, опре- 
дъляемый ими кругъ можетъ имфть различнаго рода прикосновен!е съ 
данными кругами, и, дВлая веевозможныя сочетая этихЪъ знаковъ, 
убъждаемея, что, вообще говоря, должно существовать восемь круговъ 


+ 


ее 97-е 


соприкасающихея еъ тремя: данными. Два изъ этихъ круговъ имфютъ 
со веёми данными кругами внзшнее или внутреннее прикосновение. 
Каждый же изъ шести остальныхъ 
имзетъ съ однимъ изъ данныхъ кру- 
говъ внЪъшнее прикоеновене, & съ 
двумя другими внутреннее, или об- 
ратно. | 

238. Чтобы найти геометрически, 
т. е. поетроетемтъ, кругъ (2); имвю- ут 
ай еъ тремя данными кругами (1) 
внфшнее прикосновеше, поетараем- 
ся найти точки прикоеновеная его Фиг. 50. 
А, В, С въ этими кругами (фиг. 50). Для координатъ точки С при- 
косновеня ‘его’еъ кругомъ О1==0 будемъ имЪть, очевидно, елздуюция, 
выраженя: | 








| 71-7“ у у 
ыы, „—”В-ЕУВ, ы ов ь г д (4) 
м” м-и 
откуда находимъ 
у у у Г 7’ г 
71 71 р 71 Г] 


Подетавляя эти значеня для & и В въ первое изъ уравнений (3), 
которое въ насетоящемъ случа имЪетъ видъ 


(2—1) -- 2(В»— 8:8 НЕА! — #2), 
В (01? -- 818—912) — (2? -- В22—#*), 


„таб 
получим 
оао ад (а-Вор"= 
2 (и — внува -- (В — ВВК, — и) 


Умноживъ обЪ чаети этого равенетва на”; и прибавивъ къ объимъ 
частямъ (--7)й, получимъ 


[2(02— и )ж-- 2(В8— 6, 4-7) = 
= [2 (а — м) (Ве — ВВ. Нк - 27161 —и"з) 


[2(аз — ое -- 2(В— Вт) +В]: = 
= [(^1 — 2) — (1 — а) — (В: — Вз)**, 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. 12 
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что можно: представить еще: сл5дующимъ‘. образомъ: 
АС (:— Хи {ал — ов) +8. —В в у |, . :. (6 ) 


гхЪ величины ви. у, входяпия въ многочлень О›— 01; суть 
наты точки прикоеновешя С. в“ 


`Подобнымъ же образомъ, подетавляя выраженя (5) въ третьё 1 ИЗЪ. 
равенотвъ (3); лывющее ВЪ настоящему ОА ВИДЪ 


© > 


м. 3 За - да 2, Вим). 


ГТЪ. 


корки: 


== (оз Вз? лы =>, 


оси имъть 
_(0— о, в |»... `. (1) 


ии г изъ этого и предыдущаго равенствъ, получимъ 
ет ь : (4— С ь 2% © 2 › : * ..03— ( г ‚7 ‚(8) 
а (В: — В) — (1—2) (и—аз)*--(В.— п 





уравиене первой степени. относительно 2 и у, выражающее прямую, 
проходяитузю , чрезъ разематриваемую точку прикоеновенйя С. Ером% 


того, эта прямая проходить, очевидно, черезъ точку ее 
прамыхьъ, а 2 : 


& мы 2 че ее 
я м 
> 


а Е 
А< = эм 


0:—01=0:. и. в, 


т. е. черезъ радикальный центръ М трехъ данныхъ круговъ. 
239. Если кругъ (2) иметь съ тремя данными кругами внутреннее 


прикосновене, то. координаты точки С прикоеновеня его съ первымъ 
изъ этихъ круговъ будуть 


Е И 


Ро в 
=" и 


ъ% 
. ` 


Такъ какъ эти выражен!я АУ ть ‚› выражений (4) только 
знакомъ при 7”, то, опредВляя изъ нихъ © и 8 и подетавляя въ пер- 
вое и трётье изъ уравнев1й (3), получимъ два уравненя, отличаюпияея 
отъ уравневйй (6) и (7) также только знакомъ при х. Результатомъ 
исключен1я г изъ этихъ двухъ ‘уравнений будет, елвдовательно, то же 
самое уравнене (8). 

Такимъ_ образомъ, видимъ, что прямая, выражаемая этимъ уравне- 
немъ, перес®каетъ кругь 0—0 въ двухъ точкахь СОи С’, въ кото- 
рыхь онъ еоприкаезетея. еъ двумя кругами, ‘имъющими ео везми тремя 
данными внфшнее или внутреннее прикосновеще. 
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240. Вычитая изъ объихъ частей ИО (8) по единиц, да 
димъ ему видъ 


(03—01) — (а — ов) 

фи = 

(03—90 — (1-93) — (В: — Вз) 2-Е (1—1)? 
(21—43)? -[ (В: — Вз)— (91—13) 


откуда видно, что прямая, пмЪ `выражаемая, проходить черезъ’ точку 
пересвчення прямыхъ = 


----- 
‘ ты * 


((3— (1)—(л— в — (В, о 
и (0з— 01)— рай 


Первая изъ этихъ прямыхъ ‘есть, какъ мы ИДИ выше (ем. 
етр. 173), поляра относительно’ круга (1 =0 внфшняго центра подобя 
© круговь 01=0 и 02=0. Вторая же ееть поляра. относительно 
того же круга внфшняго центра? подобяя Т круговъ. 1—0 и Оз==0. 

СлЪдовательно, точка. пересвчен1я. этихъ прямыхъ ееть полюсъ 
относительно круга (1—0 прямой лини ЭТ, соединяющей эти центры 
подоб!я, т. е. внзшней оси подобя. 

Итакъ, прямая (8), проходящая ‘черезъ радикальный центръ. трехъ 
данныхъ круговъ, проходитъ въ то же время черезъ полюеъ В вишней 
оси подоб1я этихъ круговъ .отновитёльно круга (,=0. 

_ - 241, Изъ еказаннаго ВИДИМЪ, ЧТО ДЛЯ построеня круговъ, ииБющихъ 
©еъ тремя данными внзшнее или внутреннее прикоеновен1е, нужно 
найти полюсы Р, 0, В внЪшней. оси подоб1я относительно. каждаго 
изъ данныхъ круговъ и соединить ихъ прямыми литями съ. ради- 
кальнымъ центромъ № этихъ круговъ. Точки пересвченя А, В, С 
этихъ прямыхъ съ данными кругами, точки, въ которыхъ касательныя 
къ этимъ кругамъ перес%каютея между собою на ихъ радикальныхъ 
©сяхъ, будутъ точками прикосновен1я одного изъ искомыхъ круговъ. 
Остальныя три точки 4, В’, С’ пересвчемя тхъ же прямыхъ съ 
данными кругами будуть точками приковновеня другого изъ искомыхъ 
‘круговъ. 

Пользуясь для такого же-построевя другими осями подоб}я  рехъ 
канныхъ круговъ, найдемъ такимъ же точно образомъ точки прикоено- 
вен1я круговъ, имвющихь ‘съ ‘однимьъ изъ данныхъ внфшнее прикоено- 
вене, а еъ двумя другими ииутреякнь, или обратно. 
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Примбры и задачи. 


1. Найти уравнеше круга, описавнаго около треугольника, стороны ко- 
торато осносительно прямоугольной системы координать выражаются уравне- 
н1ями: 


_ ф-у=0, х—у=0, 25 + Зу==5. 
Отв. 22 + 92 -- 4х — бу=0. 
2. Найти длину касательной изъ точки (2,5) къ кругу 
35 -- у2-— 2х —Зу—1==0. 
Отв. 1—3. 
3. Найти уравнешя касалельныхь къ кругу 
2? - у? —6бх—2у-8=0, 
проходящихъ черезъ начало координатъ, 
Отв. х—у=0 и % + Ту=0. 


4. Найти. полюсъ прямой 
2% + Зу==6 
по отношеюмю къ кругу 
| | (х—1)*+ (у—2)?=12. 
Отв. —=—11, у==—16, 


5. РАЯ два, круга уравнен1ями 
| _ 22-428 —5у-1=0 
и 
12--92—3Зу—3 =0. 


Найти трет, ииБющи центръ на оси абециесь и общую радикальную ось съ 


_ данными кругами. 


Отв. — 20? -|- у —3и—9 =0. 
6. Давы два круга уравненями 
27-95 + Ву + 4=0 


а 
$ 22 -- 92 + 4х + Зу+ 2==0. 
Найти уравневе третьяго, описанинато на ихъ общей хордЪ, какъ на даметрфе 
Отв. | | 22 -|- у2— 2х + Зу-- 8=0. 


Т. Найти предфльныя точки системы круговъ, имфющихь общую ради- 
_кальную ось съ вругами 
2х2 -Ё 2—6 + 7==0 


и 
дз + у —22—894+1-—0, 
Отв. х==1, у=1 и д==2, у=—1. 
8. Найти обийя касательныя круговъ 
22 2—4 4==0 
ы | 


2? -|- 12+ 4 —Зу—4-==0, 
Отв. х—1=0° и (1—4) (у—1) =0. 
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9. Найти центры подобя и обийя касательныя двухъ круговъ 
27 у? —65—8у=0 
177 у —4х—6бу—3=0. 
Ютв. (1. ‚ (+ “) 2-+2=0, у+1=0. 


Дв$ друйя касательныя мнимыя. 
10. Найти услове, при которомъ разстояще между точками перес$чен!я 
Жруга 
22 + 92 - ав + еу + У=0 
©ъ прямою 
| Аз -- Ву- С=0 
видно изъ начала координатъ подъ прямымъ угломъ. 
Отв. (А2- В?) у-+ 202=(Аа-+- Вес. 
11. Найти услове, при которомъ ‘два круга, 
2+ + 4 - цу д =0 
и. 222 - У? 4,5 + ву + №=0 
перес$каютея ортогонально. 
Отв. 4, + ве =3( 4 +73). 
12. Даны три круга уравнен!ями 


222 - у? -- 412 - ау- Л =0, 
23 -- у? -- 4 -- ву + №=0, 
22? -- у? + а;2 + ву + В =. 
Найти. четвертый, ‘иВющ центрь въ начал координать и общий ради каль- 
ный центръ со ‘всфми дамными кругами. 





уе, 1 4, е1, | 
Отв. (22 -|- 9?) ет ‚ео, До |=0. 
‚2,1 ,23›./3 | 








ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 


Эллинест. 


$ 1. Форма эллипса и ‚его построенее. 


242. Мы видфли, что уравнен!е’` неякой | О НЬНой кривой вто- 
рого порядка въ томъ елуча5, когда за сей ыы ПринАты, два 
ея сопряженные даметра, имзетъ видъ (ем. стр. 123) . 


Але-- Су Р—=0, | ® ® э ® ° 5 о 5 ыы ° (1) 
и что это уравнен1е можетъ предетавлять эллипеъ только ‚том когда 
коэфФитенты Аи С имють одинаковые. знаки. -# | ес «а 


ели при этомъ постоянный ч чденъ Ё имЪетъ такой же `знакъ, какъ 

и. эти коэФищенты, то уравнеше (1). не иметь никакого геометри= 

ческаго значен!я. Если же Ё—0, то. оно удовлетворяетея только при 
2—0 и У—0 и, сл5довательно, выражаетъ одну только точку. 

Имзя въ виду въ настоящей главз изучене свойствъ эллипеа при 

„ помощи его простёйшато ‘уравнен!я вида (1), мы должны, елЪдова- 

„тельно, предполагать, что въ этомъ уравнении постоянный членъ Г не 


а и о питон 


^^ ——ыП=——ыП=—ы—— 
равняется нулю и имЪетъ знакъ, обратный знаку коэФФищентовъ Аи С. 
ЫЪ$——щ = выь- 


————— 


243. Представляя уравнеше (1) въ вид 


и полагая 


——-==а? И —а=®, 
| е \ 
тв аи 6 суть. очевидно, величины дЪйствительныя и конечныя, бу- 
демъ имЪть 


2 


28. | 
аа еее нее. (2) 


Въ этомъ видё можетъ быть, схвдовательно, предетавлено уравне- 
ие веякаго эллипеа, 


—.183. — 





"Такъ какъ отеюда видно, что, при /==0, #==:Еа и, при 4—0, 
у====6, то заключаемъ, что @а`ееть разетоян!е : отъ. ‘начала коорди- 
натъ, или центра эллипса, до точекъ перееЪченая его. еъ осью абециесъ, 
т. е. половина того д1аметра: эллипеа, который принятъ за. эту ось. И 
точно такъ:же 6 ееть половина даметра, принятаго за. ось ’ординатъ, 

Въ елфдующемъ мы будемъ предполагать, что уравнеше (2) нее 
жаетъ эллипеъ относительно прямоуголь- 
ной системы координатъ (хиг. 51), велЪд- 
сте чего а и 6 будутъ означать поло- 
вины осей эллипса .4.4’ и В.Б”, т. е. двухъ 
его сопряженныхъ д1аметровъ, перпенди- 
кулярныхъ между собою. Еели же тотъ’ 
же самый элхипеъ будеть отнесенъ къ 
косоугольной системЪ координатъ, оси ко- 
торой суть как1е-нибудь его сопряженные 
даметры, то уравневае его будетъ иМЪтЬ 
таене Вид (2), но при другихъ ‘значеняхъ постояннымъ а и 6. 


7 





Фиг. 51. 


Если въ уравнен!и (2) а=6, то оно обращается ВЪ 


ри. 


и выражаетъ, какъ мы знаемъ, круг.  тьдонетельно, врут есть чает- 
ный: видъ .эллипеа, когда ‘оси. его равны между собою. 

‚.. Очевидно, что изъ двухъ стучаевъ, а>биа<5, доетаточно раз- 
сматривать только одинъ, ибо ‘любая изъ двухъ осей эллипеа можетъ 
быть ‘принята за. ось абециесъ или’ ординатъ. Обыкновенно за ‘ось 
абедисеъ принимаютъ большую изъ двухъ осей эллипеа, велфдетв!е чего 
В уравневши (2) должно предполагать &>6.. 

244. Рьшивъ уравневе (2).отноеительно у, будемъ имёть = 


\ 


= 8 сн... .. 8) 


-..; Отеюда; видно, что ордината у будетъ: дйетвительною только тогда, 
когда абециеса ОР по ‘абсолютной величинЪ менъе ОА. СлЪдовательно,. 
вершины: А: и. 4’ эллицеа; ‘лежация ‘на ‘его большой ‘оси, еуть точки. 
этой кривой, наибол%е`:удаленныя 'отъ: малой оеи `ВБ’. Такъ какъ,. 
‘залье, изъ .выражешя. (8) видно,’ что‘наибольшее значене ордината у 
'пошучаетв`:при:7==0, и:это ‹звачене -ееть у=-Е$, то закяючаемъ, 
что вершины В и В’, принадлежация. малой оеи, суть точки ‘эллипса, 
наиболье удаленныя отъ его большой оси. АА”. 

Изъ этого елёдуетъ, что элнипёъ помвщается везми точками внутри- 
прямоугольника, образуемаго четырьмя прямыми; проведенными черезъ. 
его четыре вертивы : А,.’, ВБ и ВБ’ параллельно его осямъ. 
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'Такъ какъ оси эллицеа суть его оси симметр!и (ем. стр. 125), то 
четыре чаети или дуги этой кривой, на которыя она раздзляетея вер- 
шинами, совершенно одинаковы по виду. 
| 245. Обозначимъ черезъ 7 разетоян1е какой-нибудь точки М эллипса 

отъ его центра (Фиг. 51), т. е. половину маметра ОМ, и пусть ф бу- 
детъ уголъ, образуемый этою прямою съ положителнымЪъ направленемъ 
оси абсциееъ. Въ такомъ елучаЪ будемъ имЪть 





1—=608Ф и У=ШО. . 


Подетавивъ эти выраженя въ уравнен!е (2), получимъ 


о о 
›[ 60$ 91? ф 
„2 ( ь та: ые = 1. 





откуда 
а. аз 
_ ат? -- 62 е088$ 
или р а 
о а? 


Ее ия Г 


* 
— 


Это ееть не что иное, какъ уравнене эллипеа въ полярныхъ ко- 
ординатахъ 7 и о относительно системы координатъ, полюеъ которой 
находитея въ его центрЪ, а полярная ось еовпадаетъ съ большою осью. 

_ Для веъхъ точекъ эллинеа, лежащихь на дугё АМБ, уголъ © 


заключается между 0 их. 5 ‚ и если будемъ увеличивать его непрерывно 


между этими предвлами, то, какъ видно изъ еоотношеня (4), ражуеъ т 
будетъ непрерывно уменыпатьея отъ ^==а до г==6. 

Это показываетъ, что большая ось эллипеа есть наибольшй изъ 
его даметровъ, а малая-—наименьший. = са 

Такъ какъ, далзе, вторая чаеть равенства (4) не измВняетея при 
перем$нВ ф на п—-$, то заключаемъ, что маметры, равно _наклонен-. 
вые къ осямъ эллипса, равны между собою. А : 

Отеюда слёдуетъ, что если изъ центра эллицеа опишемъ окруж- 
ноеть радлуеомъ, большимъ его малой оеи и меньшимъ большой, то.ови 
будутъ бисектрами угловъ, образуемыхъ щаметрами, проходящими че- 
резъ точки перееЪчен1я этой окружноети съ эллипеомъ. 

246. Относительно осей координатъ, совпадающих съ оеями 
эллипеа, кругь описанный на его большой оси, какъ на маметр» 
(Фиг. 52), выражаетея уравненемъ 


72 —- 2—9. 


Если назовемъ черезъ у’ ординату какой-нибудь точки Г этого 
вруга, еоотввтетвующую абециеев ОР==,/ то будемъ имъть 
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у’—Уа?— 2. 


Сравнивая это выражеше еъ выраженемъ (3) ординаты эллипса, . 
будемъ имЪть, что для одного и того же зваченя т 





т..е. при одной и той же. абециеез ордината эллинса менфе ординаты’ 
круга въ отношени осей эллипеа. МЕ. | —: 

Это указываетъ на, сл5дующий весьма, 
проетой епоеобъ построевйя точекъ эллип- 
еа, когда извзетны его оси. 

На двухъ осяхъ эллицпеа ДА’и ВВ’, 
какъ на даметрахъ, описываемъ двЪ кон- 
центричеекя окружноети и изъ центра 
проводимъ произвольный ратуеъ ОГ. Про- 
ведя затЪмъ черезъ точку [Г переевчен!я 
этого рамуса еъ большою окружностью 
прямую СР, параллельную малой оси, и | 
черезъ точку К пересъчен!я его еъ малою окружностью прямую КМ, 
параллельную большой оси, получимъ, при переечени этихъ прямыхъ, 


точку М, принадлежащую эллипеу. ДЪйствительно, при такомъ по- 
етроен1и будемъ имЪть 





МР_ ОК ОВ, Ъ 
ТР ОГ ОА @а’ 


Измзняя направлете ратлуее ОГ, можемъ построить такимъ обра- 
зомъ сколько угодно точекъ эллипеа и, притомъ, сколь угодно близ- 
°кихь между еобою. \ и 
„/ 247. Уравнеше (2), по уничтожени знаменателей, можно пред- 
ставить въ вид 

622 -| ву? —= а? 
или 

аа? — 2), 


Въ этомЪ послфкнемъ вид оно можетъ быть разематриваемо, какъ 
получающееся оть перемноженля еоотвзтетвующихъ чаетей двухъ урав- 
нен1й первой степени 


ау—=#5(а—=) и Рау=ЬБ(а- <) „....... (5) 


тдь А какая угодно постоянная величина, и такъ какъ, велфдетые этого, 

значеня перем$нныхъ 5 и 9, удовлетворяюпия одновременно поелЪднимъ 
® ` : > У 

уравнетямъ, удовлетворяютъ и уравнен!ю эллиеа, то заключаемъ, что 


— 186 = 


точка переевченя прямыхъ, выражаемыхъ этими уравнешями, принад- 
лежитъ эллицоу. 


При: неопредёленномъ значёни ® первое изъ уравневнй (57 пред- 
ставляеть пучекъ прямыхъ, проходящихь черезъ вершину А (Фиг; 51) 
= второе пучекъ прямыхъ, проходящихъ черезъ вершину 4’. Вели же 
дадимъ постоянной К какое-нибудь частное значен!е, то получимъ два 
опредЪленные луча АЛ п А’ этихъ пучковъ, перес$каюпдеся на 
эллипез и ветрзчаюцие ось ОУ въ такихъ точкахь М№ и М, что, какъ 
видно изъ уравнений (5), 


ОМ=—= и К.ОМ=65 
и, елЪдовательно, 
ОМ. О№ =. 

Такимъ образомъ, видимъ, что эллицеъ можно разсматривать, какъ 
геометричеекое м$ето точекъ перес$чен1я прямыхъ,  проходящихь че- 
резъ концы большой оеи и ветрьчающихь. малую ось въ двухъ точкахъ, 
находящихся по.одну и ту же сторону отъ центра. И отетоящихъ отъ 


него на разетояя, средняя ре которых вевнаетсл. позо- 
ВИНЪ малой оси. 


Это указываеть на ‚ другое ‘проетое построение точекъ алиса, когда 
известны ‘его оси АА И ВВ’. № Уре 

Черезъ верщину А проводимъ` произвольную прямую АМ я 51) 
и на оси ВБ’ находимъ, извЪетнымъ изъ начальной геометр!и построе- 
н1емъ, такую точку №, чтобы было 


Ок. ом—= = ОВ». и 


Точка. и `переевчещя прямыхъ, АХ и. Хм будетъ принадлежать 
эллипеу. ке" 


’ 


‘ьъ 


_Изм5няя направлете. прямой „АМ, ‘можно. поетроить-`такимъ обра- 
зомъ сколько угодно точекъ эллипса, сколь угодно близкихъ‘между вобою 
Уравнен1е` эллипеа можно: также представить въ вид 


62—26 — у?) 


въ которомъ оно можетъ ‘быть разематриваемо, какъ получеющееся отъ 
перемножен1я соотв тетвенныхъ частей уравнен!й 





< < 


_ бр=йа(6— 9). и ев: | 


выражающихъ прямыя, проходяш!я черезь вершины В и В’. Легко 
видзть, такъ же какъ и выше,. что при одномъ и томъ же значени д 
эти прямыя пересВкаютея на ‘эдлипез и ветрВчаютъ большую ось .4.4” 


вы 


въ двухъ точкахъ, разетоян!я которыхъ-отъ’ центра имзють среднею, 
геомегрическою половину ‘большой ови. = _ 
248. Положимъ, что двЪ взаимно перпендику: р 

лярныя прямыя ОХ иду (фиг: 53) пересвкаются 
нЪкоторою прямою‘въ‘двухъ’ точкахь Ки Ё, и Е 
пусть .[ будетъ какая-нибудь точка этой прямой: 
Обозначая черезъь хи у координаты. точки М пе 
относительно ‘обей ОХ и. ОУ, а черезъ. 6 уголь 

прямо КГ еъ осью ОХ, и полагая, что ^ 






, _ГРМИ=а, ‚ МК=Ъ5, “| * Зи 
буземъ ить ИЗЪ мВеугониярОть Ни И МРК. Фиг. 53. 
зе. о (ме ааа. _ИмЬ\_ 9... 
иг = 5—2 =е08" + 76 5 \мк/ = > ==5112%, 


откуда, по сложени, ТЕР < 


2 2 

д;= и 
-э = ==1 
а. . 62.. 





Это показываетъ, что точка Л находитея: на, эхипеф, 9еи..кото- 
раго совпадаютъ съ прямыми ОХ и ОУ. 1 и равняютея удвоеннымъ 
отр%ззкамъ СМ и МК. - | уз: р 

Еели вообразимъ, что прямаи КЛ перемфщается такъ. что ‘ТОЧКИ: 
К и Г, лвижутея почосямь ОХ`и ОУ потрьзокь ЕТ, вохраняетъ евою- 
величину, То точка, .1[ булетъь перемфщатьеяху оставаяеь ‘на ‘названномъ. 
ЭЛЛИНОВ: о... т К. ол, ии о реали о 


Й-- 
=“ 


Е. этомъ основывается построете“ эллипеа, ненрерывньит- движе- 
нземъ поередетвомъ такъ называемаго эллиптическаго циркуля. 

Если будемъ разематривать точку М, какъ принадлежащую прямой. 
КГ, уголъ которой съ осью ОХ есть. (и—а), 1 то изъ т а 
Г/ММ и`К’МР: бухемъ также Имть а. Ах 


у 
- 
> 


>. 
руны =. `25- р 
и, слЪдовательно, (1. ка ка 
. 3/7 
мех я 4 =1. 


‹ 


Такимъ образомъ, видимъ, что когда прямая лин!я движется“ ак. 
что отр®зокъ ея, заключающийся между точками ея пересъченя съ 
двумя неподвижными взаимно нерпендикулярными прямыми, веохраняетъ. 
свою ‘величину, то ‘каждая точка этой прямой, какъь внутренняя, такъ. 
и виз шняя` по. отиошеню? ИЪ отр$зку, опиеываетъ ‘эллипет, 
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$ 2. Фонусы и директрисы. 


249. ДвЪ точки Ги ГР, лежапая на большой оси эллипса (Фиг. 
54) и отетояция отъ этого центра 
на разетояши, равномъ 


гв аи б суть половины осей, 
называлтея фокусами этой кривой. 
Изъ этого опредьлен!я елз- 
дуетъ, что, для нахожденя этихъ’ 
точекъ построенемъ, нужно только 
Фиг. 54. большую ось .4.4’ пересечь окрух- 
ностью, описанною изъ конца малой оси Б ратусомъ, равнымъ поло- 
вин большой оеи. | 
Нели эллипеъ отнесенъ къ его осямъ и, слЪдовательно, выражается 
уравнентемъ 





ь 5 
РЕЯ, обо... 
то координаты одного изъ Фхокуеовъ Ё будутъ 
‚а другого Е” 
в—=——\Уа2— И у== 


Ноэтому, обозначая черезъ х и 7” разстоян1я какой-нибудь точки 
„М (5, У) эллипса отъ двухъ его хокуеовъ и называя буквою © абео- 


м величину радикала, \/а?— 62, т.е. разстояше ОР, будемъ имфть 

2— (2—2 -- у? |. | 

и = | аи О и < 
И тэакъ какъ для точки И, какъ принадлежащей эллипсу, 


. 02 
у“ — а? —5(а—=*), 


2) 


о 
вк ЗА, оо еб а Зи 
"2 —(д— 5) = (а к 3—2“ Зал --о“-рО = 
©? о 5 “т © \2 
Зара = а— 12) 9 
откуда 


а “а о ооо в о о 6 © @ (3) 
а : 


Принимая во внимане, что «аи а», заключаемъ, что это 
выражевле предетавляетъ ‘абеолютную величину разетояня г. | 


—>^ 1 89. — 
Такимъ же образомъ второе изъ равенетвъ.. (2) `даетъ 
№ 2: и у. г ан 
Хх а" ® ® 9 * > ® ® Ф ® ® а (4 


СлъЪдовательно, 


ини —2а. — ео с . № 


Разетолн1я г их’ какой-нибудь точки эллицеа отъ хокуеовъ назы- 
ваются ея ‚радбусами_ векторами. Поел®днее равенетво показываетъ, 
такимъ образомъ, что сумма ‘радиусов векторов» для веть эточекь эллит- 


..--..- ыы -[-Щ<-—../и гы лм >= 


са иметь величину ‘постоянную, равную е0. ‘большой оси. 
250. Легко  видёть, что это евойство вполн®. характеризуеть 
эллипеъ и можеть быть`‘принято за его `опредвлене. 

Въ самомъ дл, положимъ, что требуетея_ найти геометрическое: 
мфето точекъ, сумма-разетояй которыхъ отъ двухъ`данныхъ точекъ. 
равняется данной длин. Обозначая эту поедфднюю черезъ 24, а раз- 
етоян1е между двумя данными точками черезъь 2%, и принимая ‚ за оеь. 
абециееъ прямую, соединяющую данныя точки, а за ось ординатъ пер- 
пендикуляръ изъ ея средины, будемъ имёть, что уравнеше иекомаго. 
геометрическаго мЪета есть | | 


Уе—ал-у-+ ЕЕ ЧЕ = 24. 
Такъ как, по таже радикаловъ, отеюда получимъ 
2” у? я 
а”. в — 0? м: 


г: = > ° 


то и заключаемъ, что это геометрическое м%ото ееть эллипеъ. 

На поеслЪднемъ свойств эллипса оеновываетея елфдующй епоеобъ. 
поетроевая его непрерывнымъ движенемъ при помощи гибкой и нерас- 
яжимой нити. 

Два конца нити, длина которой равняетея большой оси искомаго, 
эллипеа, укрёоляютъ въ. его Фокусахъ и затБмъ натягиваютъ эту. вить. 
чертящимъ оетремъ, прилегающимъ къ плоскости чертежа. Понятно; 
изъ еказаннаго, что при перемфщени остр1я по‘ плоскости такъ, чтобы 
вить поетоянно. была натянута, оно должно. опиеать: эллинеъ. 

251. Выражевя. (3). и (4) мы. можемъ Арн олвдующимт, 


образомъ: а | у | | 
о э 
м [а ‚м / а? 
и—— (| — ——- 2 И. И [—-—].... (5) 
" Е ыы й | о (= т ея 


{\ 


| о \ 
.( : | 2. 
Разность [ —4 ) выражаетъ разетоянеточки. 4 (х,у)отъ прямой 
РЕ, параллельной ови ОУ и отетоящей отъ начала координатъ на раз- 


о 9 \ 
а и. а и > исх 
стояше —— (Фиг. 54). Сумма, к ( ее: выражаетьъ разетоян1е той же 
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‘точки 11 (7, у) отъ прямой 0’Е”, параллельной оси ОУ и ототоящей 


Ф 


= 


отъ начала на такое же ролотоищи —-› какъ и прямая ДЕ, но по кру- 


и -“ 


тую отъ него `еторову. 
Эти двЪ прямыя называютея директрисами. Уравненя ихъ, оче- 
видно, будутъ: 


| 0 им: Г 


По даннымъ осямъ И ФокусамЪ эллипса, директрисы могутъ быть 
найдены слздующимъ построешемъ. _ 
.....Отложивши отъ центра по направленю малой оси длину. .05, рав- 
ную ОА, и соединивъ точку. С.еъ ‹хокусомъ Г, возетавляемъ ‘въ. С 
перпендикуляръ въ. СЁ; точка Д пересвчен:я этого перпендикуляра съ 
большой оеью АА’ будетъ принадлежать директриефз. Дъйетвительно, 
изъ прямоугольнаго треугольника ОСЁЕ’ имземъ 


_00*=0Ф. ОР, 
откуда у . = Вр: К 
в ге тв 
кодек а й 


2 





Называя черёзъ и 4 разетоявя [ЛЕ и МЕ’ точки М (хм) 
эллипеа отъ’ дхвухъ дирёктриеъ, будемъ им ть изъ’ равенетвъ (5): 


"—-—_4 и о: 
а а 
- откуда __ 
у хх 
аа 


$ 


Это ноказываетъ,; что каждому хокусу.соотвЪтетвуетъ своя дирек- 
триеь, ‘и что отношенте разстоянй 1 каждой точки эллипса оть фокуса 


—. о 5 
—=->--.—— -- => > ныне 


-->-.ы—ьь>-.-[-Ь- пене и оне 4 тр, те тт > — —ы—.-—Ь._.— 


Это. постоянное ‚ отношене, равное для эллииса отношею разетоя- 
н1я между хокуеами ЕЪ _большой оеи, называется. ‘эксцентриситетомь. 


— зе > 


—=«:{С/—— 
Очевидно, что для веякаго эллипеа экецентриситеть меньше единицы. 
Обозначая эксцентриситетъ буквою е, я пить 


а МВ о. 
= —— = 5 — — м. ыы —5 
а а @ 
_Схвдовательно, еъ уменьшенемъ озона малой оси`къ большой 
энецентриситетъ эллипеа увеличиваетея, и обратно. 
- При-е —=0 эллипеъ, очевидно, обралдаетея въ кругъ. 
‚ “252; Длина перпендикуляра, возетавленнаго изъ Фокуса эллипеа 
къ большой оеи до переевчешя съ эллипеомъ, называется его’иарамет- 
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фомь `); Иначе говоря, параметромъ эллипса называютъ. половину хорд 
проходящей черезъ хокуеъ и перпендикулярной къ ‘большой оси. 

Обозначая параметръ буквою р, будемъ, елЪдовательно, ии что 

‘хи суть координаты точки, принадлежащей эллипеу, и потому 


о? 4? 
| а Ры- и 
откуда Е 
о. 
р 
. (4, 
62 2—0 971 —е?) 
р ——— = ——- ее —^=—а(1 е? , 
= < 1—е) 


| _Еели за оси воординатъ примемъ В прямыя; изъ. котбрыхъ одна 
совпадаетъ съ большой осью, а другая есть. перпендикуляръ нь ней 
Въ Фокус р то уравнене. эллипеа относитедьно ‘такой. системы. коор- 
динать получится в изъ. уравненя (1), полагая . 


да и у=.. 
Слъдовательно, это уравнеше будетъ. 


ааа уе 


Иа ФР, 
или 
вр у==(р— ет). 
Полагая здЪеь _ Ч 
_ =060Ф и У=р ях, 
получимъ 5. 2 а 
-- Рекраронь, 


откуда 


РИ -Ге в08$)= 


и, слЪдовательно, 





. о а 2 о. 
| Г 1-Ее в085` 


“. ‘Это есть уравневе эллипеа относительно полярной системы коор- 
динатъ, полюеь’ которой находитея въ хокуе%, а полярная ось еовпа- 

1) До сихъ поръ мы употребляли это наименоване въ его широкомъ 
смысл (см. стр. 87), т. е. какъ назваве всякой постоянной величины, служащей 
для опредфленя лини. Въ ‘настоащемъь же случа ему приписывается исключи- 
тельное геометрическое значеще. 
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даетъ съ большой осью и направлена изъ полюса къ ближайшей вер- 
шин%. Очевидно, что его можно также представить въ видЪ 
__ @(1—е?) 
=" ® 
| 5 ее08Ф 








$ 3. Касательныя и нормали. 


253. Уравневе касательной къ эллипеу, отнесенному къ его осям 
и выражаемому, слЪдовательно, уравненемъ 


о 28 
= с ееееень. (1) 


можно получить изъ общаго уравнен1я касательной къ кривой второго 
порядка, (ем. стр. 126). разематривая само уравнене эллипса (1), какъ 
частный видъ общаго уравнен1я второй степени. Но, въ виду простоты 
уравневя (1), легко получить уравнене касательной и непосредственно, 
повторяя одинъ изъ тхъ премовъ, которые мы прилагали къ общему 
уравненю. Зам чая, наприм$ръ, что уравиеше 


(х— т. ею (у 1—2) 9 
а” (- Г 


выражаетъ е5кущую, ветрёчающую эллипеъ (1) въ двухъ точкахъ 
(11, 91) и (52, 42), и полагая, что эти двЪ точки постепенно еближаются, 
будемъ имЪть, что въ предл, когда о$кущая обратитея въ касатель- 
ную, уравнеше ея будетъ 


_ т. \2 ля 2 
(шо) | 99. А 1. 











а? р2 а? т 
Или 
21—21 | ри ОИ 
а? 6* 
или | 
ч” 1 | + У, Е а а (2) 
А Та 


С, “и 

ЭДЪеь 11 и д ОИ координаты точки прикоесновемя, а хиу 
координаты любой точки касательной. 

Такъ какъ въ приведенныхъ соображеняхъ не принимаетея вовее 
во внимане, что оси координатъ прямоугольныя, то эти еоображеня 
примвнимы и къ случаю, когда эллипеъ отнесенъ къ какимъ бы ни было 
двумъ сопряженнымъ даметрамъ (ем. стр. 183). Полагая, что въ этомъ 
стучаВ его уразнене’ есть 
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будемъ, слЪдовательно, имзть для выраженя касательной уравнеше--` 


2, Ум ыы: 
а: —=-' $? 


254. Мы видфли (ем. етр. 130), что если въ уравнеши касатель- 
ной вмЪето координатъ точки прикоеновеная будуть находиться коор- 
динаты какой-нибудь точки плоскости, то это уравнен1е будетъ ‚прок 
оставлять поляру этой точки. 

Полагая, что данная точка находитея на большой оси эллипса, 
будемъ имЪть, изъ уравнегия (2), что ея поляра выражается уравненемъ 


2] ет. 


и точно также поляра точки, лежащей на малой оси эллипеа, будетъ 
выражаться уравнетемъ. та 


` и ==9>. 

_‘Припоминая, что дв точки, изъ которыхъ каждая лежить на 
полярЪ другой, называются сопряженными (ем. стр. 131), мы видимъ 
такимъ образомъ, что половина большой осей эллипеа есть ередняя 
геометрическая разетоянй каждыхъ двухъ сопряженныхъ `точекъ этой 
оси отъ центра эллипеа и такое же значенле имфетъ половина малой 
оси для лежащихъ на ней сопряженныхъ точекъ. 

Соотношен1я эти указывають на простой епоеобъ построеня по- 
ляры какой угодно точки по отношен!ю КЪ эллипеу, когда даны осей 
этой кривой. 

Вели положимъ въ уравнеши (2) = и зо, то оно обра- 


ТИТоя ВЪ 
{ 


—_ „2 
= @ Е о== а? Аи 
ИЛИ к | 
ах=-а?==0 у: 
—- а и и" и А > `) 


Это показываетъ, что каждая изь двухь директриеь эллитеа есть” 
поляра соотвотсетвующего ‹ ей Фокуса. _ ь 


255. Можно. получить уравнеме касательной къ эллипеу еще елЪ- 
дующимъ образомъ. 


Пусть о ие еее. . (3) 


будеть уравнеше какой-нибудь прямой. Исключая 1 у изъ этого уравнен!я 
и уравнемшя эллипеа (1), пу 


(пап 
нони 





а? 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. 13 


— 194 — 
(6 - атх 2а?тта | а®(п*— 5) =0. 


— .- 


откуда опредвляютея абециееьт точекъ ‘пересечения, 
Если прямая (3) касается эллипса, то корни поелвдвяго уравнетя 


Должны быть рева межлу собою и, ‚одьдовалельно, должно быть. 
к 


г о о 202 — (62 -- а? (и — 02) 
или, по еокращении, 
77 — ат? и, 
откуда 
и -ЕИЯя-ЕВ 
Слфдовательно, уравнене (3) обращается ВЪ 
9) нанинь 2х; + \Уа?т? —- р? оо ® ® ° * ® ® ° ° (4) 


и, при данномъ угловомъ коэфФишент® т, предетавляетъ двЪ$ касатель- 
ныя къ эллипеу, имфюпия данное направлевие 
'Такъ какъ \/а?т?-РЬ? есть дЪйствительная величина при веякомъ 


дъйствительномъ значенти 27, то заключаемъ, что в0 всякомь натравле- 
не к: эллитеу мото быть проведены деть касательныя. р% 





256 Нели. касательныя, выражаемыя уравневемъ (4), проходить 
черезъ ‘данную точку (51, 41), то’ должно быть 


| у =тая Е аш? а, 
откуда, 
| 7т?(11°— а) — Эта: - (41° —0°)=0. 


Относительно т это есть уравнене второй степени, корни кото- 
раго суть угловые коэвеищенты двухъ проходящихъ черезъ данную 
точку касательныхъ. Эти двЪ касательныя будуть перпендикулярны 
между собою, когда произведене ихъ угловыхъ коэефищентовъ равно 
`отрицеченьной` ‘единиц, т. е. когда, 


—.\м^ и ь УЕ г 2—1? 
} +. > ре 
21” —& 

21" узнай, 


Это показываетъ, что точки перее5ченя перпендикулярныхъ между 
собою касательныхъ находятея на окружности круга, выражаемаго 
уравненемъ 


—=—1 


или 


д-р =? 2: 
_ иначе говоря, геометрическое мВето вершины прямого ‘угла, стороны 


вотораго_ касаются эллинса, есть окружноеёть, описанная. около прямо-. 
В, о роени ао на ослхъ эллииса 
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. 257. Прямая, проходящая черезъ какую-нибудь точку 1 эллипеа 
‚и перпендикулярная къ кательной въ этой точкЪ (иг. 55), ебть нор- 
маль къ эллипеу (ем. стр. 128). 

Такъ какъ уравнен1е всякой прямой, 
проходящей черезъ точку (21, 91), ееть 


А(в—я)-- В(и-—м)=0, | 


и уелов1е перпендикулярноети этой пря- 
мой съ касательной (2) есть 


1 
Ат +В =0, 





Фиг. 55. 
то заключаемъ, что уравнеше нормали въ точкв (л1, у:) есть 


(2—1 =”. (У— 1) м ж: 
р? о а =” 

Или - 
ах 5? 


21 9/1 


— 02 





® 

Ф 

© 

® 

® 
/^ 

сл 
> 


_ Пуеть М и Т будутъ точки, въ которыхъ нормаль и касательная 
въ точкЪ ЛМ перее5каютея съ большой осью эллипеа. Полагая въ урав- 
нети нормали (5) у=—0, получимъ 
а 
22 


ОМ=—= 





и точно также, полагая У==0 въ уравнени касательной (2), будемъ 
ИМЪТЬ 
2 
а”. 
ОТ=—-. 
21 
СлЪдовательно, 


ОМ . ОТ=а?. 


258. ОтрЪзокъ ММ нормали, заключающийся между точкою эллипе&. 
и точкою перееБчен1я еъ осью абециесъ, называютъ длиною нормали. 
Отр»зокъ же этой оси, заключающея между перпендикуляромъ на ось 
изъ точки Ми нормалью въ этой точкф, называется яоднормалью или 
субнормалюю. 

Обозначая субнормаль чрезъ 5, Е имЪТЬ 


ля _ (@— о) бя 





Ви =—— ? 


откуда, 
Ва 
ОМ в а—в 


13* 
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`СлЬдовательно, абсциеса всякой точки эллимса брълится пои 
в. поспюянномь отношени. - ь 


Длина пормали эллипса опредфляетея по общей и для раз- 
стояшя между двумя точками слфдующимъ образомъ: 


| и ^ р4 К. 
о С м 27 ы 
ММ - (> т 9 РЕ 1 , 








откуда 


Но еели Жазовемъ чрезъ [1 длину перпендикуляра изъ центра 
эллипеа на касательную, то изъ уравнен1я касательной (2) будемъ имЪть. 


= : 
120 
У. + 
_ Сл5довательно, — 
и. 


Такимъ образомъ ВИДИМЪ, что ироизведене нормали в какой-ни- 
будь точкь эллитса на перпендикуляюь изь центра на касательно въ 
этой точкь есть величина постоянная, равная квадрату малой 
полуоси. 

‘Отр8зокъ Л.Т касательной, заключающийся между точкою при- 
косновен1я и точкою пересвчен!я съ осью абециесъ, называютъ обык- 
новенно Олиной касотельной. Отрззокъ же этой оси, заключающея 
между касательною и перпендикуляромъ изъ точки прикоеновен!я, на- 
зыВаетея яодкасательной или субтатенсомь. 


‚ Обозначая подкаеательную черезъ Ю,, будемъ имЪть, что, по абео- 
лютной величинЪ. 


= -— а = — м 
—. УИ б Е. 


Что же касается длины касательной, то для нея получимъ елЪ- 


дующее выражене:. 


“ 


1“ 


4 
эз+ уз) 


МтТ?— ; и. ть _(@— 2) +1 и. 
1 


_ у (аАул 62 Зы _ у 
билл" И: 
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_и такъ какъ, обозначая черезъ #` длину ‘перпендикуляра изъ центра 
эллипеа на нормаль, будемъ имЪть изъ уравненя нормали (5). * 


- | 2 
аА 6“. 


® 


т” ул? 


вы 


то 


с 
МТ = 

| О. 

259. Пусть РС и ЕС’ (зиг. 55) будутъ перпендикуляры, опу- 
щенные изъ двухъ Фокусовъ эллипса на какую-нибудь касательную. Изъ 
уравнен!я касательной (2) будемъ имъть, что длины этихъ перпендику- 
ляровъ выражаютея солвдующимъ. опрароие 








СХ НИ! 
—1 5 — 
а” Е 5 ии а 
Бои би РО, 
= 5 $ | 9 2 
5 р а^. 14 
кд 21 и 9: суть координаты точки прикоеновения. 
‚. Сльдовательно, 
| (11 - (А 
ЕС _ 2 а 
ая ее 


Члены поелёдняго отношен!я, какъ мы видфли выше (см. етр. 188 
и 189), суть рамусы векторы точки прикоеновея. м, т. е. резстоля НА 
МЕ и МЕ’, И к имфемъ 


ЕС _МЕ. 
РО МР’. 


Это доказываетъ, что прямоугольные треугольники ИСЕи МСР 
подобны и, влЗдовательно, углы СИЕ и С’МЕ’ равны. 
‚  Итакъ, касательная къ эллитеу составляеть ео равные. умы. 65 рт 
Фами векторами точки гм прикосновеня. 

То же еамое свойство ьпринадлежитъ, слфдовательно, и нормали 
въ точкз Ш, въ чемъ можно убЪдитьея и непоередетвенно, усматривая 
изъ найденнаго выше выраженя отрзка О0№, что нормаль ММ дьлитъ 
_еторону ЕЁ треугольника ЕМЕ’ на части, пропоршональныя двумъ. 
его другимъ сторонамъ. При этомъ. елфдуеть замфтить, что нормаль 
‘веть биеектръ внутренняго угла этого треугольника, & касательная 
вн шняго. и | | 
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260. Неремножая предыдупия выражен1я перпендикуляровъ ЕС н 
ЕС’, получимъ 
_ бил 

м, 





ЕС. в 





ре 


и такъ какъ точка Л лежитъ на эллипеЪъ, то 


о э 
1“ ри а? — 212 


аа и __ 4—9? 
а (а тет ея 


1 их 
1-2 


ВО. 0. 











Слфдовательно, 


Произведене перпендикуляровь изъ двухь фокусовь эллитеа на какую 
бы ни бымо касательную есть величина постоянная, равная квадрату ма- 
лой полуоси. 


261. Пусть К будеть точка, еимметричная съ гокуеомъ Ё отно- 
еительно касательной (Фиг. 55), т. е. лежащая на перпендикулярз ЁС 
такъ, что КС==ЕРС. Соединивъ эту точку еъ точкою лрикоеновев1я М, 
будемъ имфть, что углы КМС, ЕМС ч ЕМО’ равны между собою и, 
притомъ, МК = МЕ. Слфдовательно, прямая ИК ееть продолжене ра- 


дуса вектора Е’. и разетояще Е’К равняется сумыз радусовъ _век- 
торовъ РМ и ЕМ, т, 6. большой оей 94. 


ме, 


Такъ какъ въ треугольник ® КЕ” точки Си О суть середины 
`’двухъ еторонъ, то прямая, соединяющая эти точки, параллельна, третьей 
еторон$ Е.А и равняется ея половин, т. е. половинЪ большой оси. 


Точно также легко убвдитьея, поетроивши |точку симметричную 
еъ хокусомъ Е” относительно касательной, что и разетояне точки 0’ 
отъ центра эллинеа равняетея половинв его большой оеи. 


Такимь образомъ убЪждаемея, что зеометрическое мтсто основан 
перпендикуляровь изь фокусовь на касательныя есть окружность, построен- 


ная на больишюй оси, какъ на б’аметрть 
а 
.262. Изъ того, что точки еимметричныя еъ хокувомъ эллипеа отно- 


сительно каеательныхъ, находятея на разетоянш, равномъ большой оеи, 
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отъ другого гокуеа, легко обнаруживается одинъ изъ епособовъ по- 
строен1я касательныхъ къ эллипеу. 

Положимъ; что требуетея построить касательныя къ эллипеу, прохо- 
дяпля черезъ данную точку Р (Фиг. 56). Точки, симметричныя съ Ф0- 
кусомъ Е’ относительно искомыхъ кавательныхъ, 
должны находиться на такомъ же разетояи оть 
данной точки, какъ и этотъ Фокуеъ. Съ другой 
стороны эти точки должны находиться. на..раз-- 
стоя, равномъ ‘большой оеи, _ОтТЪ. Фокуса Е. 
Слвдовалельно, ‘описавши изъ точки Р, какъ 
центра, окружность радусомъ РЕ, а изъ $о- 
куса Е’, какъ центра, окружноеть ратуеомъ, рав- 
нымъ большой `ови, и воединивши точки перес$- Фиг. 56. | 
ченя Си ДО этихъ окружностей прямыми дивями съ Фокусомъ Е. 
будемъ имЪть, что перпендикуляры изъ данной точки на эти прямыя 
’суть искомыя касательныя. 





Прямыя ОР’ и ОР, соединяющуя точки переезченя окружноетей. 
съ другимъ хокусомъ, опредфлятъ, очевидно, на этихъ касательныхъ 
точки прикосновения. 

Положимъ теперь, что требуетея построить касательныя къ эллипсу,, 
параллельныя данной прямой ХУ (чиг. 57). Описавши изъ хокуса Г”, 
какъ центра, окружность радуеомъ, равнымъ ыы 6. 
большой оси, и проведя черезъ другой хокуеъ ы ; 9 
Е хорду СЕ этой окружности, перпендику ляр- | Е 
ную кь данной прямой, будемъ имфть, на оено- 
вании предыдущего, что концы С и Е этой 
хорды еуть точки, симметричныя съ хокусомъ Е 
относительно искомыхъ касательныхъ.\ Сами же ‘ 
касательныя будутъ, елЪдовательно, перпенди- 
куляры къ этой хордЪ, возетавленные изъ 
срединъ отрЪзковъ ЁЁи РС. — Ч иг 57. 

Точки М и М пересвчемя ихъ еъ ражусами ЕЕиЕО ноетроен- 
ной окружности суть, очевидно, точки прикоеновеня. Он% могутъ быть 
найдены также, какъ точки пересвченя этихъ ратусовъ съ прямыми, 
ИМЪ параллельными и проходящими черезъ ‹окуеъ Ре 

_ 268. Изъ предыдущаго легко обнаруживаютея также слълующя 
свойства касательныхъ къ эллипсу. р 

Двь касательныя кь эллитеу составляють равные умия 5 пря- 
мым, соединяющими точку ихжь пересьменая съ фокусами. | 

Пуеть РМи РМ’, будуть дв каеательныя, пересвкающуяся въточЕ® 
Р (иг. 53). Взявши точки К и К’, изъ которыхъ первая есимметрична. 
съ’ Фокусомъ Ё относительно одной изъ нихъ, а вторая симиетрична` 
оъ хокуеомъ ЁР’ относительно другой, будемъ имть 







- 
``. 


Ч о ин ча вв 
эт" =. 


а око са 7 
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_РК=РЕ и  РК=РЬЕ, 


и такъ какъ, кромЪ того, разетояня ЁА” и ЁР’К равны между собой, 
какъ равныя большой оси эллипеа, то изъ равенства треугольниковъ 
ЕРК’и КРЕ’ зэключаемъ о равенетвЪ 


ре а аль. ИВ 
угловъ ЕРК’и КРГ. Отнимая же отъ и =. 
этихъ угловъ пхъ общую чаеть ЕРРЕ, ее о. . ы 


получимъ № ГА 
о  КЕРК=КЕРК 


пли, по раздьлени на 2, 
ХЕРМ’= /ЕРМ, 
что и требовалось доказать. | 
Въ справедливости послфдняго предложен1я можно убЪдитьея также 


изъ пропорцональноети разетоян1й хокусовъ оть двухъ каеательныхъ, 


пропорщональноети, которая есть прямое елъдетве одного изъ дока- 
занныхъ выше есвойствъ эллипса. 


Фиг. 58. 


Въ самомъ дЪлЪ, обозначая чрезъ ни м разетоян1я ‹хокусовъ 
Ги Р’оть касательно0й РМ, а чрезь оиоф’ отъ касательной РМ, 
будемъ имЪть (ем. ‘стр. 198) 


М’ ==0?, 
откуда, 


264. Изъ равенства треугольниковь ЕРК’и КРРГ’ (чиг. 53) сл%- 
дуетъ также равенство утловъ РЕМ’и РКИ, но, велЪдетве симмет- 
ричноети точекъ К и ЕЁ отноеительно касательной РМ, имъемъ 


/РКМ= /РЕМ. 
СлЪдовательно, | 
/РЕМ=/РЕМ.. 


‚Это роказываетъ, что прямая, соединяющая точку [пересчен1я 
двухъ касательныхъ къ эллипеу съ его хокуеомъ, дЪлитъ пополамъ уголъ, 
образуемый двумя радусами векторами, проведенными изъ этого хокуса 
къ точкамъ прикоеноветя. | 

Отеюда заключаемъ, что уголъ, подъ которымъ виденъ изъ Фокуса 
отр®зокъ какой-нибудь касательной къ эллипеу, зэключающийея между 
двумя данными касательными, иметь постоянную величину, ибо онъ 
равняетея половин угла, подъ которымъ видна изъ этого хокуса хорда, 


соединяющая точки прикосноветя давныхъ касательныхъ. 


ол ОО 


Если точка Р пересчен!я касательныхъ находится на директриез, 
то, припоминая, что поелфдняя есть поляра Фокуса, заключаемъ, что 
хорда. соединяющая точки прикоеновев1я касательныхъ, какъ поляра 
точки Р, проходить черезъ хокусъ. Это значитъ, что уголъ, образуе-, 
мый радусоми векторами, проведенвыми изъ этого Фхокуеа къ точкамъ 
прикосновен1я, равняется двумъ прямымъ. Отеюда елФдуетъ, что отр%- 
зокъ веякой касательной, заключаюцийея между точкой прикоеновеня 
и киректрисой, виденъ изъ соотвЪтетвующаго этой директрие$ Фокуса 
полъ прямымъ угломъ. | и ме? 


$ 4.’ Сопряженные д!аметры. 


| 265. ДвЪ хорды эллипеа, воединяющ!я какую-нибудь его точку Р еъ 
концами какого-либо даметра №1 (хиг. 59), называются дополнитель- 
ными. Еели возьмемъ два маметра КК’ и 
ГГ, параллельные такимъ хордамъ, то каж- 
дый изъ нихъ, будучи прямою, проходящею 
черезъ середину стороны МЛМ треугольника 
МРМ’ параллельно другой его еторон%, раз-. 
дфлитъ третью сторону пополамъ. Это дока- 
зываетъ, что маметры КА и Г.” суть со- т. 50. 
пряженные (ем. стр. 122). е | в 

Итакъ, Маметры, параллельные двумъ какимъ-нибудь дополни- 
дельнымъ хорнамъ, суть сопряженные, ие. 

Обратно, еели даны’ два сопряженные д1аметра КА’ и ГГ/, то 
параллельныя имъ хорды, проходяпия черезъ какую-нибудь точку Р 
эллипса, будутъ дополнительными. Это елфдуетъ изъ того, что оба дан- 
ные даметра должны дФлить хорду ММ” пополамъ, а потому поел д- 
няя, какъ проходящая черезъ ихъ точку переефчен1я, есть даметръ. 

266. Вели эллипеъ отнесенъ къ его осямъ и выражается уравненемъ 


9 э С 
Е : 
пая, о о. © х (1) 





то, какъ мы видфли (ем. етр. 185 и 186), двЪ хорды, переевкающщяея 
въ какой-нибудь его точкз и проходяпия чрезъ концы большой оеи, 
выражаютея уравнетями = 


а9=В(а—2) и’. Рау=ба- т). 


Полатая, что уравнен!я` даметровъ, имъ параллельныхъ и, елвдо- 
вательно, сопряженныхъ, суть 


‹ У=—тх, И у=—= т, 


^ 


Л 


будемъ имЪть. 
&б 


Ь 
1 —-—-— * И Их —-- —, 
а - Ка 


откуда, при веякомъ значени К, 


2 


уе еее ее не (2) 


соотношене между угловыми коэфФфищентами двухъ какихъ бы ни было 
сопряженныхь д1аметровъ. | 
‚Это есоотношете можно было бы также получить, какъ частный видъ 
такого же соотношевя, выведеннаго выше (ем. стр. 122) для кривыхъ 
второго порядка, выраженныхъ общимъ уравнетемъ второй степени. 
Обозначая чрезъ х и В углы, которые два сопряженные д1аметра 
 составляютъ съ большою оеью эллипеа, будемъ, олъдовательно, имЪтТЬ 


2 


1..9 В=—— пан № (3) 











и такъ какъ вторая чаеть этого равенетва есть величина отрицатель-. 
ная, то изъ двухъ угловъ х и 8 одинъ острый, а другой тупой. Это 
показываетъ, что веяк1е два сопряженные 
дламетра, эллипса пом5щаютея въ различ- 
ныхъ углахъ, образуемыхъ его осями. 

” 267. Пуеть ММ’и №№’ будутъ два ка- 
кле-нибудь сопряженные д1аметра (®иг. 60). 
Обозначая чрезъ ти 91 координаты точ- 
ки 1, а чрезъ 4 и У2 координаты точ- 
ки М, будемъ имЪть, что уравнетя этихъ 
ламетровъ суть. 


— 





1 42 
т ве" 


Равенство (2) приметъ въ такомъ елучаЪ видъ 


у № 
215 а? 
или | 
2 
ЕЯ, ТФ. + к В 





Отеюд» находимъ 


у 2 = 7 2 2. м “ 
2. у 9... 22° и Е 
ат В аа а Гра || р о)’ 


и такъ какъ точки М и М находятея на эллипеЪ, [то члены поелх- 
няго отношентя равны единицФ. 
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ВелЪдетне этого будемъ имЪть; 


21 92 472 __ 91 
а о, © ое @ те Ь’ (5) 


в мех ‹ 
и ' 


при{чемъ, какъ видно изъ 4), верхнему знаку одного равенетва еоот- 
вфтетвуетъ верхн!1й же знакъ другого и нижнему нижейй. 

Равенство (4) есть не что иное, какъ услов!е парахлельноети одного. 
ИЗЪ двухъ сопряженныхъ маметровъ Мм, и ММ еъ касательными въ. 
концахъ другого. Соотношеня` (2) или (3) можно было бы, ел дова- 
‘тельно, получить, какъ елфдетве этого евойетва, хоказаннаго нами выше 
для кривыхъ второго порядка вообще (ем. етр. 127). 

268. Нели обозначимъ черезъ 2а’и 26’ длины шаметройь ИМ’ в 
№№, то будемъ имВть, въ силу послфднихъ равенетвъ, 


г ай? -- 62? 
ну й- па К Е 








и 
И 
а? аи: Зо? 
аа ре РИ, 
откуда, по сложени, получимъ 
да? Чо? 
прин) 


а, (ие (6) 


Это показываетъ, что сумма квадратовь двух сопряженные 
Фаметровь эллитса есть величина постоянная, равная суммь ква- 
дратовь ею осей. Предложенге, извзетное подъ названшемъ первой тео: 
ремы Аполлоня. 

Называя буквою А площадь треугольника МОМ, будемъ имЪть, 


по общей хормулВ для опредфлен1я площади треугольника по коорди- 
натамъ его вершинъ (см. стр. 54), — 


2Д— 112—122, _ 


З—=——=— < — 


или, въ снлу равенетвъ (5), ° 


2.. 3. 2 ый 
А — _ 647? (РЕНН) 





1 4 
ИЛИ . 


. (7 


2А—аб ооо ооо . 
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Первая часть этого равенства, означаетъ площадь параллелограмма 
МОМ, а вторая площадь прямоугольника АОВС. Мы убъждаемся, 
‘такимъ образомъ, что 7лощадь параллелофамма, постфоеннаю на двух 
сопряженныхь. Хаметрать `эллитса, есть величина постоянная, равная 
площади, прямоуюльника, построеннао на ею осять. Это есть вторая 
‘теорема Аполхон}я. | | й 

Если ф есть уголъ между ламетрами ММ’ и ММ’, т.е. о=В— о, 
то площадь треугольника МОМ можетъ быть выражена произведе- 
ыемь- об зт Ф, велЪдетвые чего равенство (7) можеть быть пред- 


вс 


-етавлено въ видъ 


зто — аб. еее. (8) 


п выражаетъ, ел5довательно, зависимость между величинами сопряжен- 
чыхъ маметровъ и угломъ, ими образуемымъ. 

269. Свойетва маметровъ, выражаемыя двумя теоремами Аполлония, 
‚суть не что иное, какъ прямое геометрическое истолкован16 коказанной 
нами выше неизм$няемоети отъ преобразоваюя координатъ для всякой 
центральной кривой елфдующихъ двухъ выражевй (ем. стр. 149): 


А-- С— БВеов® ь В*—4АС. 


5126) | эт ’ 


тд А, Ви С суть коэзФхищенты при 47, лу и у? въ уравнеюи этой 
кривой, а `«® уголъ между осями координатъ. 

} Если кривая есть эллипеъ, отнесенный къ его сопряженнымъ да- 
метрамъ, уголъ между которыми ееть $, то уравнеше ея есть 


ян 


и названныя выражен1я р Бна ВЪ 


тр) " со’ 
а” 6” ] мп?о а "623" Ф 
Если же за оси координатъ приняты оси эллипеа, то уравнене 
-его ееть 


2 4 
я Ты! 


т 
при чемъ «=—-—— 


5 И потому тв же выраженая обращаютея въ 


о —4 
тт й 


Ыб 
СлЪдовательно 


1 
т я + 
ож 
о’? а26? 


Второе изъ этихъ равенствъ равнозначуще съ (8) или (7); нер- 
вое же, при существовани второго, обращается въ (6). | 

210. Такъ какъ вс точки эллицеа находятся внутри круга, опи-- 
саннаго на его большой оси, какъ на маметрв, то внутреней уголь 
между двума дополнительными хордами, опирающимися на большую ось, 
‚больше прямого. Это показываетъ, что и уголь МОМ между еопря- 
НЫЕ лежащими по одну сторону отъ большой оеи,„ 


также тупой. 
Изъ равенетва (8) мы имЪемъ для этого угла 


512 = и 
| ` 46”? 
и, сел5довательно, 
272 
аб 
о — 
$5; ф— 


а/З’2 — а2Ь2` 
Но такъ какъ, волёдетве равенства (6), = 
_4(а’365 — а) — (8—1) —(а— —6'2}?, 
О | {2 ___ 44762 
т =. 
И 
Отеюда видно, что тупой уголъ МОМ между двумя сопряженными! 
маметрами  получаеть_ наибольшую _ величину, когда. а — 5, ‚ т. е. когда. 
эти маметры равны между собою пи, олЪловательно, равно наклонены 
къ ‘осямъ ‘эллинеа. Въ Такомъ случа _ - 


246 _ 
2—1? 

271. Легко видЪть, чтодва=равные сопряженные маметра совпада-- 
ютъ съ магоналями СН’ и НС!’ построеннаго 
на осяхъ эллипса прямоугольника (Фиг. 61). 
Дъйствительно, полагая, что уравненя этихъ. 
‚ пагоналей суть 


| Ре ОМ)=— 


у=тх и 9у=т%, 


будемъ имЪть . 
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я, едЪдовательно, 


$) 


^3 


т —— 





э ?} 
= 


что и доказываетъ, что маметры ОК и ОГ, еуть вопряженные. 

Это видно также изъ того, что датонали СЫ’ и НОЯ’ параллельны 
дополнительнымъ хордамъ, соединяющимъ вершину В еъ вершинами 
Аи ^.. 

Если назовемъ уголь СОН черезъ ©, то будемъ имЪть изъ прямо- 
угольнаго треугольника ОВ (т 


а 
а . 


Слздовательно, 


2“ 
б 


246 
9— м-в 
[> 


а, это и ееть предыдущее выражен1е тангенса наибольшаго угла между 
еопряженными д1аметрами. 


® 9812. Пуеть [ будетъ длина перпендикуляра К, опущеннаго изв 
‘конца одного изъ сопряженныхъ даметровъ на другой (иг. 60). Въ 
такомъ случаЪ равенетво (7) можетъ быть представлено въ видЪ 


ф’— аб, 
откуда 
аб аф 


бу 
или, велЪдетвне соотношевй (5), 


аб ть 1 


а аа . 
У 
а ‘ 06 








а? Вл? 


ЕЕ а? 





Такъ же точно выражаетея, какъ мы видфли (ем. стр. 196), раз- 
етояне касательной къ эллипеу въ точкь ЛМ отъ его центра. 
‚. 218. Вели эллипеъ, отнесенный къ двумъ какииъ-нибудь сопря- 
женнымъ даметрамъ, выражаетея уравненемъ 
„ЭЗА за 
а г р 
и 21, у: еуть координаты какой-нибудь его точки, то маметры, прохо- 
дяшай чрезъ эту точку и ему сопряженный, выразятея уравненями 


21 — 921 =0 


— 207 


а 











Зя-==0. 


Полагая х==@’, оу ИЗЪ ЭТИХ уравнений | 


/ #: 
4/1 __ #25 


а аш 








Такъ какъ уравнене х=—=а’ выражаетъ касательную къ эллипеу 
въ конц маметра, принятаго за ось абециееъ, то поелфдея выраженя 
означаютъ, очевидно, отр$зки этой касательной, заключающиеся между 
точкой прикосновеня и разематриваемыми сопряженными даметрами. 
Замфчая, что произведен1е этихь выраженй при всякихъ значеняхъ 
д И у есть-—6”, приходимъ къ заключеню, что яроизведеще отульз- 
ковь касательной къ эллитеу, заключающихся между точкою прико- 
сновевя и двумя какими бы ни было сопряжениыми Ффаметрами, есть 
величина постоянная, равная квадрипу полубаметра, АлЕННОИ, 
этой касательной. 

214. Пользуясь этимъ свойствомъ, нетрудно поетроить оеи эл- 
липеа, когда даны два его сопряженные дламетра. | 

Пуеть ОМ и ОМ будуть половины такихъ дмаметровъ, данныхъ по 
величин и направлен1ю (фиг. 62). Возьмемъ 
на продолженши одного изъ нихь ОМ точку С 
такъ, чтобы было 


ОМ. МО= ОМ№. 





и поетроимъ окружноеть, проходящую чрезъ 
точки О и С и имфющую центръ на прямой, Фиг 62. 
проведенной чрезъ Л параллельно ОМ. Эта | 

прямая есть, очевидно, касательная къ эллипеу, и отрЪзки ея внутри 
построенной окружности будутъ таковы, что 


МА. МВ—=Ь— О№*. 


СлЬдовательно, прямыя ОА и ОБ будутъ два перпендикулярные 
между собою сопряженные д1аметра, т. е. оси эллипеа. 

Что касаетея величинъ оеей, то онф опредфхяютея по величинамъ 
данныхъ сопряженныхъ маметровъ на оеноваши теоремъ Аполлоня, 
т. е. соотношенй | 

а — а? 
И 
аб = аб’ это, 
изъ которыхъ м -. 
(@--6)*=а?-- 9?-|- 246 шо 


и 
(а—)—а?-- 5” —2а' это. 


СлЪдовательно, 
2а=\а?--6'?-- 20 /зто--Уа?-- 9 —2а6’зшо 


25—\а?-|- > -- 2а’зто —\Уа?-- 52—25’ это. 


Величины эти помощью циркуля и линейки также легко могутъ 
быть построены. 


Примфры и задачи. 


и 1. Разстояще между фокусами эллипса равняется 2, & разстоявЕе между 
директрисами 10. Найти длины полуосей этого эллипса. 


Отв. | =\У5, 6=2 
У 2. Найти длины осей эллипса, эксцентриситеть котораго равняется 0,3, 
а разстояще отъ фокуса» до соотвфтствующей директрисы 2,25 дюймовъ. 
Отв. | | 2а=—10 дюймовъ, 2—6 дюймовъ. 
3. Найти эксцентриситеть эллипса, для котораго разстояе между фоку- 


сами равняется разетояю между концами большой и малой оси. 
Отв. е? —= 0,4. 


`{ 4. Полуови эллипеа равны 3 и2. Найти уравнеме этого эллипса, относи- 
тельно полярной системы координатъ, полюсъ в находится въ его фокуеь, 
а, полярная ось совпадаетъ съ его большою осью, 


4 
т 
о, ‚ :; +- ЗУ 5 с0зе 
5. Выраз ить полуоси эллипса черезь эксцентриситетъь и параметръ. 
| : | Р 2. ел. Е. 
` ы д — ———— в => 
Отв. Те Ут 1—е2 


6. Два вв вектора, проведенные изъ фокусовъ эллипса къ нзкоторой 
его точкф, относятся между собою какъ 7" къ Я и составляють уголь Ф. Найти 
эксцентриситеть этого эллипса. 


бад Е Ут? + "?—2тпсовф. 

7% 7 
Г. *. Найти такую точку на эллипс, изъ которой оси кривой ВИДНЫ ПОДЪ 
углами дополнительными другь къ другу до двухъ прямыхъ. 


у ом а 6 
Отв. д = -— у 


3 =— , . 
У?’ "У. 2 
8. Найти такую точку на эллипс, чтобы разстояше ея отъ центра было 
‘среднею геометрическою разстояюй отъ фокусовъ. 


Ь 


уз’ 9-уг 

М. Найти на эллипе$ такую точку, чтобы большая полуось была среднею 
геометрическою между разстояшями этой точки от фокуса, и отъ соотвфтевую- 
щей директрисы. 


Отв. х—=- (1 = М2). 


Отв. 
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10. Чему равняется экецентриситеть эллипса, на которомъ можно взять 
такую точку, что прямыя, соединяющия ее съ центромъ и фовусомъ, составля- 
ютъ съ больышою осью равносторонвй треугольникъ? 


Отв. —=\У3— 1. 
11. Даны два эллипса уравнен!ями 


02 22 722 4? ‹ 
ты =] И ыы. ыы 1: 
1579 19189 
найти касательныя къ первому изъ нихъ, проходяшйя черезь фокусы второго. 
Отв. у = Е 35 Е 12. 


12. Найти такую касательную къ эллипсу, чтобы отрфзокъ ея, заклю- 
чаюлийся между точкою прикосноветя и большою осью, д$лилея директрисою. 
пополамъ. 


Отв. у=+— Ра и 





13. Найти отношене отрфзковъ нормали къ эллинсу, заключающихся 
между точкою кривой и ея осями. 
т № 


Отв. О $ 
о 72 д 


14. Чему равняется эксцентриситеть эллипса, если нормали къ нему въ 
концахъ хордъ, проходящихъ черезь фокусы параллельно малой оси, проходятъ 
черезъ концы этой оси? 


Отв. У = 


“ 


15. Найти такую точку на Бана чтобы длина нормали Въ этой точЕ$ 
была среднею геометричеекою между параметромъ и малою полуосью. 


/5. Ь 
а+ь 





Отв. 





16. Полуоси эллипса равны УЗ и 1. Найти величины двухъ его сонря- 


женныхь д1аметровъ, изъ ОИхЬ одинъ составляеть съ большою осью уголъ 
въ 309. 


Отв. р == \2. 
17. Зная длины полуосей эллипса, найти уголь между двумя сопряжен- 
НЫМИ Не длины которыхъ относятся какъ т къ ®. 


аб(т? -- 7?) 


Отв. -1пф== тт (а 5%) 


18. Данъ эллипсъ 
222 9? 
1618 — 
найти длины двухь сопряженныхь д!аметровъ, составляющихь Уголь въ 
1205. | 
Отв. За’ —\35 + Уз, 267 = Уз5 —\3. 


19. Изь двухъ сопряженныхъ д1аметровъ эллипса, составхяющихь уголъ 


въ 1209, одинъ вдвое болфе другого. Найти эксцентриситеть этого эллинса. 
Отв. | | ее, * 


Андреевъ. Аналитическая геометр/я. 14 
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20. Одинъ изъ двухъ сопряженныхъ д1аметровъ эллипса равняется сред- 
ней геометрической его ие найти Г длину и направлеше другого. 
рас В. 26 рз 
Отв. —9 Ма? -- Я —а5. 02% = ра 


21. Чему равняется зкецентриситеть эллипса, для котораго разстояше 
межлу фокусами равняется даметру, равному со своимъ сопряженнымъ? 


| а 
Отв. м Е, 


22. Найти таые два сопряженные джаметра, эллипса, чтобы прямая, соеди- 
няющая концы ихъ, проходила черезъ точку пересЗчеюмя большой оси съ ди- 
ректрисою. 


Отв. (а2—\У 1—6) х— афу=0, (а -- У — 6х + афу=0. 


23. Найти длины двухъ сопряженныхъ д1аметровъ эллипса, отношеше ко- 
торыхъ равняется эксцентриситету. Показать, при какихъ значеняхъ эксцентри- 
ситета, задача невозможна. 


ее = ли Тя ты 
`Отёга’ = Ух | 1. 
Ча’=а 7—7), == 53 невозможна прие < - 


24. Чему равняется эксцентриситеть эллипса, если нормали къ нему въ 
концахъ двухъ равныхъ сопряженныхь д!аметровъ проходя черезъ концы ма-. 
о Лой оси? 


Отв. | е—9—\/3. 





ГЛАВА ВОСЬМАЯ. 
Гипербола. 


$ 1. Форма и построене гиперболы. 


275. Въ предыдущей главЪ мы исходили изъ предположеня, что 
въ уравнени | 


Аа? -- бу -- Е=0,. (0) 


выражающемъ центральную кривую второго порядка, отнесевную къ 
двумъ ея сопряженнымъ щаметрамъ, коэфоишенты А и С имЪютъ оди- 
наковые знаки. Будемъ теперь предполагать, что эти коэфеищенты 
имфютъ различные знаки. 

Относительно постояннаго члена Ё можно при этомъ едълать каж- 
дое изъ трехъ ел$дующихъ предположений: 1)‘онъ имфетъ знакъ, оди- 
наковый ео знакомъ коэфФищента (С, 2) онъ иметь знакъ, одинако- 
вый со знакомъ коэфФищента А, 3) онъ равенъ нулю. И мы уже 
знаемъ (ем. стр. 144), что въ первыхъ двухъ случаяхь уравнеше (1) 
выражаетъ гиперболу, а въ поелднемъ совокупность двухъ ХВЙстви- 
тельныхъ прямыхъ. 

Имъя въ виду изучене | бъобетеь гиперболы, мы займемея въ на- 
стоящей главз преимущественно первыми двумя елучаями. 

276. Предетавляя уравнеше (1) въ видъ 


С 
мех 22 — 9 к 
мы можемъ положить 
ЕН | п — ==, | 


тд а и 6 суть дБйотвительныя и конечныя величины и при томъ верх- 
не знаки во вторыхъ частяхъ относятея къ тому случаю, когда, СиЕР 


——ы—— 


в бронь отт очнь тонны фри ори оне сть аи зы ль 
таить 


ИМВЮТЪ. одинаковые знаки, & нижнее къ случаю, кода Аи Е ИМЮТЪ 


о я р ть дс И ий ФР т Марио нь 


олинаковые знаки. 
14* 


ЕО 


Уравневе (1) принимаетъ, такимъ образомъ, въ этихъ двухъ 
елучаяхъ видъ 


2 2 4? 
22 у 
=]. И 
а ка 


Двз гиперболы, выражаемыя этими уравненями при однихъ и 
тзхъ же значемяхъ постоянныхъ а и 6, называютея сопряженными: 
между собою. 

Такъ какъ каждое изъ этихъ двухъ уравнев!й обращается въ дру- 
гое при измънени наименован!я ‘осей абециееъ и ординатъ и соотвЪт- 
ственномъ тому измфнен1и обозначения поетоянныхъ а и 0, то заклю- 
чаемъ, что веякая гипербола, разематриваемая въ отдЪльности, можеть 
быть, при еоотвътетвенномъ наименовани осей, выражаема уравненемтъ. 


д 
> аш з в 2 э ъ В ® ° ° * ° (2), 


Полатая въ этомъ уравнени х==0, получимъ у===8\/—1, отку- 
да закяючаемъ, что маметръ, принятый Ча ось ординатъ, не перее%- 
каетъ гиперболы; такой маметръ называютъ мнилымь 1). 

Если же положимъ у==0, то будемъ имфть х==-а, откуда ви- 
димъ, что ось абециесъ перее$каеть гиперболу въ двухъ точкахъ, от- 
стоящихъ отъ ея центра на разетояне а. 


Дламетръ, принятый за эту ось, есть, ел$до- 


| К . -/ «/ | 
С 7 вательно, дъйствительный п За есть его: 
ВЕ. 


У 


ом 


т СР х 217. Въ едфдующемъ мы будемъ полагаль.. 
РС что уравневе (2) выражаетъ гиперболу от- 
носительно прямоугольной системы коорди-- 

натъ (Фиг. 63). Ось абециееъ будетъ въ этомъ- 

Фиг. 93. случаЪ дъйствительною пли поперечною осью 


гиперболы, а оеь ординатъ ея мнимою осью. Концы Аи А’ дВйетви- 
тельной оси еуть двЪ вершины гиперболы. Длина дЪйствительной оеи 
АА’ равняетея 24. 

Р®Ьшая уравневе (2) относительно у, получимъ 


== уз нь чньых м в 


и такъ какъ отеюда видно, что дфйствительныя значеня 9 соотвфт- 
ствуетъ такимъ значешямъ 1, абеолютная величина, которыхъ болЪе: 
а, то заключаемъ, что дв вЪтви гиперболы (ем. етр. 139) расположе- 
ны по разных стороны отъ приныхь ЕГ и КГ, проходящихъ черезъ- 

1) Мнимый даметрь не есть мнимая прямая (см. стр. 70); не суше- 
етвуетъь только его точекъ перес$чешя съ гиперболой. | 


— 213 — 


вершины А и А’ и параллельныхъ мнимой осей, и что межлу этими 
прямыми не существуетъ точекъ гиперболы. 

Нели на прямой проходящей чрезъ одну изъ вершинъ параллель- 
но мнимой оси, отложимъ отрфзки АК и АГ, равные 6, и соелинимъ 
точки К и Г, еъ началомъ координатъ, т. е. центромъ гиперболы, то 
будемъ имЪть двё прямыя КК’ и Г уравневшя которыхъ, какъ 
видно изъ самаго построенля, суть 

6 Ь 
ИЕ а И а. & в № (4) 

Легко видфть, что двЪ вЪтви гиперболы помфщаютея ВЪ дДВуХхЪ 
противопоножныхъ углахь КОЁ и К’О[/, образуемыхъ этими прямы- 
ми; въ углахъ же, емежныхъ съ этими, не сущеетвуетъ точекъ кривой. 
Это елфдуеть изъ того, что абеолютныя величины ординатъ, опредж- 
‘лляемыхьъ уравненями (4) при веякомъ 2, боле абеолютной величины 
орхинаты гиперболы (3) при томъ же значенш 2. 

Уразнемя прямыхъ (4) могутъ быть ‚предетавлены слвхующимъ 
образомт: 


— 


= у _ и 
а р г ай Зе 


и слБдовательно, уравнен1е, выражающее ихъ совокупность, будетъ 

22 в: | о 

-я—==0 пе (5) 

Сравнивая это уравнен!е еъ уравнешемъ самой | гиперболы, мы 

зидимъ, что оно предетавляетъ равенетво нулю суммы членовъ второго 

измвреюя и потому выражаетъ асимитоть этой кривой (ем. стр. 114 

и 119). Прямыя КК’ и Г1' еуть, елЪдовательно, аеимптоты разематри- 
ваемой гиперболы. 

р 278. Асимототою къ какой-либо кривой лиши, имфющей безко- 
нечныя вфтви, называютъ вообще такую прямую, что разетояте отъ 
нея точекъ кривой безпредльно умвньышаетея по мёрЪ удаленя этихъ 
точекъ въ безконечноеть. Не трудно показать, что это евойетво при- 
надлежить и прямымъ КА’ и [Г 

Дъйетвительно, разетояе какой-нибудь точки И гиперболы отъ 
прямой КК равняетея, очевидно, по абсолютной величинз разности 


орхинатъ (4) и (3) т. е, 
= (#— у— а), 


‘умноженной` на косинуеъ угла, еоставляемаго этою прямою‘еъ осью А 4’ 
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Слздовательно, обозначая это разетояще черезъ 4 и полагая, что 


/ КОА=^, будемъ имфть. 


а 


И такъ какъ 





и=— и вовАЕ=-=—= 





ие р 
то 
В ЕР —(х узо 
ИЛИ 
а 
_ УЯ-- а уя—@) 


Отеюда и видно, что при удалев!и точки Л по гипербо2Ъ въ без- 
конечность, когда, елфдовательно, абециеса х этой точки безпредЪльно 
возрастаетъ, разетоян1е 4 безпред$льно уменьшаетея и, при 1=0о, 
обращаетея въ нуль. | 

279. Еели обозначимъ черезъ 7” разетояше какой-нибудь точки М 

У гиперболы отъ центра, т. е. половину №ма- 

метра ОМ (иг. 64), а черезъ Ф уголъ, обра- 

‘ зуемый этою прямою съ положительнымъ на- 
правленемъ оси абециесъ, то будемъ имЪть 











1==7608Ф И у==75ш $, 
и уравненте гиперболы (2) обратитея въ 
У 2 с05ф _ 1?ф\\ . 
Фиг. 64. — а? 6 ]_ 
ИЛИ 
а26? 
А, 

6* — (а*-- 62) 11? Ф< 

откуда 


аб _ 
———— ее (6,) 
УЪ? — (а? $2) ш?Ф - = 
Это ееть уравнеше гиперболы въ полярныхъ координатахъ. 
Для веЪзхъ точекъ гиперболы, находящихея внутри нормальнаго 


п 
—, И поел5днее разенетво 


угла ХОТ, уголь Ф заключается между 0 и - 


показываетъ, что, съ возрастанемъ этого угла, разетояне 7==0М также 
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возраетаетъ. Дъйствительная ось гиперболы еть, одонатежьно: _наи- 


_Ааьичьдряннь >> в 
_--_-— ==. 


меньший изъ ея маметровъ. 
Если 


—.-- 
а ль и чита Зы ортиенни денее пи рт чье тж а 


1 == 
+ 





б 


и, ел5довательно, 


иф=-- И Ф—А, 


то 7—<о. Это показываетъ, что маметры гиперболы безпредвльно воз- 
раетаютъ по мЪрЪ уклонен1я отъ дЪйствительной оси и дЪлаются без- 
конечно большими при еовпадети еъ асимптотами. 

280. Если Ф>^ и, елЪдовательно, 


б 
511 узы’ 


то величина х будетъь мнимою. Полагая при этомъ г=0\/—1, мы 
будемъ имЪть изъ уравневая (6) 


2. аб 

Г 5 59— 
Эта величина будетъ въ наетоящемъ случав дЪйствительная и, 
‘едфдовательно, координаты р и Ф, удовлетворяюция ` поел лнему еоот- 
ношению, будутъ опредфлять дЪйетвительную точку №, а еамо это ео- 
отношен1е будетъ уравненемъ въ полярныхъ координатахъ н%Ъкоторой 


дъиетвительной кривой линии. 
Предетавляя это уравнете въ видЪ 


о 
_ ат" — 0*е03°Ф)==а?6 


| с о 
о м Ф _с0з Ф\__ Е 
ы г р? | а? | 


2608Ф=% и о5Ф ==, 


ИЛИ 








и полагая 


получимъ уравневе той же липи въ прежнихъ прямолинейныхъ коор- 
хинатахъ | | 
‚об И 
р? о 
Это ееть уравнеше гиперболы, сопряженной съ разематриваемою. 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что мнимые маметры каждой изъ. 
двухъ сопряженныхъ гиперболъ суть дъйствительные другой, и обратно. 
Асимптоты же обфихъ сопряженныхъ гиперболь однЪз и тЪ же. 
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Подъ именемъ длины мнимаго д1аметра данной гиперболы (2) разу- 
мъютъ обыкновенно длину М№ММ№ этого д1аметра, какъ дЪйствительнаго 
для гиперболы, сопряженной съ данной. Въ частноети длина мнимой 
оеи есть разетояе 26 между вершинами Б и ВБ’ этой еопряженной 
гиперболы. 

281. Предетавивъ уравнене гиперболы (2) въ видЪ 


ИЛИ 





и замфчая, что въ такомъ случаЪ оно можеть быть разематриваемо, 
какъ результатъ перемножен1я уравнев1! первой степени 


ау = 2—а) И Кау=б(и а), ...... (1) 


заключаемъ, подобно тому, какъ это было сдБлано для эллипеа (ем. 
стр. 186), что гиперболу можно разематривать, какъ геометрическое 
мЪето точекъ пересе$ченя прямыхъ, выражаемыхъ поелЪфдними двумя 
уравненями при одномъ и томъ же значеши постояннаго {. 

При неопредЪленномъ значени К, эти уравнен1я выражаютъ пучки 
прямыхъ, проходящихъ черезъ вершины 4 и А” гиперболы. Давая же / 
частное значен1е, получимъ двЪ опредфленныя прямыя АМ и АИ 
(*иг. 63), пересвкаюцияея на гиперболь и ветрёчаюция ея мнимую 
ось въ такихъ двухъ точкахъ № и №, что, какъ видно изъ уравне- 
ый (7), 

ОМ=—=— и К.ОМ№=Ь 

и, ел5довательно, -—- 


ОМ. О№—— >. 


Это показываетъ, что веяк!я двЪ прямыя, проходяция черезъ вер- 
шины гиперболы и ветрёчаюцяея въ какой-нибудь ея точкф%, пересз- 
каютъ мнимую ось въ двухъ точкахъ, лежащихъ по разныя стороны 
отъ центра и на такихъ отъ него разетоятяхъ, средняя геометриче- 
ская которыхъ равняется половинз мнимой оеи. 

На этомъ можетъ быть основано, такъ же какъ и для эалипеа, 
_поетроене точекъ гиперболы въ какомъ угодно чисел и сколь угодно 
близкихъ межлу собою. 

282. Еели въ уравнети (2) а=, то оно можеть быть прежетав- 
лено въ вид 

д? — 92—22 


и въ этомъ елучаБ выражаемая имъ гипербола называется равностс- 
„роннею. Очевидно, что уголъ каждой зеимптоты еъ дЪйетвительною 


вы ВИ 


осью равняется въ этомъ случа половин прямого и, ел5довательно, 

авимптоты равносторонней гиперболы перпендикулярны. между собою. 
Понятно также, что въ сопряженныя гиперболы тождественны, 

когда онф равносторонния. гм. 3% | 


"а. 


$ 2. Фокусы и директрисы. 


283. ДвЪ точки Ри РК’, лежапия на дЪйетвительной оси гипер- 
болы (Фиг. 65) на разетояви отъ ея центра, равномъ 


Уз? 57, 


гдЪ аи суть длины полуосей (дъйетвительной и мнимой), называютея 


фокусами этой кривой. Слдовательно, у 
=. т ' ИХ О Е 
м т & и 
К т И 
ПА 


возетавляя изъ вершины „4 перпендику- 
ходящую черезъ точку К ветрЪчи этого 
х и С» Е РХ 


5 





ляръ къ дЪйствительной оси и описывая 
перпендикуляра съ асимптотою, полу- 


изъ центра гиперболы окружноеть, про- 
чимъ Фокусы, какъ точки перес$ ченя этой 


’ 


1“ С И? 
окружности съ дЪйетвительною осью. Ре ЕВ 
Нолагая, что гипербола отнесена къ и У 
ея осямъ и выражаетея уравненемъ Фиг. 65. 
22 


а еее еее. (1) 


будемъ имЪть, что координаты Фокуса Е суть 


х—=-- Ма? И у==0, 
& Фокуса Е” | 





д——\Уа?-- и | у—0.. 


Обозначая чрезъ о абсолютную величину радикала \/ 42-5, т. е. 


разетояе ОР, & чрезъ ги’ разетояя какой-нибудь точки М ги- 
перболы отъ ‹«окуеовъ Е и Е’ будемъ, селЪдовательно, имъть 


= (#— у" 


(аа у, 


и такъ какъ для точки М 


то 


И точно такъ же 


вне 


у 





Замфчая, что для гиперболы х>>а и, притомъ, х>а, убъждаемея, 
что по абеолютнымъ разм$рамъ 


и `. 
——ж-—а И ата... а ыы (2) 
а а 


Отеюда находимъ 


Разетоян1я точекъ гиперболы отъ ея хокуеовъ называютъ обыкно- 
венно радусами векторами этой точки. Посяфднее равенетво показы: 
`ваетъ, такимъ образомъ, что для гиперболы ‚разность фабуусовь векто- 
въ коэжссй [точки имтеть величину постоянную, равную дф’ъйстви- 
тельной оси этой кривой.. 

284. Свойетво это вполнЪ характеризует _ гиперболу и можетъ 
быть принято за ея опредЪлене. 

Дъйствительно, положимъ, что требуетея найти геометрическое м%ето 
точекъ, разноеть разетояюй которыхъ отъ двухъ данныхъ точекъ Р 
и В’ имЪетъ данную постоянную величину. Обозначая эту величину 
черезъ 2а, а разетояше между данными точками Е и Р черезъ 2%, и 
принимая прямую, соединяющую эти точки, за оеь абсцисеъ, а перпен- 
дикуляръ, возетавленный изъ ея средины, за оеБ ординатъ, бухемъ, 
ОЧёвйдНо, имъть для искомаго геометричеекато мета уравнене ^ 


Мз- а у’—У—а--у?=24. 
`По уничтожени радикаловъ это уравнен1е легко приводитея къ виду 


2? у? ее" 
а бе 


а это есть уравнен1е гиперболы, которой дфйетвительная ось равняется 
2а, и мнимая | 





26— 2Уа? ——- а”. 


На поелёднемъ свойетвз можетъ быть основано поетроеще гипер- 
болы непрерывнымъ движенемъ при помощи гибкихъ и нерастяжи- 
мыхъ нитей. 
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ДвЪ нити, разноеть длинъ которыхъ равняетея дЪйествительной 
оси гиперболы, укрзпляютъ концами въ хокуеахъ. Свободные же концы 
этихь нитей соединяютъ вмфетв и удерживаютъ рукою такъ, чтобы 
0бЪ нити, будучи перекинуты черезъ чертящее оетрле, оетавалиеь на- 
тянутыми. Въ такомъ елучаз, при веякомъ положени этого острая на, 
плоскоети, разность разетояй его отъ Фокуеовъ будеть имть одну и 
ту же величину, равную разноеты длинъ нитей, и, при неприрывномъ 
перем щен1я оетрая, оно начертитъ гиперболу. 

285. Предетавивъ равенства (2) въ видЪ. 


бе а? 8 а | 
= (=-—%) П (++) о цы р 5 (3) 


легко замЪтить, что выражене въ екобкахъ предетавляютъ разетояня 
точки 1 (5, у) гиперболы отъ двухъ прямыхь ДЕ и О’Е’, параллель- 


2 


а”. 
_ныхъ оси ОУ и отетоящихъ отъ начала координатъ на, разетоян1и = ое 


Эти двз прямыя называются директрисами. Уравненя ихъ, оче- 
видно, будутъ 


их — 2—0 и ад-а?=0. 


Изъ того, что эти уравненя такя же точно, какъ и для дирек- 


триеъ эллипеа, заключаемъ, что по даннымъ Фокусамъ он могутъ быть 
найдены такимъ же точно построевемъ, какъ и директрисы эллипеа.. 
Именно. ‚ проведя изъ Фокуса Ё” (Фиг. 65) прямую ЕС такъ, чтобы 
отрззокъ ОС на мнимой оси равнялея половин дЪЙйетвительной` оси 
ОА, и возетавивъ въ (С перпендикуляръ въ этой прямой, получимъ, 
при перее5чети этого перпендикуляра еъ дЬйетвительною осью точку 
О, принадлежащую директрие». 

Кром$ того, легко видЪть, что точки Н и Н’ переевчен!я аеимп- 
тотъь съ окружноетью, описанною на дВйетвительной оси, какъ на ма- 
метр, принадлежать также директрисамъ и что эти точки суть оено- 
ван1я перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ Фокусовъ на асимптоты. 

286. Обозначая черезъь 4 и 4 разетояя МЕ и МЕ’ какой-ни- 
будь точки М (5, у) гиперболы отъ двухъ-ея директрисъ, будемъ имфть 
изъ равенетвъ (3) 





‚ & 
—— 4 ОЕ” г — — 
о Ц 


откуда 


— 220 — 


Это показываетъ, что для гиперболы, такъ же какъ и для эллип- 
‚са, каждому Фокусу соотвзтетвуетъь своя директриса и отнощене фаз- 
‚стоянй каждой точки утерболы оть фокуса и соотвътетвующей ему 


‚директрисы имъеть постоянную величину. 

Это отнотшене, ‘называемое, какъ было сказано (см. етр. 190), 
‚эксцентриситетомь, для всякой гиперболы йболЪе единицы и равняется 
отношеню разетояния. между ФОкусалми КЪ длинф дЪНетвительной оси. 


Обозначая экецентриситетъ буквою е, будемъ имЪть 


ее ——— У? 
Ия 


СлЪдовательно, экецентриеитетъ гиперболы возрастаетъ съ увели- 





‚ченемъ отношен!я —› т.е. съ возраставемъ остраго угла, образуе- 


маго асимптотами съ дЪйствительною осью. 


Для равносторонней гиперболы е—\2. 

При е=со и 6—со, гипербола обращается въ совокупноеть 
двухъ параллельныхъ прямыхъ. 

287. Обозначая черезъ 2р длину хорды, проходящей черезъ хо0- 
уеь перпендикулярно къ дЪйствительной оси гиперболы, будемъ имЪть 
что & ир суть координаты точки, принадлежащей этой кривой. Поэтому. 





о о 
сны) 
а 5 


Величина 90, также какъ и для эллипса, называется параметромь. 


ЧИзъ поелЪдняго соотношен1я получаемъ для нея олвдуюция . выраже- 
ня черезъ оси и эксцентриеитетъ: 


р2 2 р (2 


С, Ц 





в= =а(#—1). 


Нели за оси координатъ примемъ двЪ прямыя, изъ которыхъ одна 
‘совпадаетъ съ дьйствительною осью гиперболы, а другая съ перпенки- 
куляромъ къ ней, возетавленнымъ въ Фокуез Е’, то уравнеше гипер- 
‚болы получится изъ уравневя (1), полагая 


— —& и у=—у’. 
Это уравнеше будетъ, слВдовательно, 


627 — а — ау — а, 
ИЛИ 


(а уз) == —а27) 
3-е 


‚бк — 


Полагая здесь 


д7=76089° и уУ—уз шо, 
получимъ 
—=( 2 — 67605 Ф), 
откуда 
за № 
] | е с08ф 


Это ееть уравнен1е въ полярныхъ координатахъ, предетавляющее. 
 гиперболу. только тогда, когда въ немъ е`›> 1. Еели же е< 1, то- 


этимъ же трее выражаетея, какъ мы видфли (ем. етр. 191), 
эллинеъ. 


288. Уравнетше (1) можетъ быть предетавлено въ вид® 





202 2 
вм 1 


ИЛИ 





ЕЕ т И. 


та? | ав? 


Такимъ же точно образомъ можетъ быть представлено и уравне- 
н1е эллипеа. | 

Предполагая, что. въ поелёднемъ уравненш & имзетъ данную дъй- 
ствительную величину, а величина 4 неопредвленная, будемъ имЪть,- 
что относительно прямоугольной вистемы координатъ.это уравнеше вырз- 
жаетъ систему софокусныхь ли второго порядка, т. е. лин, имю- 
шихъ обийе хокувы въ.двухъ точкахъ оси абецисеъ, отетоящихъ отъ. 
начала координатъ на разетояне х. И эти ливи будутъ эллипеы для 
значенй @, большихъ по абеолютной величин нежели х, и гипербольг 
для а« а. | 

Постараемея найти лити системы (4), проходяшия черезъ кавую- 
нибудь данную точку (71, 91). 


/ 


Въ силу самато уелов1я ‘булемъ имЪть 


э 
о 9. = =1 
а (7 — 


ИЛИ 


а — (2 у") ай -- ай =0, (4... (5) 


откуда получаемъ два значення для а?: 


ыы ы ва а а трат 
ре | ав-уз Но -У (— 02) -- 2 (д - зу | 


— 222 — 


дЪНетвительныя при веякихъ координатахъ &1, 91. Поэтому заключаемъ, 
_ что черезь всякую данную точку проходять дв дьйствительныя либи 
второю порядка, имьюция данные фокусы. 

Предыдущее уравнеше (5) можно представить ее такъ: 


‘откуда для (4* — 4”) получаютея также два значеня, произведенше ко- 
торыхъ равняется ве величин — <2у1?. Это показываетъ, что 
одно изъ значенй 4” болЪе ©”, а кругое менъе, а потому заключаемъ, 
что 55 двухжь софокусныхь кривыхь р порядка, проходящить черезь . 
‚данную точку, одна непремльнно эллитсь, а друщя зитербола. 

На возможноети опредёлять точки плоскости перееъченемъ элхип- 
вовъ и гиперболъ, принадлежащихъ еиетемь сохокусныхъ кривыхъ, 
‘основывается употреблене особой криволинейной системы координатъ, 
въ которой роль абециееъ играютъ оси эллипеовъ, а роль ординатъ 
‚оеи гиперболъ, или обратно. 


$ 3. Касательныя и нормали. 


289. Предполагая, что гипербола отнесена къ СВОИМЪ осямъ И, 
-едфдовательно, выражается уравневлемъ 
272 4? 


а —За=Ь ы а д, а. 6 фо в в ‚ (1) 


.будемъ имфть, что уравнете 


(2—2) — 22) (9—9) — 9%) _ 5 У 1 


а? р? нь 
-ВЪ которомъ 21,91 и 22,2 суть координаты двухъ какихъ-нибудь то- 
чекъ этой кривой, выражаетъ прямую, перее$кающую ее въ этихъ 


‚двухъ точкахъ. 
Въ томъ елучаЪ, когда точки пересВченя совпадаютъ и, ел%Фдо- 
вательно, 21 —=22 и У! = У, еБкущая дфлаетея касательной и уравне- 


‚н1е ея будетъ 


а? | р а [1 


‚ли, по еокращевни, 


а, 


Пл 91 ыдьь о. э се © © эл ы (2) 


р т = 
Это уравнеше можно было бы получить изъ общаго уравнен!я 
‚касательныхъ Еъ кривымъ второго порядка, разематривая еамо уравнен!е 
‚гиперболы (1^, какъ частный видъ общаго уравненя второй степени. 


— 293 — 


Въ немъ 21 и 9: суть, елФдовательно, координаты точки прико- 
сновеня, а хи 9 координаты любой точки касательной. 

Хотя мы предполагали, что уравнеше (1) выражаетъ гипербоду, 
отнесенную къ ея оеямъ, но такъ какъ въ предыдущихъ рэзеужден1яхъ 
перпевдикулярноеть осей не принимаетея вовее во внимане, то выводЪ 
имзетъ м5ето и тогда, когда, оси координатъ коеоугольныя, т, е. когда 
гицербола отнесена къ какимъ- -нибудь. двумъ ея сопряженнымъ_ _дамет-_ 
рамъ. Олздовательно, полагая, что уравнеие ея ВЪ этомъ. случа ееть 





будемъ имЪть для каеательной въ точкз (11,/1) уравнеше 





к 
а? 92° 


290. Мы видъли, что совокупноеть аеимптотъ гиперболы (1) вы-_ 
ражаетея уравненемъ 


И т, пы 0 


9 


> >. 
21 > 
35% 


Величины 2 и у, уховлетворяюпия этому уравяен1ю еовмзетно еъ 
уравнетемъ касательной (2), суть координаты точекъ пересфченя ка- 


сательной съ асимптотами. Если исключимъ изъ этихъ двухъ уравне- 
ый 9, то получимъ для опредлев:я абецивеъ этихъ точекъ уравнене 


второй степени 
к Ст ] 2 у 

— о пб 

ла @276 


2? я? 2 зао 
я (2 Я 








или 
‘а? 


и такъ какъ д: и 9: еуть координаты точки, принадлежащей гипербо- 
л%, то это поелзднее уравнене, по оо обзихъ частей на а?, 
обращаетея въ 


— 2х а?==0. 


Слъдовательно, называя чрезъ 5’ и 5” корни этого уравненля, т. е. 
абецисеы точекъ переезченя касательной съ асимптотами, будемъ имЪть 


хх” = 9. 


— 224 — 
Точно также, исключая м изъ уравневй (3) и (2), получимъ 


а26? = (= т) 








откуда 
42 — З/1у—6°—0. 


Слфдовательно, называя чрезъ Уи У” корни этого уравненля, т. е. 
ординаты точекъ пересЪченя касательной съ асимптотами, будемъ имЪть 





, а 
уу =2. 
Такимъ образомъ видимъ, что 
хх” уу” 
271 == эт” И 1 —- я А. 


и потому заключаемъ, что 70чка. прикосноветя касательной их р 


ыы. Нч — ла ->*.- пе, 2.3%” 


_болль есть средина отуьзка этой касательной, заключающииося между ‚ду 
асимитюоталми. 


291. Уравнен!е касательной (2), будучи р%»шено относительно у 
(1), получаетъ видъ 
621 6? 
——д— э в з ® ° ® . ® . о 4 
я (4) 


Замъняя здЪеь у! его выраженемъ черезъ 1: изъ уравнен1я гиперболы, 
получимъ 














ыаЗь бат в аб 
а\/ 1 *— а? Уж? — а? 
или 
6 -.% аб 
а 


`Предполагая, что точка прикоеновен1я удаляется въ безконечноеть, 
мы будемъ имЪть, что въ предвль, т. е. при 11 ==со, поелфднее ураз- 
нен1е обращаетея въ. 


===, 
а это уравнене выражаетъ аеимптоты. | 


Тавимъ образомъ видимъ (ем. стр. 119), что асимитоты суть 
касательныя въ безконечно удаленныхь точка. | | 
_“ 292. Еели обозначимъ буквою`т угловой коэфФищентъ въ уравне- 
ни касательной (4), то будемъ имвть 


— 225 — 
21 = та?! 
и, селЪдовательно, в 
ал ==т?аАу1?, 
ИЛИ 


ру") == тай, 
72 

= УМа?т?— 62, 
У 


и уравнене касательной (4) приметъ видъ 


откуда 


уже Е У ат — 2. 


Въ такомъ видЪ оно могло бы быть выведено и непоередетвенно, 
подобно тому, какъ это едълано было для эллинеа (ем. етр. 198 и 194). 

При данномъ 2 это посд®диее уравнёне выражаетъ дв касатель- 
ныя къ гипербол®, имъюшия данное направлене. 

Такъ какъ это уравнене выражаетъ дЪйетвительныя нрямыя только 
тогда, когда ат?`>6? и, елъдовательно, по абсолютной величин% 


„>, 


то заключаемъ (ем. стр. 215), что в5 направлени каждаю мнимаю! 
Фаметра кз зиперболь мощть быть проведены двъ касательныя, 65 
направленяхь же дъйствительныхь Фаметровь нельзя провести —нв 
одной касательной. : | 


. А. 


р + | „— 
Такъ какъ, далфе, при и поелфднее уравнеше обращается въ 


у ЕЕ" 

то заключаемъ, что 65 направлеши асимптоты можеть быть прове- 
дена этолько одна касательная кь зитерболь + эта касательная есть 
сама асимитота. | 

293. Уравнеше (2) въ томъ елучаз, когда въ немъ 21 и 9: суть 
координаты какой-нибудь точки плоскости, выражаеть поляру этой 
„точки относительно гиперболы. 

 Сл®довательно, поляра точки, лежащей. на дъйствительной оси 
гиперболы, выражаетея уравненемъ 


дх==а?, 
а, поляра точки, лежащей на мнимой оеи, уравневемъ 


уу: =—6°, 


Андреевъ. Аналитическая геометр!я.. 15 


35 926 25 


Припоминая, что двЪ точки, изъ которыхъ каждая лежитъ на по- 
лярЪ другой, называютея сопряженными (ем. стр. 131\, заключаемъ изъ 
поелЪднихъ ‘уравненай, подобно тому, какъ и для эллипеа, что половина 


—-ъ 


дъйствительной ови гиперболы ееть средняя геометрическая разетоянй 
оть центра, ‘хаждыхь двухъ. вопряженныхъ точекъ этой оси, и что та- 
кое же значен1е имфетъ половина мнимой оси для лежащихъ на. ней 
сопряженныхъ точекъ. Но, при этомъ, на дЪйетвительной оеи еопряжен- 
ныя точки находятея по одну и ту же сторону отъ центра, а на мни- 
мой по разныя стороны. 

Пользуясь этими соотношенями, не трудно поетроить поляру какой 
угодно точки относительно гиперболы, когда даны оеи этой кривой. 

`Еели въ уравнений К: положимъ аа и у— —0, то оно обра- 
титея ‘въ’. ое 


ах==а^ 
ЯДИ Е 


бор а =50, 


откуда заключаемъ, что для гиперболы, такъ же какъ и для эллипеа, 
директрисы суть поляры. соответ ощиаь фокусов. 


294. Уравнеше нормали къ гипербол», т. е. перпендикуляра КЪ Ка- 
‘сательной, возетавленнаго въ точк®" ‚прикоеновеня, получаетея легко 
изъ. уравнен1я касательной и условя ‘перпендикулярности. 
| “Для гиперболы, отнесенной`къ ‘ея `осямъ, это уравненше ‘будетьъ, 


ел5довательно, 


- 


у р" 3 Е з $ в 
ел, и, 
т 


«: : сы = 


или 
ах Фу _ 
9 





В и $ брал (5) 


Подагая, что Тт и № (иг. 66) суть точки, въ которыхь. касатель- 
ная ‚и нормаль пересвкаютъ дъйствитель- 
ную ось гиперболы, будемъ имЪть,..поло- 
_ЖивШи. ВЪ уравненяхъ (2) и (5) этихъ _ 
У `прямыхъ /=0 „что. 


| р. 
ОЛ==-—. и ОМ=— а 
271 Я 
| 84. | 
Сл здовательно, 





ОТ. ом д 


— 2271 — 


- соотношене, имъющее мЪето, какъ мы ВИДБлИ, ‚И для ‘эдлипеа. Разли- 

ще состоитъ, однако, въ томъ, что для эллинса. р ‘и, елЪкова- 
тельно, ОМ< ох, э для гиперболы наоборотъ.: 

Отрзки МТ и ИМ называютеи длиною касательной и длиною ноф- 
мали въ точкз М. Отр%зка же ТР и РМ подкасательною и субноз- 
‘маю точки М. Выражеюмя эабеолютныхъ величинъ подкасательной и 
узоры легко получить олвдующимъ образомъ: 





| о ‚ РОЫ о 
ТР=ОР— ориг" 9 9+ 





21 ‚. 1 
и. | к 
ге 
РУ—=0м— ор=" я =. 


Посл днее равенётво показываетъ, что субнормаль въ кавей-либо 
точкв гиперболы находитея въ постоянномъ ‘отношени ЕЪ абециссЪ 
ЭТОЙ точки. | 

Выраженя длины нормали и длины каеательной легко могутъ быть 
выведены точно такъ же, какъ и для эллипеа. 


295. Выражая касательную. къ гиперболв въ точкё М ри. 65) 
уравнетемъ 


27 _ У + 
5). - Е аа : 
а в ; 





будемъ имвть, что. длины перпендикуляровь РС и ЕС’, опущенныхъ 
на эту касательную изъ Фокусовъ, опредфлятея ел6дующимъ образомъ: 











а У. ——— 
РА | РО ———, о оо . (6) 
ии" в о мы ть 
еЗ а р* 
юткуда, | г В а - 
вх :° бл 2 
Аа т Ро Е 
Ро од _ бя 
„1 —— а 
‚. (> с $ | : 


_ Члены поелфхняго отношеня предетавляютъ еоббю (ем. етр. 218) 
„ращуеы векторы точки Л, т. е. разстояйя МЕ и МГ этой точки отъ 
Фокусовъ. Поэтому заключаемъ, что между абеолютными длинами имъ- 
етъ мзето пропорцлональноеть 


ЕС МГ’ 
р №4 15* 


525228 55 


‚ доказывающая, что треугольники МЕС и МЕС’ подобны и, елЪ№дова-> 
тельно, углы ЕМС и ЕМС равны. 

Такимъ образомъ убЪфждаемея, что касательная, а слъдовательно 
и нормаль, ко читерболь составляють равные _ лы с радбусама векто- 
фами точки прикосновеная. 
—_ Свойство это принадлежить, какъ мы видьли, и эллипеу, но раз- 
лич1е заключается въ томъ, что касательная эллипса дЪзлитъ пополамъ 
внфшейй уголъ треугольника, вершины котораго находятея вЪ точк№ 
прикоеновевя и въ двухъ Фхокусахъ, а нормаль внутренв!й; для ги- 
перболы же наоборотъ. 

Это позволяетъ заключить, что если эллипеъ и гипербола имфютъ. 
обпие Фокусы, то касательныя къ нимъ ВЪ ТОЧКВ ИхЪ пересечения пер- 
пендикулярны 1 между. собою. Слвдовательно, соФокусные эллипеы и ги- 
перболы (ем. стр. 221) предетавляютъ двз ортогональныя системы кри- 
выхъ лин. 


296. Перемножая выраженя. (6), получимъ 


.-’—. ыы 








и такъ какъ изъ уравнен!я гиперболы (1) имфемъ 


| . : 
91? 21"—а 


р а” 
то 
той | = 
1 / а? 1). 
рр гел 
\ 
Сл»довательно, 
ЕС. Ес= — 6? 


Произведен1е перпенкикуляровъ, опущенныхъ изъ двухъ Фокуеовъ- 
на какую-нибудь касательную, такъ же какъ и для эллипеа, имзетъ. 
постоянную величину. Но для гиперболы эта величина отрицательная, 
потому что хокуеы ея находятея по ре разныя стороны `отЪ всякой ка каса- 
тельной. о А а 

, 297. Продолживъ перпендикуляръ РО до пересвченя въ К еъ ра-. 
дусомъ векторомъ Е’М, будемъ имЪть изъ равенства треугольниковъ- 


МЕС и МКС, что 


пы 
ад М тей рыные. Чрь рай ры ны роль 


СлЬдовательно, точка К есть симметричная съ ‘ФОокусомъ Е отно- 
еителяно касательной и вмВетЪ съ тЪмъ 


ЕК—=ЕМ—ЕМ=АА’— 94. 


Отеюда заключаемъ, что геометрическое мфето точекъ, симметрич- 
ныхъ съ однимъ изъ Фокусовъ гиперболы относительно. касательных.ь, 
ееть окружность, описанная изъ другого Фокуса радусомъ, _равнымъ 
дъйствительной оси. 

ДалЪе, прямая ОС, какъ соединяющая средины двухъ еторонъ тре- 
угольника ЕАЁЕ’, равняется половинз третьей стороны РК. Слфдо- 
вательно, 


и такъ какъ очевидно, что О(’=00, то заключаемъ, что геометри- 
ческое мъето оснований перпендикуляровъ, опущенныхь изъ Фокусовъ 


ПА уличным, 


на касательныя КЪ ‘типерболъ, есть окружность, описанная на ‚ ХЙстви- 
тельной ‹ оси, какъ на маметрь. | 

`` 298. На поелёднихъ свойствахъ гиперболы можетъ быть основано 
поетроеше касательныхъ къ этой кривой, проходящихе черезъ данную 
точку или имБющихъ данное направленте. 

Положимъ, напримръ, что требуется построить каесательныя къ 
гиперболз, проходяпия черезъ точку Р (Фиг. 67). и симметричныя 
съ =окусомъ Е относительно искомыхъ каса- 
тельныхъ, должны, очевидно, находиться на, та- 
комъ же разетоян!е оть точки Р, какь и 
этоть хокусъ. ОнЪ лежать, слёдовательно, на ; 
окружности, описанной изъ Р, какъ центра, 
рамуеомъ Р.Е. Съ другой стороны, он должны _\ 
лежать, какъ сейчаеъ показано, на окружности, `` 
описанной изъ Фокуса Ёращуеомъ, равнымъ 
дъйствительной оси гиперболы. Поетроивши эти фиг. 67. 
дв окружности и соединивъ точки Си Д ихъ переезченя еъ Фоку- 
сомъ ЕЁ, будемъ, елЪдовательно, имфть, что искомыя касательныя суть 
перпендикуляры, опущенные изъ точки Р на прямыя СЁ и ОРГ. Но- 
_нЯТНО Также, что точки прикоеновешя этихъ касательныхь . опредъ- 
дятея, какъ точки пересфченя ихъ еъ прямыми, соединяющими точки 
Си еъ другимъ зокусвомъ РГ’. 

Можно было бы также построить искомыя касательныя, отыекивая 
основашя перпендикуляровъ, опущенныхъ на нихъ изъ Фокуса И, 
Точки эти находятея, очевидно, при пересёчени двухъ окружностей, 
изъ которыхъ одна имфетъ маметромъ прямую РЕ, а другая ет 
ствительную ось гиперболы. 
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` Нодожимъ теперь, что требуется построить касательвыя къ гипер- 
б0л%, параллельныя данной прямой ХУ (Фиг. 68). 

Точки, еимметричныя съ хокусомъ Ё относительно искомыхъ каса- 
тельныхъ, суть, очевидно, точки переевчен!я перпевдикуляра къ дан- 
ной прямой, опущеннаго изъ хокуса Е, и окружноети, описанной рам- 
усомъ, равнымъ дЪйетвительной оеи, 
изъ Фокуса Е. Еели Си Ё еуть эти 


“> ==> 
о =. 
`- 
`` 
` 





а й _ точки, то иекомыя касательныя подлу- 

3 м чатея, какъ проходяпия черезъ ере- 

1 А 7 пины Ти Г отр%зковь ГЁЕи ЕС. 
: Иа Точки Ти У могутъ быть найденьт 
\. м у | также переезчешемъ прямой ЕС съ 
к | ый окружностью, описанной на дЪйетви- 


тельной оси, какъ на пмаметрЪ. 
Что касается точекъ прикоенове- 
_ фиг. 68 | ня Ш и М иескомыхъ касательныхъ, 
зы То он, будучи концами одного и того 
же дмаметра, могутъ быть построены, какъ вершивы параллелограмма, 
двЪ друмя вершины котораго находятся въ зокусахъ и дв» сторовь 
котораго суть прямыя, соединяющая Фокусъ РЁ” съ точками Си ЕЁ. 


$ 4, Сопряженные д!аметры. 

„299. Называя, какъ и для эллипеа, дв хорды гиперболы, соеди- 
няюпИя НИЕ ея точку Р (фиг. 69) еъ’ концами Ми М’ какого-_ 
нибудь паметра, дополнительными, легко у65- 
дитьея, что дополнительныя ‘хорды ‘всегда па-. 

-# раллельны двумъ. еопряженнымъ даметрамъ- 
- == и обратно. Въ самомъ дл, если хорды РМ. 

и РМ’ дополнительныя, то парзллельные имъ 

дламетры КК” и Г.Г” дълять ихъ пополамъ и 
потому еуть сопряженные. Еели же маметры 
° фиг. 69. _ КК’ и Г, сопряженные и хорды РМ и РМ’ 

Ще, > СимЪ. параллельны, то прямая 22, соединяю-’ 
щая концы этихъ хордъ, должна двлитьея _пополамъ. НАБ изъ. 
ЭТИхЪ. ‘маметровъ и, ел%довательно,. сама. есть `паметръ, ‚что. и „оказы- 
ваетъ, ‘что эти хорды дополнительный, ` 
-. 300. Мы видъли выше (ем. стр. 216), что вели типербола отне- 


евиз въ ‚ея оеямъ и выражаетея рта 


т, 


: у 
`ц. Е , 


8 а=Ь Я КЕ (17, 


’ 
—, .., 23 1 чи... 
^ 


то дв$ прямыя, первеВкаюпияся: въ какой-нибудь. ея точк® и: проходя= 
ия черезъ ея вершины, выражаютея: уравненями, о ,. 


‚ = х— а) и  199=Их-а). 


Такъ какъ эти прямыя представляютъ, очевидно, дополнитёльныя 
хорды, то, полагая, что | 


у тх И у/—т х 


суть уравненя двухъ параллельныхъ имъ и, елВдовательно, еопряжен- 
ныхъ дмаметровъ, будемъ. имЪть 


е И я р 
а Ва’ 


При неопредвленномъ #, это суть выраженя угловыхъ коэфФищен- 
товъ двухъ какихъ бы то ни было сопряженныхъ маметровъ. Перемножая 
ихъ, получимъ еоотношене 


тт; —-5 й Г о о @ а = э © ® ® (2) 


и если обозначимъ черезь х и В углы этихъ даметровъ еъ положи- 
тельнымъ направлешемъ. дЪйетвительной оеи, то- это еоотношене при- 
метъ видъ . | | 


я ев КК 8) 

-Изъ ‘того, что. вторая чаеть этого равенства, ееть величина положи-: 

тельная, заключаемъ, что углы & и В или оба острые, или оба тупые; 

Это значитъ, что два сопряженные д1аметра гиперболы. веегха, помЪ-. 
пралотся въ однихъ и тЬхЪ. же. углахь, образуемыхъь осями этой кривой. 


ЧА г. о Ата же 


их какъ, о изъ поелфдняго равенётва видно, что еели: 


еее 


ва, то вв>-, и. обратно, то занлючаемь, что два сопряженные 


даметра помёщаются въ разныхъ углахъ, образуемыхъ аеимптотами, 
т. е., что изъ двухъ сопряженныхъ маметровъ о одинъ непре- е- 
мВнно дъйствительный, ‚ а другой `мнимый. ^ . 

301. Положимъ, что Ми М (Фиг. 10) ‹ суть вв точки, принадле- 
жапия еопряженнымъ гиперболамъ, уравненя которыхъ относительно, 


пхъ осей еуть 


кеты. =” 


2? 42 | о Ия 
8—8 =1 - И ЕЕ! д сн И 3 2% (4) 
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Обозначая координаты этихъ точекъ посл$довательно. черезъ 21, 9: и 
2, уз, будемъ имъть, что маметры №2 и У№ выражаются уравнеями 





1 
вм 7 1 о 
Ба < 72 | и если эти даметры сопряженные, то 
5. : АНАЛ! должно быть | 
х 1%“ Р Хх . 
( / 12 __ Ь- 
12 № В < о а? 
р 2142 12 
ИЛИ : мн =0 е Фо © .. (5) 
Фиг. 70. @ 


Отеюда находимъ 








21? : а ‚ 222 __ ых у" \. (92° 42° \. 
и такъ какъ координаты точекъ Ми М удовлетворяютъ поелфдова- 


тельно уравнен1лямъ (4), то члены поелЪфдняго отношеня равняются 
единиц%. Поэтому будемъ имЪть 


71 92 . о У | З 
Баны ПЕНИ — == о о 
а, Ь Е а ь’ И 


нри чемъ, какъ видной изъ (5), верхнему знаку одного равенетва 6оот- 
вЪътетвуетъ верхей же знакъ другого и нижнему нижний. 

Равенетво (5) есть уелов1е параллельноети каждато изъ двухъ еопря- 
женныхъ маметровъ съ каесательными въ концахъ другого. Принимая 
это свойство за доказанное (см. стр. 127), будемъ имЪть, что еоотно- 
шения (6), а также и соотношене (2) или (3), еуть его елбдетвя. 


302. Обозначая длины дмаметровь ММ’и М№М№’черезъ 24 и 2’, 
получимъ, на оеновави равенетвъ (6), 


62 Е __@г 6272? 
отлов 


а уе Чу — а? 2 62уе? 


откуда, по вычитанш, 


— 233 — 
СлЪдовательно, 
не и © 


Такимъ образомъ убЪждаемея,. что для гиперболы разность к квадра-. 

2106 Овухь сопряженниль Фаметровь есть величина “постоянная, о 
ная разности квадратовь ея осей. _ 

— ели назовемъ площадь треугольника МОМ буквою А, то, какъ 


извЪетно (ем. етр. 54), должно быть 
ВА — 112 — 9142, 


или, въ силу соотношевй (6), 


.2 ет =) 


ИЛИ 
2А—= аб о о о ооо о ф (8) 


Первая часть этого равенства выражаетъ площадь параллелограмма 
МОМ№5, а вторая площадь прямоугольника АОВК. Сл®довательно, 
площадь параллелорамма, построеннояо на 0вухь сопряженныхь 0а- 
метрагсь утерболы, есть величина постоянная, равная’ площади, _ пря- 
мо уольника,, построение на е осять. 

``  Равенетво (8) можно а ры также слёдующимъ образомъ. Такъ 
какъ сторона [5 параллелограмма МОМБ ееть касательная къ гипер- 
болЪ въ точкЪ М и, елдовательно, выражается уравненемъ 


221 Иы 
а? ‚ 6 





то, принимая перпендикуляръ ОН за высоту этого параллелограмма и 
обозначая его черезъ й, будемъ имЪть 


1 ° а 
2? у ау? Бир 
и А м 
Но, въ силу равенствъ (6). 


аут? реж 1> 
62 т 


а? 








и потому 
К 2А—Ь/А—аф. 


Предыдуця два предложен!я, предетавляюция соотношеня между 
величинами еопряженныхъ д1аметровъ, извзетны, какъ и для эллипса, 
подъ названемъ теоремъ Аполлония. 


284 == 


303. Легко видЬть. что аеимптоты гиперболы суть магонали вея- 
каго параллелограмма, построеннаго на двухъ еопряженныхъ дамет- 
рахъ. Въ вамомъ ‘длЪ, дв стороны БТ и. ©.Г”’ такого мараллелограм- 


ма, какъ касательныя къ двумъ сопряженнымъ гиперболамъ, выража- 
ютея уравненями ^ 





2 У, и 2% 
а м а | 


Сложивши почленно’ эти уравнен!я, получимъ уравневе прямой, 
проходящей черезъ ихъ точку переезченя 


2(ал -- 22) __ У Уз) С 
ИИ 


а? р 


но изъ соотношенй (6) имъемъ 


21-22 У - 2 
ата" а” 


велЪдетв!е чего это уравненте принимаетъ видъ 


э-5то есть уравнеше эзеимптоты. 

“Такъ какъ точка М ееть ередина отр8зка ОТ, то площадь треуголь- 
ника - СОТ равняется площади параллелограмма МО0№5 при всякомъ- 
положени‘ точки М на гиперболь. Мы убЪъждаемся, такимъ образомъ, 
что площадь треуюльника, образуемаю касательной къ зитербомь и | 
двумя ея асимптотами, имъеть постоянную величиму, равную пло- 
щади прямоуюльника, построеннаю на полуюсяль этой итерболь. 

304. Возьмемъ произвольную прямую, перес$кающую гиперболу въ. 

а | С двухъ точкахь Ми №, а асимптот ы- 

ея въ точкахъ` Ми №. (®иг. 71). При- 


ки, 7М нимая за оси‘ координать два еопряжен- 





ные даметра РР’и 90’, изъ которыхъ. 
Н Х: одинъ параллеленъ этой прямой, будемъ. 


р в 
> р РХ имЪть уравнене гиперболы ВЪ ВИД 
ь М’ А ыы , | | 


^ г —_ я рз=1 ео фо @ (9} 


Фиг. 71. `_ 148 а’ и еуть половины этихъ дамет- 
| ровъ.  Уравненя же эзеимптотъ; какъ. 
малоналей поетроеннаго на этихъ маметрахъ параллелограмма, будутъ, 
ОО. | 


# 


им 
ча 


пут си ^ у 72. 


< 


= За 


Отеюда видимъ, что если Н ееть средина хорды: МЛ, то; ‘пола- 
гая ОН==х, будемъ имъть. 


== си о НИ 


и, елвдовательно, по абеолютнымъ величинамъ, 


НИ= НУ’, 
и потому 


МММ. 


Мы убЪъждаемея такимъ образомъ, что опижзки’ всякой спкущей, 
заключающиеся между’ точками порн 65 итерболою и ея асимитота- 
ми, равны между сббою. | | 

Это свойство указываетъ. на простое зоо гинерболы, когда. 
извЪетны ея аеимптоты и одна точка. Въ самомъ дБлЪ, проведя че- 
резъ данную точку М произвольную сёкущую и опредвливъ точки ея 
встрзчи еъ асимптотамиюмы можемъ простымъ отложенемъ отр%зка. 
М№ЛГ, равнаго ИМ, найти другую точку переефченя этой е$кущей 
съ гиперболою. ИзмЪняя направлене сзкущей, можно, такимъ обра- 
зомъ, получить сколько угодно точекъ гиперболы и, при томъ, сколько. 
угодно близкихъ между собою. Понятно, что каждая изъ найденныхъ. 
точекъ можетъ быть употребляема для этого поетроен1я такъ же, какъ. 
и сама данная точка ЛД. РЕ - 

305. Въ предположени ОН==2, мы `пыфемъ изъ уравнен1я гипер- 
болы (9) 


р’ 


НМ=-- >. И: НМ =— = 12—@/2. 





Слфдовательно, . 
| р 51 $ 3А. | а р тя й Вы 
М (#—У— а”) о М№—=—- (д + У— а) . 


и, по перемноженли, : находимЪъ 
ММ. И№=5?. 


Мы видимъ, такимъ образошь, что произведение отрьзковь спвущей 
заключающихся между одною изь точекь зиперболы и асимптотами, рав= 
няется_ квадрату половины Фаметра, параллельнало этой `спкущей. 

Пользуясь этимъ свойетвомъ, легко найти поетроешемъ длины. е0- 
пряженныхъ даметровъ, иивющихъ данное направлеше, когда извЪет- 
вы асимптоты. гиперболы и одна. ея точка. Въ самомъ дьхВ, если. 
уу ееть данный по направленю д1аметръ, то, проведя. черезъ  лан-. 
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ную точку М прямую, ему параллельную, до пересзченмя съ эеимпто- 
‘тами въ точкахъ № и № и отложивши на немъ отрфзки О и 09, 
равные средней геометрической отр5зковъ ЛМ и ИМ№, найдемъ концы’ 
этого д1аметра. Если же черезь О и 0” проведемъ прямыя, параллель-. 
ныя асимптотамъ, то при переевченш ихъ получатея концы Р и Р’ 
даметра сопряженнаго еъ даннымъ. 

_Въ чаетноети такимъ образомъ могутъ быть найдены оси гипер- 
‘болы, направлеше которыхъ опредфляетея, какъ дфлящихъ пополамъ 
углы между асимптотами. 

‘306. Уравневе гиперболы получаетъ весьма проетой видъ, когда 
за оси координатъ принимаютея ея асимптоты. Въ еамомъ д$л%, такъ 
какъ начало координатъ будетъ въ этомъ елучаЪ въ центрЪ кривой, 
-то уравнев1е ея должно быть вида (ем. стр. 117). 


Аз?-|- Блу -- С’ Е=0 


ЗамЪчая же, что точки перееБченя кривой съ эеимтотами на» 
ходятея, въ безконечноети, будемъ имЪфть, что, при у=—0 


и, при х=0, 
ь Е 
и—— а — СО. 
Слвдовательно, А=0 и (=—0, и уравнеше обращается ВЪ 

Бху- Е== 

или 
Е 
44 — —- В . 


Еели направлене осей координатъ выберемъ такъ, чтобы одна р 
вътвей гиперболы помЪщалаеь внутри нормальнаго угла (иг. 72), т 

У первая чаеть этого уравнен!я, какъ произведене вели- 
чинъ, имъющихъ одинаковые знаки, будеть положи- 
тельною, ‘а потому можно. положить 


ум > 






ааа, 
| и В 
ИА `— гдз и есть величина дзйствительная. 
РФ ох Уравнеше гиперболы, отнесенной къ ея авимпто- 
Фиг. 72. тамъ, получаетъ, такимъ образомъ видъь 


2 — 


въ которомъ. оно содержитъ только одну постоянную ЗИ т, на- 
зываемую степенью гиперболы. 


— 237 — 


307. Еели положимъ, что (21,/1) и (22,42) суть дв точки, при- 
надлежапия гиперболь, такъ что 


2711 —51545 =”, 
то уравнете 
(#—а1){у—у2)—лу--т?==0, 


будучи первой степени, `удовлетворяетея координатами этихъ точекъ и, 
слдовательно, предетавляетъ прямую, пересвкающуюся въ нихъ съ- 
гиперболой. При совпадени точекъ перее$ченя, эта прямая обращается 
ВЪ касательную. Слдовательно, уравнене касательной въ точкз (21/1 )- 
будетъ | 


(#— Ху — у) —му-т*=0, 
или, по сокращении, 


ду: РУ = 2”, 
или, наконецъ, 
т У 
21 не 21 





Отеюда видимъ, что отрёзки ОБ и ОТ, отеБкаемые каеательною- 
на асимптотахъ, равны поедфдовательно 22 и 2/1. 

Называя уголь между асимптотами черезъ ‹, будемъ поэтому 
имзть, что площадь треугольника БОТ’ равняется 


_Эхил зто ==907 это), 


Такимъ образомъ подтверждается, что площадь треугольника, об-- 
разуемаго касательною съ асимптотами, имфеть величину постоянную, 
и такъ какъ мы видЪли, что эта величина равняетея площади прямо-- 
° угольника, построеннаго на полуоеяхъ гиперболы, то колжно быть 


— 


272 шв =—а6. 


Замвчая, далЪе, что (ем. етр. 214) 


получаемъ 


_ 25А ^_^ 24 
Наши 


и, слЪдовательно, 


-— 238 — 


ар 


$106) — 


Поэтому находимъ 








„УЕ 


) 


выражен1е степени гиперболы чрезъ ея оси. 


_ Примбры и задачи. 


1. Дань эллипсъ уравнешемъ 
702 у? 
и -_ 
Найти уравнене гиперболы, вершины которой находатся въ фокусахъ, а фокусы 
зъ вершинахъ даннато эллипса, 


222 93 

Отв. ` Зв". 

2. Найти точки, въ которыхъ гипербола, отнесенная въ ея осямъ 
2 9/2 
64 6-" 


зерес$кается прямыми, проходящими черезь ея фокусы параллельно асимп- 
тотамъ. 
С Отв. $ = = 8,2, Я = 135 и == оо, ус. 

3. Написать уравнев!я двухъ сопряженных гиперболь, зная, что разсто- 
‘ян16 между директрисами одной изъ нихъ рруиотих 6, &» разстоянте между л- 
фектрисами другой 4 единицамъ. 

22 2 

Отв. 15 = 

4. Чему равняется эксцентриситетъь гиперболы, для которой директрисы 
дАлятъ разетояще ‘между фокусами на три равных части? .. _ 
Отв. т @уЗ. - 

5. Чему равняется эксцентриситеть те если ея дЪйствительная 
ось ‘видна изъ фокусовъ сопряженной гиперболы подъ угломъ въ 6002 

Отв. е—=\З. 


6. Найти выражеве эксцентриситета гиперболы черезъ уголъ между ея 
авимитотами. | 


=-Е]. 





8 — 
Отв. е 1 е05Ф` 


Т. Относительно. полярной системы координат гипербола, выражается 
уравненемъ 
- 3 
_ тар: . 
Найти уголь межлу ея асимптотами и ‘разстояе между ея. фокусами, 
Отв. р—=1200 и 2&=4. 


— 239 и 
8. а софокусныя с съ нею 


. 8. Дана, равносторонняя . типербола, '42:— у? == 
эллипеъ и гиперболу, и черезъ. точку (4, .6).. 
12 № 272 и 
Отв. м 1 и 415" 
9. Найти уголъ.между касалельными къ гипербол$о 
Е а 
Е 
проходящими черезъ точку (1, 2). 
Отв. А, | Ф = 900. 
и "Найти такую точку : типербол®. 
>. 2 
а Е |. 
м 11 *.5 
чтобы субнормаль въ этой точк® была въ четыре раза, болфе подкасательной 
ИР а 5 зн 


Отв. ат: 9 = 53° 
. Ш. Чему равняется. эксцентриситеть ‘гиперболы, если касательныя къ ней 
изъ вершинъ гиперболы съ нею. сопряжевной перпендикулярны ах собою? 


| 3 
Отв. > 62 ——, 
к о 
12. Дана гипербола уравнешемъ 
2? у 
а м“ 


Найти геометрическое мфето полюсовъ прямыхъ, ‘касающихся Еруга, кояцентри- 
ческато съ этою типерболой и и" черезъ ея фокусы. — 


у? 1 
Отв. | Я а ° 


13. На данной В найти тая точки, нормали въ которыхъ про- 


ходятъ черезъ фокусы гиперболы, сопряженной съ данною. 
р р? 
Отв. У — 5 * 9 =— Е т Ф 
я“ & 
14. Найти такую точку на гиперболЪ, чтобы отношеше длины нормали къ 
длин касательной въ этой точк$ равнялось экецентриситету. | 


Отв. 
15. Чему равняется уголъ между двумя сопряженными даметрами ги- 
перболы 
2 3/2 
а ео 
если дЪйствигельный изь этихь даметровъ втрое болфе дФИствительной оси 
кривой? з 
р 1 
Отв. пф=- 


16. Чему равняется экспентриситетъь гиперболы, если разстояне между ея 
фокусами есть средняя геометрическая двухъ сопряженныхь д1аметровъ, соста-- 


вляющихъ уголъ въ 800? 
Отв. 73. (гицербола равносторонняя). 


| 
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17. Найти. уголь между двумя сопряженными даметрами гиперболы, ева 


которыхъ относится къ суммЪ оси, какъ т къ и. 


4абт?т? 
ат @ 2. 


Отв. по == 


15. Найти таже два ‘сопряженные даметра, гиперболы, чтобы прямзя, со- 
единяющая концы ихъ, проходила черезъ фокусъ. 
Отв. 635 а(2а? + 5?)у =0 и (24 + Вх -Е абу=0. 


19. Найти таке два сопряженные д1аметра гиперболы, чтобы д1атонали 
построеннаго на нихъ параллелограмма, относились между собою, какъ 1 къ п. 


Отв. 6(п — тх —а(п + ту=0, Б5(п + тх — ап —ту=0. 


20. Зная эксцентриситеть гиперболы, найти уголъ между двумя сопряжен 
ными д1аметрами, квадраты которыхъ относятся какъ Ж къ я. 


#—1. (т — п)? , 


Отв. 51а? 
уе (е* — 2) тт 





2]..Найти длины осей гиперболы, выражаемой уравнешемъ 17/ =25, зная, 
что эксцентриситетъь этой гиперболы равенъ 1.25. 


Отв. а == 8, Ь = 6. 


22. Гипербола, эксцентриситеть которой равняется \/1,5, выражается 
уравнешемъ ху=и’. Найти уравненя двухъ ея сопраженныхь д!аметровъ, 
уголъ между которыми вдвое мен5е угла между асимптотами. 


Отв. 3х —у-=0, 35 +у=0 и х—Зу=0,х + 3у=0. 


23. Найти выражеше степени гиперболы черезь длины двухъ ея сопря- 
женныхъ д!аметровъ и уголь между ними. 


Отв. 16771 = а” —2а/’20’?е032ф + Бля, 8 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 
Парабола. 


о 1. Построеше параболы и ея отношене къ центральнымъ 
кривымъ. 


308. Кривыя второго порядка, не имъюцця центра, называются 
параболами. Мы видфли (ем. стр. 127, 151 и елЪд.), что уравнеше вея- 
кой такой кривой можетъ быть приведено къ виду 


урл, еее (1) 
для чего за ось абециесъ долженъ. быть принятъ одинъ изъ маметровъ 
кривой, а за ось ординатъ касательная въ _конц® его. _ 

Въ слздующемъ мы будемъ сперва предполагать, что сиетема 
координатъ прямоугольная, т. е. что оеь абецисеъ совпадаеть съ осью 
параболы, или главнымЪ д1аметромъ, а ось ординатъ есть касательная 
въ вершинЪ. 

Величина р, входящая въ уравнене (1), называетея въ этомъ 
случа параметромь параболы. Отъ ея значен1я зависитъ видъ и рас- 
положене кривой на плоскости. 

Такъ какъ при дЪйетвительныхъ значеняхъ х и у, удовлетворяю- 
щихъ уравненю (1), величины р и 5х должны имфть одинаковые зна- 
ки, то заключаемъ, что парабола выражаемая этимъ уравненшемъ, рас- 
положена по ту сторону отъ оеи ординатъ, куда абециесы ечитаются 
положительными, когда р>>0, и по другую сторону, когда р<0. За- 
м$чая же, что положительное направлете оси абециесъ можетъ быть. 
выбираемо по произволу, мы можемъ ограничиться. только первымъ. 
елучаемъ, т. е. предполагать, что въ уравненши (1) величина р положи- 
тельная. 

_ 309. Изъ уравнен!я (1) видво прежде всего, что для веякой точки 
пар аболы ордината есть средняя пропорщональная между абециесою и 


`. — =“ > .-- ыы .`Ь^ 


постоянною длиною 27. . Это указываеть на слёдующее весьма прое- 


—. 
—“.-^.“..ь *-—`^—“ 


тое поетроев1е точекь параболы въ какомъ угодно чиель и сколь угод- 
но близкихъ между еобою, поетроеше, которымъ и обнаруживаетея съ 


16 
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доетаточвою точностью Форма этой кривой, состоящей, какъ извЪетно 
(ст. етр. 141), изъ одной еплошной вЪтви проетирающейся съ без- 
конечность. 

Отложивши отъ начала координатъ въ отрицательномъ направлен!и 
оси абециееъ длину ОГ (иг. 73), равную 20, описываемъ окружноеть, 
проходящую черезъ точку Г, и имвющую центръ 
на оси абециееъ. Если затфмъ черезъ точки Р, 
О, В, переезчетя этой окружноети съ осями 
координатъ проведемъ прямыя, имъ параллель- 
ныя, то точки ветр%чи этихъ прямыхъ № и № 
будутъточками параболы. 

Такимъ же образомъ, помопию другой ок- 

Е Фиг. 73. ружноети найдутея точки ЛГ и №, принадле- 
жапия параболв. Понятно при этомъ, что, при достаточно малой раз- 
ности радусовъ окружностей, разетоян1е между точками Ли Л мо- 
жетъ быть еколь угодно малымъ. 

310. Уравнене (1), по прибавлепи къ объймъ его частямъ ‚ выраже- 





н1я (2). можетъ быть они ВЪ ВИДЪ 


— > с 39 . — .. 
- я ` .- > д’ ® 


МниЕВ 


и въ такомъ елучаЪ первая его чаеть предетавхяетъ квадратъ разетоя- 
мя какой-нибудь точки ЛМ ’параболы (Фиг. 74) 
отъ точки Ё, которой коорлинаты суть 

Р 


—-=— и—0, 
== п 






Х а вторая часть ееть квадратъ разетоян1я той же 
точки М отъ прямой ДЁ, уравнете которой есть 


р 
а 


Фиг. 74. 


| Мы завключаемъ отеюда, что разетоян!я каждой точки параболы 
отъ точки Ри отъ прямой ОЕ равны между собой. Точка 17 и прямая 
ДЕ, относительно которыхъ парабола обладаеть этимъ евойетвомъ, 
называются (окусомь и директрисою этой кривой. Можно сказать, ел%- 
повательно, что парабола есть геометрическое мЪето точекъ, равно от- 
стоящихь оть ея Фокуса и директривы. р пе рн 
Мы видьши, что отношение разетоян1й каждой точки элличеа от 

его Фокуса и еоотвзтетвующей директрисы есть постоянная величина, 
назыраемая экецентриеитетомъ, и что то же свойство принадлежить 


гиперболв еъ тВмъ лишь. различемъ, что для эллипса экецентриситетъ 
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мензе единицы, а для гиперболы боле единицы (ем. ‘етр. 190 и 220). 
Теперь мы видимъ, что и парабола обладаеть тфмь же свойствомъ, 
при чемъ для нея это отношете равняетея единиц». _ у 
`` Шеди черезъ Фокусъ Е проведемъ. прямую, ‘перпендикулярную БЪ 
оеи параболы, до. перееЪченя еъ кривою въ’ точкф М и мзъ № 
опустимъ перпендикуляръ МК на директриеу, то, на оеноваи сейчаеъ 
еказаннаго должно быть р. 





ЕМ-=КМ—=РЕ-НА-ТАЕ, 


но, какъ мы вид%ли, | 
елздовательно, 


ЕМ==т. 


Параметръ параболы есть, такимъ образомъ, длина перпендику- 
ляра къ оси, возетавленнаго въ Фокусе до пересечения еъ кривою, 
или, что вее то же, половина хорды, проходящей черезъ хокусъ и пер- 
пендикулярной къ оеи. То же самое геометрическое значеше имфетъ 
параметръ эллипеа и гиперболы (ем. етр. 191 и 220). 

311. На евойствЪ: параболы по отношеню къ ея хокусу и дирек- 
триев основывается ‘ел5дующ епособъ‘`черчешя ‘этой кривой непре- 
рывнымъ движешемъ. ИмЪя хокусъ Ри директрису 
ДЕ (Фиг. 15), помфщаемъ прямоугольный треуголь- 
никъ, употребляемый обыкновенно причерчении, такъ, 
чтобы одинъ изъ его катетовъ СЁ совпадалъ съ ди- 
ректрисою. Если затъмъ гибкая и нерастяжимая нить, 
длина которой равняется другому катету ОС, бу- 
детъ укр$зплена однимъ концомъ въ вершин С 
треугольника, а другимъ въ Фокус Е, то, натя- 
нувши эту нить чертящимъ остраемъ такъ, чтобы оно 
прилегало къ катету С@, и заставляя треугольникъ 
скользить по линейкЪ, прилегающей къ директрисЪ, будемъ имЪть, что 
острае, какъ остающееся при веякомъ его положен1и на одинаковыхъ 
разетоян1яхъ отьъ Фокуса и директривы, начертить дугу параболы. 

312. Еели за оси координатъ примемъ ось параболы и перпенди- 
куляръ къ ней въ ФокусЪ, то уравнеше этой кривой получитея изъ 
уравнения (1), полагая | | 





Фиг. 75. 





а—а’ 5 и К 


_16* 


— 244 — 
СлЪдовательно, оно будетъ имъть видъ 
о 2 
у==2рх р. 
Полагая же здЪеь 
7 —=—реовф И у = эф, 
получимъ уравнеше параболы въ полярныхъ координатахъ относитель- 
но такой системы координатъ, полюеъ которой находится въ Фокуеъ, 


а полярная ось направлена изъ хокуса къ вершинЪ. Это уравнене: 
будетъ.. 


2811? -- 2р2е05Ф=—=07 








или й 
0°—(р— 9е0зф), 
откуда 
—=: р ` 
г 1 - е08$ 
Оно предетавляетъ частный видь уравнен1я 
ИЕ ИН 
т —- 6 05$ 


выражающаго, какъ мы видфли, какъ эллипеъ, такъ и гиперболу (ем.. 
етр. 191 и 221). 

Такимъ образомъ видимъ, что это поелфднее уравнен1е есть общее- 
для веЪхъ видовь кривыхъ второго порядка и выражаетъ эллипеъ, 
когда въ немъ е< 1, гиперболу, когда е>>1, и параболу, когда е—1. 

313. Отношен!е параболы къ центральнымъ кривымъ уематри- 
вается веего лучше, если составимъ уравненя этихъ кривыхъ отноеи- 
тельно такихъ осейй:координатъ, изъ которыхъ одна еовпадаетъ съ 
оеью, а другая есть касательная въ вершин$. 

Еели эллипеь ЕОЁР’ (зиг. 76) относительно осей координатъ О’Х. 
и О’У’, вовпадающихъ еъ его оеями, выра- 
жается уравненемъ 


ин 


2 дц” 
| ата 
то уравнене его, по отношентю къ оеямъ- 
ОХ и ОУ, получитея, полагая 


Это уравнеше будетъ, слфдовательно, 
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или, по еокращени и умножен1и обзихъ чаетей на 6>, 


262 р? 


—#— 


а а? 


© 





Е 


Подобнымъ же образомъ, полагая, что уравнеше гиперболы НОР’, . 
отнесенной къ ея осямъ О0”Х и О”У”, есть 


2’? у”? 





получимъ уравнете той же кривой относительно еистемы координатъ 


ХОТ, полагая 
х=—=дфа и У’=У. 


Это уравнене будетъ, слЪдовательно, 








ал 





а? р2 
или, по преобразовании, 
26? 6? 
9 2 
== д зы, ^ ® ® . ® о Ф © ® ® о ® 3 
реа (3) 


Замъчая, что, какъ для эллипеа, такъ и для гиперболы, отношене 


72 


= 


—- равняется параметру р (см. стр. 191 и 220), мы можемь уравнен!я 
(2) и (3) предетавить въ видЪ 


риа и ре 27 ое 


Эти уравнен1я различаются между собою и съ уравнешемъ пара- 
болы РОР’, которое ееть 


у?— 2, 


лишь поелёднимъ членомъ вторыхъ чаетей, содержалцимъ множителя 272. 
Членъ этотъ отрицательный для эллипе», положительный для гиперболы 
и равенъ нулю для параболы. 

Можно, елдовательно, сказать, что для эллипса площадь квадрата, 
ноетроеннаго на ординатЪ какой-нибудь точки, мене площеди прямо- 
угольника, -поетроеннаго на абециее$ этой точки и удвоенномъ парэз- 
метрЪ. Для гиперболы первая изъ этихъ площадей боле второй, а для 
параболы обЪ площади равны между собою Г). 


1) У древнихъ геометровъ это свойство составляетъ основаше всего учешя 
0 лив1яхъ второго порядка. 
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Если положимъ, что полуоси а и Ь эллипса увеличиваются до.без- 
| ©) 


= 


конечности, но такъ, что отношене —_ Т. е. параметръ, сохраняеть 


конечную величину, то въ предфлЪ, при а==со, уравнене эллипеа, 


предетавляемое въ видЪ (4), обращаетея въ уравнев1е параболы. То же 
самое можетъ быть сказано и о гипербол$. 


Мы заключаемъ, такимъ образомъ, что парабола есть предзлъ, къ 
которому стремятся эллипеъ и гипербола при безконечномъ возрастания 


——-.--- 


ихъ осей. 
$ 2. Касательная и нормаль. 


314. Еели парабола выражается уравнешемъ 
1—2 
и (21, 41), (22, у) суть двЪ лежация на ней точки, то уравнен1е 
(у— у) ур, = 
(у уз) =.202, 


будучи первой степени, выражаетъ прямую, ветрчающую параболу въ 
этихъ двухъ точкахъ. 

Въ предположени, что данныя точки совпадаютъ, т, е., что 12==ал 
и У2==91, эта прямая обращаетея въ касательную. Такимъ ‘образомъ, 
касательная къ параболЪ выражается уравненемъ 


ИЛИ 


2/19=—91?-- 2х. 


Замфчая, что 12—21, мы можемъ дать ему видь 


ОДеь 21, 91 суть координаты точки прикоеновеня М (иг. 77), &, 
1, у координаты любой точки на касательной. 

Нормаль, какъ прямая, проходящая че- 
резъ точку прикоеновеня Л и перпендику- 
лярная къ касательной, выразитея, елЪдо- 
вательно, уравненемъ 


и(#— а) --(у—91)=0 ... (2) 


Вели положимъ въ этомъ уравневи /==0, 
то получимъ 





‚ Фиг. 77. 


#—а1 Гр. 


Это есть эбециееса АМ точки М, въ которой нормаль перес®каетъ 
ось параболы. 
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Замфчая, что субнормаль точки [есть отр%зокъ РМ, будемъ имъть 
РИ=АМ— АРЕ(а-)— =. 


Слъдовательно, субнормаль параболы есть постоянная величина, 


Окт В = —>-Цщ 


равная параметру этой _ кривой. 
315. Полагая въ уравнени (1) касательной у==0, получимъ 


9; + 1==0, 








п иль раны Дне чье Дар Ч лини. 


откуда 


Это ееть абециеса точки Т, въ которой касательная перескаетея 
съ осью. Отеюда заключаемъ, что 


ТА=АР 
и, елЪдовательно, | 


ТРЕ 








Такимъ образомъ видимъ, что ‘подкасанельная всякой точки пара- 
болы Оълится верщиною кривой пополамь. 


На * сыны жк, “* 


'Такъ какъ Фокусъ и директриса параболы находятея на одина- 
ковомъ разетояни отъ вершины, то 


ДА=АЕ, 
и потому, на основав сейчаеъ сказаннаго, будемъ имЪть 


ТЕ=ОР=ЕМ=ЕМ. 


<. 


СлЪдовательно, треугольникъ ТЕМ равнобедренный и потому 
углы 1МЕ и. МТЕ равны. 


_Касательная къ параболь составляеть равные умы с5 осыо кривой 
и сэ радусомь вектором» точки приковновеня. ооо 


—- —-—— > -. пены и > 


"^^ >’ >= ры 


Отсюда заключаемъ, что въ треугольник МЕМ углы при вер- 
шинахъ 4 и М также равны, какъ дополнительные до прямого къ рав- 
нымъ угламъ треугольника ГЕ. СлФдовательно, 


ЕМ=ЕМ. 


Это указываетъ на возможность простого поетроеня касательной 

и нормали въ данной точкЪ параболы, когда извзетны Фокусъ и на- 
правлене оси кривой. Окружноеть, опиеанная изъ еокуса, какъ центра, 
чрезъ данную точку, должна переезчь ось въ двухъ точках, п] _ принад- 
‚лежащихъ касательной и нормали. | 
Ой 316. Нели въ у равнен1и (1) 1 и ул суть координаты какой-нибудь 


точки плоскости, то выражаемая имъ прямая ееть 7оляра этой точки 
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(ем. стр. 130). Такъ какъ при 11= и 9.==0 это уравнеше обра- 


62|" 


щаетея въ 


х-—- 5 =0 
| 
и выражаетьъ директриеу (ем. етр. 242), то убЪждаемея, что для пара- 
болы, такъ же какъ и для центральныхъ кривыхъ, директриеа ееть 
поляра Фокуса. 
Называя черезъ т угловой коэеФхищентъ касательной, будемъ 
имЪть изъ уравнен1я (1) 


Ул 
откуда, 
э. 2 
78-/1-==р-, 
или 
Эт? ==79?. 
Слъдовательно, 


а р _ п 
912 Эт’ 


и потому уравненю касательной (1) можно дать видъ 


не 


1/—=7% 
у % 27 


Такъ какъ при веякомъ дЪйетвительномъ значени т это урав- 
нене предетавляетъ опредзленную и единственную прямую, то заклю- 
чаемъ, что во веякомъ данномъ направлени къ параболЪ можетъ быть. 
проведена касательная и, притомъ, только одна. 

Давая угловому коэфеишенту % два значешя и и 7и., получимъ 
уравнен1я двухъ каесательныхъ | 


= - > -.—-_-.-`.. 


у=—т:х-- = и уУ—=тх-- на 


и, ршая ихъ совмЪетно, найдемъ для абециесы точки перее5четя 
выражене : 


—- Р : 
27715 








_Еели разематриваемыя касательныя перпендикулярны между со- 
бою, то должно быть 
772 =—--1, 


велвдетв1е чего поедзднее выражене обратитея въ 


= 949. == 


> это показываетъ, что перпендикулярныя между собою касательвыя 
перееЗкаютея на директрис$. 


Можно, слфдовательно, сказать, что директриса, _ параболы есть 


зеометрическое мтьсто вершины прямою дла, стороны _ которало касаются. 
параболы. 


317. Вели точка Ё’ (Фиг. 1Т) есть основаюме перпендикуляра, 
опущеннаго изъ какой-нибудь точки М параболы на, директриеу, то, по 
свойству параболы, треугольникь ЕИГ’ равнобедренный. Зам чая при 
этомъ, что, по доказанному выше свойетву касательной, 


ХЕМТ= / МТЕ= / ТМЕ, 


убЪждаемея, что прямая А” перпендикулярна къ каевательной ИТ и, 
слЪдовательно, точка Л” есть симметричная еъ Фокуеомъ относительно 
этой касательной. 


Итакъ, можно сказать, что директриса параболы есть чеометри- 
ческое мьсто точекь, симметримныхь 5  фокусомь относительно 
хасательныяь. НТ 


ом «т 





`Такъ какъ касательная въ вертин5 А параболы проходитъ че- 
резъь середину отр%зка ОЕ и параллельна директриез, то она должна, 
проходить и черезъ средину С отрЪзка РЕ’, т. е. оеноваше перпен- 
дикуляра изъ Фокуса на касательную. Это показываеть, что основаня_ 
перпендикуляровь изз фокуса на касательныя ко параболь лежать 


=————Ы И Е ———-. 


а касательной оС вершить этой ‘кривой. 


эре ао. = —. 
ори чьи тира печ ттт ларьиьы очечирьотчирнечьвьньй,; зори чо ори до Кин и" Финирыяг 


Оба послёдн]я заключен1я можно также вывести аналитически, ео- 
ставивъ уравнен1е перпендикуляра изъ Фокуса на касательную и опре- 
дфливши координаты точекъ перес5чемя этой прямой еъ касательною 
и директрисою. 


318. На поелВднихъ евойетвахъ параболы основывается поетроете 
касательныхъ къ этой кривой, проходящихъ | 
черезъ данную точку или им5ющихьъ дан- 
ное направлене. 

Положимъ сперва, что требуетея по- 
строить касательную, параллельную данной 
прямой ХУ (Фиг. 18). Проводя черезъ Фо- 
кусъ Е прямую, перпендикуларную къ дан- 
ной, до пересзчемя ‘съ директривсою въ 
точк» Е’ будемъ имфть, что Ги Ё’ суть 
точки, симметричныя относительно искомой 
касательной. ПоелЪдняя опредЪлитея, поэтому, какъ перпендикуляръ, 
возетавленный изъ ередины отрЪфзка ЕР’. Что каезетея точки прикое- 
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новен1я Л, то она получитея, какъ точка пересъчен1я построенной ка- 
сательной съ прямою, проходящею черезъ Е” параллельно оси параболы. 

Положимъ теперь, что требуетея поетроить касательныя къ пара- 
бол$, проходящая черезъ данную точку Р (Фиг. 79). 

Точки, симметричныя съ Фхокусомъ /[ относительно искомыхъ ка- 
сательныхъ, должны находиться на директриев 
и на такомъ же разетоян!и отъ точки Р, какъ 
и Фокуеъ. СлЪдовательно, это будутъ двЪ точки 
Би С, въ которыхъ директриса перееЪкается 
еъ окружностью, описанною изъ ФР, какъ 
центра, ралусомъ РГ. Затфмъ сами каеатель- 
ныя получаются, какъ перпендикуляры изъ Р 
на прямыя БЕРи СЁ, а ихъ точки прикоено- 
вен1я Л н М опред$лятея перееБчетемъ ихъ 

Фиг. 79. еъ перпендикулярами, возставленными въ Ви 
| С къ директриез. = 

Такъ какъ углы РВС и РСВ, какъ прилежане основаню рав- 
нобедреннаго треугольника, равны между собою, то должно быть также 


ХРВМ= /РОХ. 


Но, велЪдетве симметричноети точекь В и С съ ‹окуеомъ отно- 
сительно касательныхь РМ и РМ№, эти послфдюе углы равняютея 
угламъ, составляемымъ прямою РЕ съ прямыми, соединяющими Фокусъ 
съ точками прикосновения. СлВдовалельно, и эти углы равны между собою. 

Это приводить наеъ къ заключеню, что прямая, соединяющая 
фокусь с5 пючкою пересьченя одвухь касательныхь ко параболь, дф- 
лить пополамь уюль, образуемый рафусали векторами точекь прикосно- 

\Фемя этить касательныхь. | | | 

319. Уголь А’Р.Б’, образуемый двумя касательными къ параболъ 

(иг. 80), очевидно, равняетея разноети угловъ 
РА’Х и РВ, соетавляемыхъ этими касатель- 
ными @ъ осью параболы. Съ другой етороны 
уголь АЕБ, образуемый ращусами векторами 
точекъ прикосновен1я 4 и Б этихъ каеатель- 
ныхъ, равняется разности угловъ АРХ и ВЕХ, 
составляемыхъ этими радусами векторами еъ 
осью. Но АЕХ, какъ внзшеШЙ уголъ равно- 
бедреннаго треугольника 4Е.А”’”, вдвое болъе 
угла РА’Х и по той же причин уголъ ВРХ 
вдвое болже угла РБ’Х. Отеюда заключаемъ, 
что 4045 между двумя касательными къ параболь равняется поло- 
винь ла, образуемелю раббусами векторами точекь прикосноветя этихь 
хасательных. 








Фиг. 80. 


ь, Кь, описанный около треуюльника, образуема 
ми къ параболь, проходить черезь фокусь этой криво 


< 3. Д!аметры. 


Мы видЪли, что вез дмаметры. параболы параллель 
стр. 121). Поэтому для параболы, выражаемой отнс 
‚ной системы координатъ уравнен1емъ 


7—0, # ® я ® я $ ® ® & 9 
всякаго дламетра будетъ 
$ — $ ® о ® ® ® ® Ф ® ® 


жимъ, что 7 есть угловой коэффицентъ хордъ, че] 
рыхъ проходитъ этотъ дламетръ. Въ такомъ случа 
дь изъ этихъ хордъ будетъ 


у—т12- К. 


ючивъ 2 изъ этого уравневая и уравнев1я параболы, | 
злен1я ординатъ концовъ хорды уравнете 


о —№ ь. 
ин ( ). 





т 
$) ® 
Рот 20 
уу О, 


имъ, что ордината средины хорды, равная полусум! 
И 
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Изъ уравнен1я параболы (1) находимъ, что координаты точки ея 
‹пересвчевя съ маметромъ (2) суть 


д——— но == 
СлЬдовательно, уравнев1е касательной въ этой точкз будетъ 
2 
пу=—[ х— — 


ИЛИ 


7 


} 
2 





и 
= ®-Е 


Отеюда видимъ, что касательная въ конц маметра параллельна 
хордамъ, чрезъ ередины которыхъ проходитъ этотъ маметръ. Это свойство 
‘было уже доказано (ем. стр. 127) и имъ можно было бы воспользоваться 
для вывода еоотношеня (3). 

321. Уравнен1е параболы относительно косоугольной системы ко- 
ординатъ, состоящей изъ какого-нибудь даметра и касательной въ концЪ 
‘его, иметъ, какъ мы видфли, также видъ 


2—2’ о о в (4) 


Въ этомъ можно также убЪдитьея, и вмзетЪ еъ тЪфмъ обнаружить 
геометрическое. значене постояннаго р’, поередетвомъ преобразован1я 
координатъ. 

Ноложимъ, что относительно прямоугольной системы координатъ 
ХОУ (гиг. 81) парабола выражается уравне- 
н1емъ 


= Эх. 


Примемъ за новую систему координатъ д1а- 
метрь 0О’Х’ и касательную О’У’, пересЪкаю- 
Р Х щую ось параболы въ точкЪ Т, и пуеть 


а=0О и 6=00 





С К 
Фиг. 81. 


Фбудутъ координаты новаго начала относительно прежней сиетемы, а 
< уголъ между новыми осями координатъ. 
_ Въ такомъ елучав будемъ имЪть, что для точки М. 


1=0ОР, у=МР, х=0ОР, У=МР, 
м такъ какъ 
ОР=оО- О’Р’-- МР’вовю 
и 
МР=0’09-- МР’эшо, 
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то хормулы преобразован1я координатъ будутъ 


х—=@а-х + У е08%, 
у=Ь- узиао. 


Подставляя эти выраженя въ уравнен1е параболы относительно- 
прежней системы, получимъ 


(6-- уз) = о, (ах | у’соз®) 


ИЛИ 
2 1т2 -- 2 (фто — рсоз) -- (52 — 2ра/. =2 т. 
Велфдетв1е того, что точка О’ принадлежитъ параболЪ, должно быть. 
62—24. 


КромЪ того, поетроивши нормаль О’М№ къ параболЪ въ этой точкф,. 
будемъ имфть изъ треугольника О0’®М, что 


ОМ-- О’ о, 


ИЛИ 


ре086 —6 по. 


Предыдущее уравнеше параболы обращаетея поэтому въ 


3126—2050, 





ИЛИ 
ря И 
уЗ—=2х, 
причемъ 
Е. 
$1126) 


Такъ какъ, далье, изъ треугольниковьъ О0’ОМ и ТОМ имъемъ- 


ОМ — 0’№яво 

И 
0’№= Т№эпо, 
_ откуда, по перемножени, 
@ ОМ= ТМ т, 
`или Е 
р==(2а-- р), 


И ке р \. 
В — изо (+5) 


Это показываетъ, что въ уравненши параболы (4) относительно 
косоугольной системы координатъ постоянное р’.означаетъ. удвоенное: 
разстояне начала координатъ отъ Фокуса кривой. 


то заключаемъ, что 








ПримБры и задачи. 


1. Дана парабола уравнешемъ у2==2рх. Найти такую хорду перпенди- 
кулярную къ оси, длина которой равняется разетояню ея отъ фокуса. 


Отв. ш— (9 4/5) 


2. Изъ вершины параболы у°=—=2рт, какъ центра, описанъ кругъ. При 
какой величин$ рад!уеа этого круга общая хорда обфихъ кривыхъ находится на, 
равныхъ разстояшяхъь оть фокуса и вершины параболы? 


Отв. тар. 


3. Эллицсъ и парабола выражаются уравнетями: 
9/2 = 182 —0,365? И. 2 =18х. 
Найти разстояе фокусовъ эллипеа отъ фокуса параболы. 


Отв. 1[—0,5, /=40,5 
4. Найти уголъ, образуемый касательными къ парабо ламъ у2—2рд и 2—2 
ЕЪ ТОЧЕЪ ихъ перес$ченя. 


5. Найти услове, при которомъ прямая 
И 
касается параболы 92—29. 
Отв. 2712 -- тр ==0. 


6. Найти такую нормаль къ парабол$ у*==2ух, чтобы образуемая ею хорда 
дЪлилась осью кривой въ отношеви 2 къ 3. 


Отв. чу Е 2(&— 3р). 


7. Найти длину хорды параболы 9х, образуемой Норма ВЪ точкб, 
ордината которой проходить черезъ фокусъ. 


Отв. 4=4\/Эр. 

8. Найти такую точку на, парабол$ у 2—9, чтобы сумма, разтояний ея отъ 
фокуса и отъь вершины равнялась подкасалельной. 
р р 


Отв. > | 2—5, 9= т . 

9. Дана парабола уравнешемъ у2—2рх. Найти прямую, проходяшую че- 
резь ея фокусъ таеъ, чтобы образуемая ею хорда длилась въ фокус въ отно- 
шен!и 77 5Ъ И. 


Отв. . (1 2). 


10. Найти геометрическое м$сто точки пересчешя каеалельныхъ къ пара- 
болВ у2—2рх при услови, что ординалы точекъ прикосновеня этихъ васатель- 
ныхъ относятся какъ 0 къ 7. 

т - Е 

Отв. а 
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11. Найти геометрическое мфето точки перес$ченя двухъ касательныхъ 
въ параболВ у==2рх, составляющихъ данный уголъ ©. 


› \2 ›\* .: 
Отв. + (25) =— (=+ё) зес*о, (гипербола, эксцентриситеть кото- 
рой равняется зесф). 
12. Хорда параболы 2—2. перемфщается такъ, что средина, ея остается 


на прямой, перпендикулярной къ оси и отстоящей отъ вершины на разстояше а. 
Найти геометрическое место полюса. прямой, образующей эту хорду. 


Отв. | 2—=ф(х + а). 


5. Найти геометрическое м$сто точевъ пересзченя нормалей къ параболЪ 
4/2—=2рх въ концахъ хордъ, проходящихъ черезь фокусъ. 


Отв. 942 — -5(*—52)- 


14. Найти геометрическое мЪсто точки пересфчен!я перцендикулярныхь 
между собою нормалей къ параболВ /=2рх. 


‚-(-ь) 


15. Найти теометрическое м5ето срединъ хордъ параболы 42—29, про- 
ходящихъ черезь данную точку (а, 6). 


Отв. 


Отв. р—фрх — бу + ар=0. 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. 


Коническ1я сЪчен1я и ихъ отно- 
сительное расположен1е на плос- 
кости. 


$ 1. Линм второго порядка, какъ сфченя круглаго конуса 
плоскостями. 


322. Еели прямая лин!я перемфщаетея въ проетранетв% такъ, что 
при веякомъ евоемъ положени проходитъ черезъ данную неподвиж- 
ную точку © (Фиг. 82) и черезъ какую-нибудь 
точку М данной кривой АБ, то поверхность, 
описываемая этою прямою, называетея хони- 
ческою или проето конусомь. Точка © называетея 
верщиною конуса, а кривая АБ его управ- 
ляющей. Прямая ММ, которою опиесываетея 
конуеъ, во веякомъ ея положеюши ноеитъ ни- 
зван!е образующей. 

Если управляющая ееть кругъ, то конусъ 
называетея хрулымеь и притомъ прямымъ или 
наклоннымъ, смотря по тому, будетъ ли прямая соединяющая вершину 
еъ центромъ управляющато круга, перпендикулярна къ его плоскости 
или наклонна къ ней. Очевидно, что такой конусъ еостоитъ изъ двухъ 
одинаковыхъ чаетей или иолостей, изъ которыхъ одна описываетея тою 
частью образующей Б.М, которая направляетея изъ вершины къ точ- 
камъ управляющаго круга, а другая ея продоложенемъ ВМ въ про- 
тивоположную еторону. 

Прямой круглый конуеъ или, точн%е говоря, чаеть его, заключаю- 
шаяея между вершиною и плоекоетью управляющаго круга, разематри- 
вается обыкновенно въ начальной геометри, гдЪ эту плоекоеть назы- 
ваютъ основашемъ конуеа, а прямую, соединяющую вершину еъ цен- 
тромъ оенован1я, осью конуса. ” 

323. Выше было замзчено (ем. стр. 110), что лини второго порядка 
опредёлялиеь древними геометрами, какъ сВченя круглаго конуса раз- 
личными плоскостями, велЪдетв1е чего и получили назване коническихь 
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спчений. Постараемся теперь убЪдиться, что это воззрёе дВйствительно 
равнозначуще съ опредълешемъ этихъ кривыхъ поередетвомъ уравнений. 

Пуеть р будетъ вершина прямого круглаго конуса (хиг. 83) и СЕР 
кругъ, служащш ему управляющей или основанемъ. Прямая БН ееть 
ось конуса, которую мы будемъ предпола- 
гать лежащей въ плоекоети чертежа. Пря- 
мыя ЮС и Б5Р суть двз образуюцйя, лежа- 
пя въ той же плоскости. 

Веякую с$кущую плоскость мы можемъ 
предполагать перпендикулярною къ плоеко- 
ети СБ), и положеше ея относительно ко- 
нуса опредЪлитея, очевидно, разетоятемъ 
АБ отъ вершины до точки А, въ которойй 
сзкущая плоскость ветр%чаетъ образующую 
ЭС, и угломъ БАР, составляемымъ съ этой Фиг. 88. 
образующей прямою АР, по которой сЪкущая плоскость пересЪкается 
еъ плоскостью чертежа СБД. 

Положимъ, что 


А5=а и  /5АРЕ, 


и пуеть АМ будетъ лимя, по которой оне пересЪ кается разематри- 
ваемой еЪзкущей плоскостью. 

Возьмемъ какую-нибудь точку М на этой ливи и проведемъ че- 
резъ нее плоекоеть, перпендикулярную къ оси ЮН конуса и перес$- 
кающую его по. кругу КМГ, = плоскость разсматриваемаго счен!я 
АМ по прямой МР, перпендикулярной къ КГ. Въ такомъ случа по 
‚свойству круга будемъ имЪть 





ИР РЕ Ра Е РО) 
Если позожимъ, далЪе, что 
АР=х и МР=У, 


и обозначимъ черезъ х уголь СВН, составляемый каждой образующей 
конуса съ его осью, то изъ треугольника АРК будемъ имЪть 


РК _ за КАР зп 

АР зшАКР — вова’ 

откуда 

И 1$ | а 

реа еже еее (0) 

Проведя затвмъ прямую АВ параллельно ЕГ и прямую РМ па- 
раллельно образующей 6), будемъ имъть 


АБВ—24 зах 


Андреевъ. Аналитическая геометря. 17 


== 968 29 
и изъ: треугольника АРМ. 


АМ _ эрАРМ _ ($ 12%) 








ре АР зэвАМР — 0054 
откуда о 
АМ э1(ф-- 2%.) 
‚©0854 
СлЪдовательно, | ь 24 
аи НЫЙ А 
р | 005% | 


_Подетавивъ выражене (2) и (3) въ равенетво (1), получимъ 


.__ 245109 19, шо 5 -- 2%). 


м не | 605? ооо . (4) 


Это ееть уравнене лиши переевчен1я по отношеню къ прямо- 
угольной ‘систем координатъ, для которой ось абецисеъ есть прямая 
АР, а ось ординатъ перпендикуляръ къ ней въ точк А, лежацй въ 
<Зкущей плоскости. 

3524. Полагая 


‚ азша за с и ‚. 81$ эш(о-- 24) _ 
6059 .. @0$2“ 


дадимъ. посл®хнему уравнен!ю ВИДЪ 


ржа. бы ооо (5) 


Въ этомъ`видЪ, какъ показано выше (ем. стр. 245), можетъ быть 
представлено урэвневе всякой кривой второго порядка, а именно: эллип- 
са, когда 0<.0, гиперболы, когда 90, и параболы, когда 0==0. 
Такъ какъ уголъ ф, опредвляющЯ направлене е$кущей плоскости, 
долженъ считаться не превышающимъ '180°, то по >0. Поэтому изъ 
предыдущаго выражен1я для 4 усматриваемъ, что линя пересЪченя 
конуса съ плоскостью. есть эллипеъ, когда ут-— 20, гипероохь, когда 
о>т— 24, и’ парабола, ‘когда, =" — 24. 

Такимъ образомъ‘видимъ, что одинъ и `тотъ же крутлый конусъ 
можетъ перееЪкатьея плоскостями по везмъ. тремъ лин1ямъ второго по- 
рядка. При этомъ эллипеъ получаетея тогда, когда ‘езкущая плоскость 
переезкаетъ только одну полость конуса и когда, елфдовательно, между 
образующими н%тъ ни одной параллельной этой плоскости. Если же 
еёкушая плоскость переёвкаетъ об% полости конуса, такъ что въ чиелв 
образующих будутъ двЪ, еъ нею параллельныя, то лиюя переевче- 
вая будетъ типербола. Наконець, въ томъ случа, когда свкущая 
плоекость параллельна только одной образующей, эта линя будетъ 
парабола. 


#959 5% 


Изъ уравнен!я (4) вилно также, что еели ‚4==0, т. е. если еЪку- 
ая плоскость проходитъ черезъ вершину конуса, то она имфеть еЪ 
нимъ только одну общую точку, когда ф«тп— 2%. Въ елучав же; 
когда ф>п— 2, она переезкаетъ его по двумъ различнымъ прямымъ 
(образующимъ), а когда ©о=—=п—2а, она касается конуса по обра- 
зующей. 


325. Припомнимъ, что когда уравнен!е (5) выражаетъ эллипеъ, то 


Экецентриситетъ эллицеа, получаемаго при переефчени конуеа,: 
опредфхитоя поэтому селБлующимъ образомъ: 


а и АЕ 605: зи—впрзике 24) 


а? 60574 





`Но легко ‘убЪдитьея, что 


по зит(® -- 20) =? (о + «) — за. 


Вельдетве этого будемъ имзть 


и воз? (© -|-. хо 

5% | 605”а 
откуда 
_ в05® |“) = 608% „..(....... (6) 


Гакое же точно соотношеюе имфетъ м3ето и тогда, когда лин!я 
пересвчен1я есть гипербола, ибо въ этомъ случа + 


р 6? 
м =—— 
рр а т а? 
‚М экецентриеитеть гиперболы опредфлитея по формул. 
а $? 
а 


60574 — птовш(Ф-[ 24) 
60820 


Ее 


_ е2— 


ИЛИ 


и с03 05*(ф =). 


6050 


„боотношен:е (6), при данныхъь е и ц, всегда можетъ быть удовле- 
творенное, если кривая есть эллипеъ и, слВдовательно, т Для этого 
углу Ф нужно дать н$зкоторое значенле, заключающееся между 0 и 
——-@. Еели же кривая есть гипербола, то это соотношеше можеть 

= | 
удовлетворятьея только тогда, когда 620320, < 1. 
11* 
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Это показываетъ, что, имфя данный конусъ и измЪ%няя направле- 
ве сф$кущей плоскости, мы можемъ получить въ сЪчени эллипеы ка- 
кого угодно экецентриситета. 

Что же касаетея гиперболъ, получаемыхъ въ еЪчеши того же конуса, 


то экецентриеитетъ ихъ не можетъ быть боле, чЪмъ 





089, 
Такъ какъ при е?е05*&==1 изъ еоотношен!я (6) находимъ 


ф—п— 9, 


то заключаемъ, что гиперболы наибольшаго экецентриситета получают- 
ся при переезчени конуеа плоекостями, параллельными его оеи. 

° 326. Тождеетвенноеть лин!Й второго порядка еъ еЪченями прямого- 
круглаго конуса можетъ быть еще доказана геометричееки селвдующимъ 
образомъ. 

Положимъ, что конусъ описывается вращенемъ угла КОЙ’ около: 

$ стороны 57 (иг. 84) и сБкущая плоскость- 
пересЪкаетъ только одну его полоеть. Пуеть. 

РР. будеть прямая, по которой эта плое-- 

кость пересБкаетея съ плоскостью чертежа, 

а АМА, кривая, по которой она перее%-- 

каетъ конуеъ. Построимъ двЪ окружности,. 

вписанныя въ уголь АА! и касаюпияея’ 
прямой РР1 въ двухъ точкахъ Ри РГ, на- 
ходящихея между Аи Д1. 

Если вообразимъ,. что плоскость чертежа. 
будетъь вращатьея около прямой 52, то пря- 
мыя ЮК и ЮК,! будутъ описывать разема- 
триваемый конуеъ. Поетроенныя же окруж-- 

‚ ноети опишутъ при этомъ дв еФеры, ка-. 
саюпияся этого конуса по кругамьъ ВСВ: 

и КНК!. Точки Еи Г’ будуть точками“ 

Фиг. 84. прикосновеня этихъ сФеръ съ разематри- 
ваемою с5кущею плоекоетью. 

Возьмемъ теперь на. ливи пересЪчен1я разематриваемой плоскости. 
еъ конуеомъ произвольную точку М и проведемъ черезъ нее образу- 
ющую ©, перееБкающуюся еъ кругами ВОВ: и КНЕК! въ точкахъ- 
Си Н. Велфдетвье перпендикулярности плоскостей этихъ круговъ къ- 
оеи конуса, отрфзокъ СН имфетъ одну и ту же величину при всякомъ- 
положени образующей. 

Такъ какъ точки @ и Р суть точки прикоеновен!я двухъ каеа-- 
тельныхъ изъ М кь сверз ВГБ:, то заключаемъ, что 


МЕ=МС. 
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Велвдетв!е такого же отношевя точекь Ни ГР’ вь серв КМ№К, 
яолжно быть 


‹ 


Слвдовательно, 
МЕ-+МЕ=<Н-=ВЕК. 


Итакъ, при всякомъ положеши точки М на лини АМА:, еумма 
ея разетоян!й отъ точекь Ри ЕР иметь одну и ту же величину. Это 
показываетъ (см. стр. 189), что-лишйя эта ееть эллицеъ, для котораго 
точки Ки Р суть Фокусы. 


327. Положимъ теперь, что еВкущая плоскость, перпендикулярная 
къ плоскости чертежа и перее$- 
кающаяся еъ нею по прямой РР! 
ветр$чаетъ об полости конуса 
(иг. 85). Пуеть, какъ и прежде, 
прямая РР: перееъкаетъ обра- 
зуюпия ВБК и В'К, въ точкахъ 
А и 41. 
Ноетроимъ дв$ окружности, 
вписанныя въ противоположные 
углы, составляемые этими обра- 
зующими, и касаюпйяея прямой 
РР1, въ точкахь Ги Е, лежа- — -. 
щихъ вн отрЪзка АА.. 
| Еели вообразимъ, что плос- 
коеть чертежа будетъ вращатьея 
окбло прямой 221, двлящей уголъ 
В5В, пополамъ, то образую- | 
ия ВК и В:К, будуть пере- - Фиг. 55. 
мЪщатьея по разематриваему коносу, а построенныя окружности, 
опишутъ дв схеры, соприкасающяся съ конусомъ по кругамъ ВСВ! 
и КНК\ и съ сЪкущей плоекостью` въ точкахъ Ри РГ. 
Взявъ на лини пересъчен1я ‘этой плоскости съ конуеомъ произ- 
вольную точку М и проведя черезъ нее образующую 8 ‘перес%квало-. 
щуюея съ кругами ВОВ! и Е&НЁЕ\ вЪ точкахъ С и Н, будемъ имЪть, 
что отрёзки МС ин МЕ равны между собою, какъ` касательныя изъ 
точки № къ ехерь ВГ.В!. По такой же причин должны быть равны 
между: собою отрёзки МН и т 

_: Слвдовательно, 





МЕ—МЕ=МИН—Мб= СН. 


‚и такъ какъ отрфзокъ @Н, при веякомъ роложени образующей 25, 
имфеть одну и ту же длину, то убЪждаемся, что разноеть разетоянй 
веякой точки лин!и перее5чен1я отъ точекь Еи Е имфетъ поетоян- 
ную величину, что и доказываетъ (ем. етр. 218), что эта ливя есть 
гипербола, имфющая Фокусами точки Ги Г. 

328. Раземотримъ, наконецъ, случай, когда сЪкущая плоскость, 
будучи перпендикулярна къ плоскости чертежа, переезкаетъ ее по пря- 
мой РР\:, параллельной одной изъ образую- 
о щихь ЯК и ЭК, въ ней лежещихъ (фиг. 

86). Поетроивши окружноеть, впиеанную въ 
уголь КОК: и касазющуюся прямой РР! въ 
точк& РЕ, вообразимъ, что плоскость черте- 
жа вращается около бисектра 5 угла АЗК. 
При этомъ образующля ВК и ЮК,: будутъ 
перем5 щаться по конусу, а окружность опи- 
шетъ ехеру, соприкасающуюся съ конусомъ 
по кругу ВОВ! и съ е5кущею плоекоетью, 
въ точкъ Р. 
Еели возьмемъ на, лини пересъчения сЪ- 
кущей плоскости съ конусомъ произвольную, 
точку М и проведемъ черезъ нее образую- 
щую М5, переезкающую кругьъ ВСВ: въ. 
точь @, то будемъ имЪть, по такой же причинЪ, какъ и въ преды- 
дущихъ случаяхъ, что | | 





Фиг. 86. 


ЕИЕ= Мб. 


Еели, затфмъ, проведемъ черезъ точку М плоекоеть, перпендику- 
лярную къ оеи КД ковуса и пересЖкакщую его по кругу АМЁ, а еЪ-. 
вущую плоскость по прямой М0, перпендикулярной къ РР:, и про- 
должим". ВБ: до перееьченая въ РР, въ точкё Н, то будемъ имЪть. 


и. ВК—=мМС 
‘и, велёдетые параллельноети прямыхъ РР\ и ЮК, 
_ВК=нНо о 


`Слёдовательно, при 1 зеявомъ  подожени точки М на лини пересь- 
ченя; должно быть “``. ’” № 


мен Но. 


об но равняется, очевидно, разетояню точки 2 отъ пер- 
пендикуляра, возетавленнаго въ точкё 'Ы къ иплоекоети чертежа. Но- 
_ел%рнее равенство показываетъ, слёдовательно, что каждая точка ли- 
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ни переевчен1я находитея на одинаковыхъ разетоямяхъ отъ . этого 
перпендикуляра и отъ точки Ё. Это означаетъ: (ем, стр. 242), что ли- 
н1я эта ееть парабола и точка Ё ея хокуеъ. 

Такимъ образомъ, предыдушия геометричеекя доказательетва не 
только удостовзряютъ, что еЗченя прямого круглаго конуса плоеко- 
сетями суть раземотрнныя выше лини второго порядка, но и обнаружи- 
ваютъ вмЪетЪ съ тфмъ, что Фокусы каждой изъ этихъ лин еуть точки, 
въ которыхъ езкущая плоскость касается схеръ, вписанныхъ въ конуеъ 


с 2. Общая теор!я фокусовъ. 


3529. Мы видЪль, что каждая лимя второго ‘порядка обладаетъ 
свойетвомъ, что отношене разстоянй ея точекъ отъ Фокуса и директриеы 
имфетъ постоянную величину, называемую экецентриеитетомъ. Не труд- 
но показать, что это евойетво принадлежитъ только липямъ второго 
порядка и вполн% ихъ опредфляетъ. Если же лия второго. порядка 
дана, то оно служитъ сеамымъ общимъ опредлетемъ сея Фокуеовъ и 
директриеъ. | ` т 
Пуеть дана нЪкоторая точка, которой обрижнты относительно 
_иЪкоторой прямоугольной системы суть | 


а = И у= 8, 


и н8которая прямая, вырежаемая относительно той же системы коор- 
динать уравненемъ 


тату О Пе” =. фе ро Ь 


Поетараемея найти геометрическое мъето точекъ, разетоязя кото- 
рыхъ оть этой точки и этой прямой находятея между собою въ дан- 
номъ. постоянномъ отношен1и е. а 

_Называя черезъ 4 и 6 эти разетоявя, будемъ иыЪть | 


4— ——5 --(и— в 
— те пу | 
Мия ^ о _ 
и такъ какъ, по условю, = или 4—0, то уравнене искомаго 


геометричеекаго м%ета будетъ. 


лье ь 
Уса Вл= Нея 


или ',: Ё д 
Кый. #; И: " е ; ы 


У ВА жену чи, 1: : 
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гхв для краткоети положено 


ет Ё ет еЁ 
———- . ——— = —= 
уезриЯ "узизЕяя "’ уиятрия 
‚По уничтожении радикала, поелЪднее уравненше принимаетъ видъ 


(&—в)?--(у— В) — (попу Ы=0..... (4) 


Такъ какъ оно второй степени, то заключаемъ, что иекомое геоме- 
тричеекое м$5ето ееть линая второго порядка. 

Точка (ях, В) есть хокусъ этой лиши и прямая, выражаемая урав- 
‘нешемъ (1) или, что вее то же, уравненемъ 


ола 


тх-- ту-- Е =0, 


соотвётетвующая этому хокусу директриеа. | 

Равенетво `(2') показываетъ, между прочимъ, что хокуеъ лиши вто- 
рого порядка можно опредфлять, какъ такую точку, разетояще кото- 
рой отъ точекъ этой лияш Ая рашонально черезъ ихъ коор- 


динаты. 
330. Уравнене (4), по раекрытия скобокъ и. соединен подобныхъ 


членовъ, можетъ быть приведено къ виду 


| Шт тии Ру — 
— ат ВЕ (а В?) 


_Еели при этомъ мы имфемъ кривую, выражаемую уравненемъ 


* * 


ос, 0% _А22-- Вау й-- Ра Е ЕО, 


то величины ©, В, ’, и и Е’ могутъ быть найдены такъ, чтобы 06а 
уравнешя имфли одно и то же геометричеекое значен!е, для чего, какъ 
извфетно, должно быть 


—(. 





и ат 1—8 _ 

ЕО 
оне Е 
а И 


 ЗдВеь заключаетея пять условай, вполн$ опреде иь ЭТИ ПЯТЬ 
величинъ. 

Такимъ образомъ, по коэфоищентамъ даннаго уравневя кривой 
мотутъ быть найдены. аналитичееки ея Фокусы и директривы. 

Вмветв еъ тьмъ опредвлитея.и экецентриеитеть е, ибо изъ зра- 
венетвъ (3) имвемъ 
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ие, 
откуда 


е— ут -и? . еее. . (6) 


331. Приложимъ’еказанное къ опредвлен1ю хокуеовъ и директриеъ 
кривыхъ второго порядка, выраженныхъ проетёйшими уравнен!ями. 

Возьмемъ сперва эллипеъ, отнесенный къ его осямъ и выражаемый 
уравненемъ 


9 9 
> = 
| 
жи: 
Въ этомъ елучаЪ условмя, выражаемыя равенетвами (5), будутъ: 


, 7 =— 7] — 1 `—0 | 
и’ —0, «ий ==0, В--# Е ... 


4? (1 —7т'2)—02(1 =: т) = — о? — р" 
Для того, чтобы имфло место первое изъ этихъ равенствъ, нужно 


положить 7’—=0 или 7’—0. СдБлаемъ сперва первое предположение. 
Въ такомъ елучаз изъ второго и третьяго равенетвъ находимъ 


и— — К’ и 6—0, 
велфдетве чего поелфдн!я условя обращаются въ 


| кан = — т "21, 
откуда | 


2 


НзычЬ т. и ‘ д’ —-Еа 





д 
и, сел5ковательно, 
Х—— и = = Уа?— >. 


— 


При этомъ видимъ, что положительному значен1ю &х соотв тетвуютъ 
значен1я ми К, имъюпия разные знаки, а отрицательному, —имзющя 
одинаковые знаки. | 

Тажиму образомъ, _въ_ предположени 7. '—0 мы находимъЪ два, 
мы эллипеа, их которыхъ суть 


&«—=- +уя—й, —0 
х——Уа*— 62, В=0, 


И АВЪ ЗН В директрисы, выражаемыя уравнешями 


ие ий 


ао Их. 





—енао. 
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Это суть ‹окусы и директриеы, значеше которыхъ для эллинса 
было изелЪдовано выше. 


По Формул5 (6) находимъ также экецентриситетъ эллипеа 
ия 


е (- е СХ. 
а т к 
4 





332. Предположимьъ теперь, что и’==0. Въ такомъ елучав изъ 
равенетвъ (7) получимъ | № 
| &—0 Яя = —яий 
и при этомъ . 
в == 1—2) —=2— п’, 

Слдовательно, — 


ЕК и = а? 





5 === б 


Такимъ образомъ, и въ этомъ предположени мы находимъ два Фо- 
кусеа, лежапиле на оси ординатъ, и дв директриеы, параллельныя ое 
абецисеъ; но такъ какъ полагаетея, что въ уравнени эллинеа $<Са, 
то эти Фокусы и директрисы суть мнимые. 

Итакъ, эллипеъ имфетъ, собственно говоря, четыре Фокуса: два. 
дЪНетвительные на большой оси и два мнимые на малой. 

388. Возьмемъ. теперь гиперболу, отнесенную къ ея осямъ. 

Такъ какъ въ этомъ случаЪ уравнене кривой есть 


т 
а’ 5 
то условя (5) обращаютея въ 


т’ —0, + шй=—0, Вий =0; 
ат”) == 51 — и) —од— В 


Отеюда видно прежде веего, что Вау одЪлать два, предно- 
_ ложен!1я: или 7’ =0, или т /—0. | 


Въ первомъ изъ этихъ предположен! находимъ совершенно такт 
же; какъ и для эллипса, 


> 


7 8=0, АН а а У 


— р т 


И — = а, "алеесй Е у, ^ 


би 


при чемъ величины 7’ и А’ должны быть взяты еъ разными знаками, 
когда @ дается значене положительное, и съ одинаковыми знаками въ 
противномъ елучаъ. 
Такимъ образомъ получаютея для гиперболы два Фокуса и дв№ 
директрисы, которые разематривалиеь нами выше. 
`ДЪлая предположен1е 7—0, получимъ. 
у 


0, ЕЕ 


—==Е5/—1, В=-\Уя-+ 1, 


что даетъ мнимые Фокусы и директриеы. 

Итакъ, гипербола, точно также какъ и эллипеъ, имфетъ четыре 
Фокуса, изъ которыхъ два суть дЪйетпительные, лежапие на ея дЪй- 
етвительной оси, и два мнимые, нахоляпеся на мнимой оси. 

334. Чтобы найти подобнымъ же образомъ Фокусы и директривы 
параболы, возьмемъ ея простзйшее уравнен1е 





=2рх 


и будемъ предполагать, что оси координатъ прямоугольныя. 
Въ такомъ случа еоотношев1я (5) даютъ 


1 —%2==0, и дб ее ... (8) 


Изъ двухъ первыхъ равенетвъ нахоцимъ 
’==-Е1 И я’ == 0, 


и такъ какъ знакъ одного изъ воэефищентовъ въ уравневи прямой 
произволенъ, то будемъ полагать, что м == 1. 
При этомъ изъ остальныхъ трехъ равенствъ найдемъ 


В=0, | и==й—^. 


нк образомъ, для параболы’ получаетея одинъ только мы 
нии координатами 


у—=0 И д—А, 
| ыы 
и одна соотвзтетвующая ему хиректриеа, которой уравнене есть 


Они разематривались нами выше, 


вы 


Отыскивая величины &, 3, и’, я’ и, удовлетворяюпия равен- 
‚етвамъ (8), мы не принимали во вниман!е ‘возможности для этихъ ве- 
‚личинъ безконечно большихъ значений, но, очевидно, эта возможность 
зущеетвуетъ. 

Въ самомъ дл, мы видфли выше, что парабола ееть предълъ 
эллипеа, оси котораго безпредльно возрастаютъ (см. стр. 246). Понятно, 
что въ этомъ предфльномъ случа, когда одинъ конецъ большой оси 
и ве точки малой оеи дВлаютея безконечно удаленными, такими же 
колжны едфлатьея второй дЪйетвительный хокреъ и оба мнимые Фокуса. 

335. Укажемъ еще на одно опредвлеше хокусовъ. 

Уравненте 


(#— а)? (у— В= (на Ру), 


которымъ, какъ мы видвли, можетъ быть выражена всякая лин!я вто- 
рого порядка, имвющая точку («, 3) зокусомъ, удовлетворяется, оче- 


видно, тьми значен1ями 1 и 9, которыя удовлетворяютъ Ирамяная 
уравнен1ямъ | 


(#— «+ (у— В)*— 
хи —=0. 


Первое изъ этихъ уравнений ея совокупность двухъ мни- 
МыЫхЪ прямыхъ 


И 


&—®-НУ—1 (х—В)=0 п (2—0) —У—1&—В=0, 
проходящихъ черезъ мнимыя безконечно Алены, ТОЧКИ «ртов» 


азии, 


& елЪдовательно и веЪзхъ другихъ Крутов на плоскости, т. е. чрезъ 
такъ называемыя циклическ1я безконечно удаленныя точки (ем. стр. 170). 
Такъ какъ каждая изъ этихъ прямыхъ имЪетъ еъ разематриваемой 


кривой только одну общую точку, именно мнимую точку ‚пересЪченя 
©ъ прямой 


а 4 = 


т.`е. лиректрисой, то 0б% эти прямыя а олжны ‘быть разематриваемы, 
закъ ‘касательныя кЪ. этой. кривой изъ Фокуса или.изъ циклическихь 
точекъ. 

Это показываетъ, что Фокусы можно опредёлять, какъ точки пере- 
евчетя четырехъ мнимыхъ касательныхъ къ лини второго порядка, 
проходящихъ черезъ цикличесюя точки. Понятно отеюда, что. веякая 
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лин!я второго порядка должна имЪть четыре Фокуса, изъ которыхъ. 
только два дьйствительные. Это суть точки пересЪчен1я касательныхъ. 
сопряжевныхъ между еобою (ем. стр. 70). 

При этомъ для параболы, какъ касающейся безконечно удаленной’ 
прямой (см. етр. 112), двз изъ этихъ касательныхъ совпадаютъ съ- 
этою прямою. СлЗдовательно, одинъ изъ дЪйствительныхЪ Фокусов’ь- 
параболы есть безконечно удаленный, а мнимые совпадаютъ съ цикли- 
ческими точками. 


$ 3. Относительное расположене линй второго порядка. 


336. Если даны на. плоскоети дв лини второго порядка, выра-- 
женныя уравненями | 


Аз? -- Вху-- Су Ре Ву Е=0 
де ВНЕ Ро | Зе > 


И 


(0: 


съ дЪйетвительными коэффищентами, то, для опредзленая ихъ общихъ- 
точекъ или точекъ переевченмя, эти уравнешя должны быть рёшены 
совмзетно, для чего предварительно нужно исключить одно неизв%етное, 


напримфръ у. Это исключеше можеть быть седЪлано елъдующимъ- 
образомъ. | 


Положимъ для краткоети 


Ба-- Е= (1, _ Ве ЕЙ, 
А+ Ое- Е= 0», А’ Пе ЕР У.. 


Въ такомъ случа уравнен!я (1) примутъ видъ 


бР- бОу-- б:=0 . 
И Су У:и-1- 7.=0. 


Умножая первое изъ нихъ на (’, а второе на СО и вычитая ре-- 
зультаты, получимъ 


(00: — СУУ--( 0, — У). ..... @) 


Умножая же первое уравнене на Го, а второе на {0 и, по вычи- 
тани, сокративши вез члены на общаго множителя 9, будемъ имфть. 


(С’(:— СУ (У, — 17)=0....... (3) 
Исключая, наконецъ, у изъ двухъ поелвднихъ уравнен1й, найдемтъ- 
(С’ (7 — СТ!:Х 7:02 — (7 7.)—(С’ (. — СУ.)*=0. 


Такъ какъ (Л и ТГ, еодержатъ неизвЪетное х въ первой степени, . 
а (фи Г. во второй, то легко видфть, что первая чаеть поелёдняго- 
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уравнен1я есть многочленъ четвертой степени, такъ что это уравнене 
имЪетъ видъ 


Р-Р Р-Р. Р.=0,...... (4) 


гдв коэфФищенты Р; Р1, Ро... суть вполнз опредъленные результаты 
перемножекя и еложен!я коэхфишентовъ данныхъ уравневий (1) кривыхъ. 

Уравнене четвертой степени еъ однимъ неизвзетнымъ имъЪетъ, 
вообще говоря, четыре р'Ьшен1я или корня, что видно уже изъ того 
часетнаго елучая, когда это уравневе есть биквадратное 1). 

Полагая, что эти ршен1я суть 41, 12, 43, 74, мы для каждаго 
изъ нихъ найдемъ изъ уравненя (2) или (3) еоотв®тетвующее един- 
ственное значенте у. 


Такимъ образомъ, убфждаемея, что 06% лини второю порядка 
переськаются, вообще юворя, в четьрежь точкаль. 
. Эти точки могутъ быть, однако, дЪйствительныя или мнимыя. 
337. Еели одно изъ значевй х, удовлетворяющее уравнен!ю (4), 
будетъ мнимое вида, 


то, подставляя его въ это уравнене, получимъ тождество вида 


гдв ЛГ и М суть дъйетвительныя величины, получаюпияея, какъ ре- 
зультаты перемножен1 и еложевшй величинъь аи В и коэфеишентовъ 
уравнетя (4). 

Но поел5днее равенство можетъ иизть мБето только тогда, когда 


_ М=0 и №0, 
а въ этомъ случав имзетъ мЪето и равенетво 
И-— Му—1 ыы 


которое получаетея отъ замвны въ предыдущемъ -- \/—1 черезъ —\—1 
и которое ееть, слдовательно, результать подетановки въ уравнене 
(4) вмЪето х величиы а-—б\/—1. 

Итакъ, сопряженныя мнимыя величины 


а--/—1 И а—6\/—1 


могутъ быть рёшен!ями уравневя (4) не иначе, какъ одновременно. 


г) Случай, разсматривающийея обыкновенно въ начальной алгебрф.. 


ОТ 


Если дв такя величины подетавимъ на м$5ето-х въ уравнене (2) 
или (3), то получимъ для 4 также два сопряженныя значевня. Это по- 
казываетъ, что мнимыя точки пересьчейя лийй второю порядка 
должны быть попарно сопряженными. | 

СлЪдовательно, въ относительномъ расположен двухъ лин!Й вто? 
рого порядка на плоскости нужно различать ел5хующие три главные елу- 
чая: 1) когда четыре точки переечемя этихъ лин! еуть дЪйетвитель- 
ныя, 2) когда двЪ изъ этихъ точекъ дВйствительныя, а двЪ другя МНИ* 
мыя сопряженныя, 3) когда обпия точки лин второго порядка пред- 
ставляютъ с0б0ю двЪ пары мнимыхъ сопряженныхъ точекъ. 

338. Прямая, соединяющая дв точки пересзченя лив1ШЙ второго 
порядка, есть ихъ общая сВкущая или общая хорда. 

Четыре точки переевченля двухъ кривыхъ второго порядка со ведми 
соединяющими ихъ прямыми соетавляютъ полный четыреугольникъ 
(см. стр. 99), вписанный въ 06 кривыя. | 

Въ томъ елучаЪ, когда ве эти точки дъйетвительныя, кривыя 
имъють шееть общихъ хордъ, и магональныя точки составляемаго ими 
четыреугольника образуютъ общий полярный треугольникъ, т. е. такой 
треугольникъ, каждая сторона котораго есть поляра противоположной 
вершины по отношению къ обфимъ кривымъ (ем. стр. 132 и 133). 

Въ остальныхь елучаяхъ нфкоторыя изъ общихь хордъ, а также 
нъкоторыя изъ вершинъ и сторонъ общаго полярнаго треугольника, 
могутъ быть мнимыми. 

Если обозначимъ точки пересБченя двухъ кривыхь черезъ К\, Гл, 
Ё2 и [» и положимъ, что координаты точекъ К1 и Гл суть 


< — Я 1 ыУ—1 И у—е1 + @/—1, 


а координаты точекъ Аз и [» суть. 
Х=— (5 = 5—1 | И —=6э 5 @У— 1, 


то будемъ имЪть, что прямыя А: и &>[0, какъ соединяюция еопря- 
женныя ‘мнимыя точки, суть дъйствительныя (ем, стр. 69). Прямыя же 
К. Те и ТАК суть мнимыя и сопряженныя, и точка ихъ пересченя 
дъйствительная, въ чемъ нетрудно убЪдитьея, отыекивая уравненя 
этихъ прямыхъ по. даннымъ координатамъ точекъ Ё1, Ко, [дл в 1, 
черезъ которыя он проходатъ. Точно также прямыя А Ка и [112 
суть мнимыя сопряженныя, перее$кающияея въ дЬйетвительной точк%. 

Итакъ, когда всЪ четыре точки пересзченя кривыхъ мнимыя, то 
сущеетвуютъ только дв ‘дЪйствительныя обпйя хорды, и въ этомъ 
случаВ ве три вершины, & елфдовательно и стороны, общаго нполяр- 
наго треугольника дЪйствительныя. 
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Вели точки К: и Г: будутъ дЪйствительныя, опред$ляемыя различ- 
ными координатами (а, с,) и (а, г’), то прямыя К: и К5[1, оставаясь 
мнимыми, уже не будутъ сопряженными, э потому и точка ихъ пере- 


еБченя не будетъ дьйствительною. То же самое относитея и къ пря- 
мЫМЪ К Ко И [л.Г». 


СлЪдовательно, въ елучаЪ, когда двЪ точки перееЪченля дъйстви- 
тельныя, & двЪ друмя мнимыя, сущеетвуютъ тоже только дв дЪйетви- 
тельныя обимя хорды, точка перес$чен1я которыхъ есть единственная 
двйетвительная вершина общаго полярнаго треугольника. 


Если 0б% разематриваемыя лин!и суть круги, то двЪ ихъ точки 
перес$чен1я могутъ быть или дйствительныя или мнимыя; двЪ же друпя, 
именно циклическ!я безконечно удаленныя точки, веегда мнимыя. Два 
круга имзютъ, елЪдовательно, при веякомъ ихъ положени, дв дъй- 
ствительныя общ!я хорды, изъ которыхъ одна ееть безконечно удален- 
ная прямая, а другая такъ называемая радикальная ось (ем. стр, 169). 


339. Нели двЪ точки пересЪчен!я кривыхъ второго порядка еовпа- 
даютъ, то соединяющая ихъ общая хорда обралщается въ общую каеа- 
тельную. Кривыя называются въ этомъ случа еоприкасающимися 
между собою. 


При этомъ онЪ, кром$ точки еоприкосновеная М (фиг. 87, а), имЪ- 
ютъ еще двЪ дЪйествительныя или мнимыя общая 
точки № и Р. 


Если ни одна изъ этихъ послфднихъ 1о- 
чекъ не совпадаетъ еъ точкою прикоеновенля, 
то говорятъ, что соприкоеновете есть перваю 
порядка. Но можетъ елучитьея, что одна изъ 
точекъ перес$ченя, напримЪръ №, совпадаетъ 
съ М (Фиг. 87, 6). Тогда кривыя ечитаютея, 
имъющими въ точкф Л соприкоеновен1е второю 
фиг 87. порядка. При этомъ он непремфнно имфютъь 
одну дЪйствительную точку пересфчеюня Р. 





Возможенъ, наконецъ, случай, = когда и эта точка еовпадаетъь съ 
точкою касаня. Тогда соприкосновене будетъ третьяю порядка и, ни 
точки каеан1я, кривыя общихъ точекъ имЪть не будутъ. 

Порядокъ воприкоеновеня опредляетея, такимъ образомъ, чиеломъ 
еливающихея въ одну общихъ точекъ двухъ линй. 

Такъ какъ для двухъ кривыхъ второго поряка такихъ точекъ не 
можетъ быть болЪе четырехъ, то п порядокъ соприкосновения этихъ 
кривыхъ не можеть быть выше третьяго. 

340. Примемъ точку М соприкосновеня двухъ кривыхъ второго 
порядка за начало координатъ, &а общую каесательную за ось ординатъ, 
Въ тавомъ елучаф уравненя кривыхъ будуть 
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Ал? + Бзу + Су? Ох =0 } ^^ ; 
И | А’? В’ку-- Су? П’х=0 | . . . . ` 5 . (5) 


Умножая первое изъ нихъ на С’ а второе на С, и вычитая ре- 
зультаты, получимъ уравнене 


(АС— СА’д-(ВС— СВ’ ЬС— (0) =0, 


которому удовлетворяютъ координаты общихъ точекъ этихъ кривыхъ. 
Но такъ какъ это уравнене выражаетъ совокупность двухъ пря- 
мыхъ, изъ которыхъ одна 
х—=0 


есть общая касательная, то кругая, выражаемая уравненему 
(АС’— СА’ж-(ВС— СВ’у-(рО— 01)=0, ... (6) 


есть общая хорда, проходящая чрезъ точки переевчешя М№ и. Р 
(фиг. 37). | 

Когда одна изъ этихъ посл5днихъ точекъ совпадаетъ съ точкою 
‘касаня, т. е. началомъ координатъ, то прямая (6) проходить черезъ 
начало координатъ, и потому должно быть 


ОС— СБ’=0. 


Это есть, слёдовательно, условие, при которомъ кривыя (5) имъютЪ 
въ начал координатъ соприкосновене второго порядка. 

Если 0бз точки № и Р еовпадають еъ точкою еоприкоесновен1я, 
то. прямая (6) должна совпадать съ касательною, т. е. съ осью ординатъ, 
для чего необходимо имЪть 


2о—00'=0 пи ВО—0В—0. 


Это суть, слздовательно, услов1я, при которыхъ кривыя (5) имвютъь 
въ начал координатъ соприкоеновене третьяго порядка. 

341. Точки М№ и Р (иг. 87, а), не еовпадая съ точкою ЛИ, могутъ 
совпадать между собою. Въ этомъ елучав кривыя будутъ соприкаваться 
въ двухъ точкахъ, и потому говорять, что онз имфютъ 0войное сопри- 
косновене. Прямая, соединяющая’ точки каеатя, называетея хордою 
‚ евоприкоеновеея. Понятно, что въ каждой изъ этихъ точекъ ны 
соприкоеновев1я не можетъ быть выше пер ваго. | 

Ноль кривыя выражаютея уравневаями (5), то, умножая первое на 
ДУ, а второе на 0) и вычитая результаты, получимъ уравнене 


(АР— —рАя--(Вр— РВ)зу-+(Ср’— ро —=0, 


Андреевъ Аналитическая геометрия. 18 
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удовлетворяющееся координатами общихъ точекъ обфихъ кривыхъ и 
выражающее, какъ извЪетно (ем. стр. 72), совокупность двухъ прямыхъ, 
проходящихъ черезъ начало координатъ. Это суть прямыя, соединяюция 
точку Л съ точками № и Р. 

Вели эти поелфдыя точки еовпадаютъ, то и прямыя эти должны 
совпадать, для чего, какъ мы знаемъ, холжно быть 


(ВЬ’—ПВ’—АГ’—РА’(Ср—10б)=0. 


- 


Это есть, ел5довательно, услове, при которомъ кривыя (5) имвютъ 
двойное соприкосновене. 

342. Нели одна кривая дана, то другая, обладающая какими-либо 
чаетными свойствами, можетъ быть отыскиваема такъ, чтобы она съ 
данною кривою имЪла соприкоеновене наивыешаго порядка. 'Такимъ 
образомъ можетъ быть найденъ кругъ, имвюпий наиболЪе тъ%еное ео- 
прикосновен1е съ какой-нибудь кривой второго порядка. Такой кругъ 
называется вообще соприкасающимся. 

Положимъ, что данъ эллипеь и требуется найти кругъ, сопри- 
касаюпийся еъ нимъ въ данной точк%. 

Примемъ за ось абециесеъ маметръ эллипса, проходяпий черезъ 
данную точку, а за ось ординатъ д1аметръ, съ нимъ сопряженный. Урав- 
нен1е эллипеа въ такомъ случаЪ будетъ 


Перенеся начало координатъ въ данную точку касан1я и сохраняя 
‚при этомъ то же направлен1е осей, преобразуемъ это уравнете въ 


ИЛИ 


622 - ду — За” 21—0. 
ВмъЪеть еъ твмъ легко видЪть изъ общаго уравненля круга, отне- 
сеннаго къ косоугольной систем координатьъ (ем. стр. 160), что кругъ, 
касающея въ началЪ координатъ оси у-овъ, выражаетея уравнетемъ 


х2-- 22ус03% -- 1/2 — 2ухзте) =0, 


гдЪ 7х есть его рамусъ и ® уголь между осями. 

Поелвди!я два уравненвя имвютъ видъ уравнен1й (5), а потому 
заключаемъ, на основаюи’ предыдущаго, что кругь будетъ имЪть съ 
эллипеомъ еоприкосновете второго порядка, еели 


78116) —6'2 —0. 


— 2715 
Отеюда находимъ рамуеъ соприкасающагоея круга 


уз 


у. 2 
Я па) 





и такъ какъ, по теоремЪ А поллотя, 


В’ 5116) = 06, 
то этому выраженю можно дать видъ 


р’З 
аб 


> 





348. Если положимъ, что эллипеъ отнесенъ къ его осямъ, и 06б0- 
значимъ координаты точки соприкоеновемя, т. е. конца д1аметра а’, че- 


резъ 421 и у, а координаты конца даметра 6’ черезъ хо и 4, то будемъ 
имфть (ем. стр. 203) 


у ее Е ==470° (ее). 


ВелЪдетне этого для рамуеа соприкаеающагоея круга получимъ 
выражен!е 


о гг)" оон а 


Соединимъ какой-нибудь Фокусъ Ё съ точкою соприкоеновеня М 
(гиг. 88) и обозначимъ черезъ ф уголь ЕММ 
радлуса вектора еъ нормалью ММ№. Положимъ, 
вызетв съ тъмъ, что о и Гобозначаютъ поел%- 
довательно длину ралуса вектора Е и длину 
перпендикуляра изъ Фокуса Ё на каеательную 
въ Л. Въ такомъ елучав должно быть 





[— сов. Фиг. 88. 


Но мы видЪли выше (ем. стр. 188 и 197), что 


0 
о—а а 


р 


Е 


18* 
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СлЪдовательно, будемъ имЪть 


мо. 


Перемножая это равенетво еъ ой (7), получимъ 
2 о Ре 
ге05?{ — 92 Е 


ЗдЪеь вторая чаеть есть выражен1е длины нормали ММ (ем. стр. 196). 


Слъдовательно, 
з ыы им 
6087! 

Это поеязднее выражеве легко. можетъ быть поетроено. 

Въ самомъ дл, проведя черезъ М№ прямую, параллельную каса- 
тельной, до переезченя съ рашусомъ векторомъ въ точкЪ Л), н затёмъ. 
черезъ р прямую, перпендикулярную къ радуеу вектору, до перее*- 
чен1я съ нормальювъточк$ С.будемъ имътьизъпрямоугольныхъ треуголь-- 
никовъ Л/МР и МОС, изъ которыхъ каждый содержить оетрый уголъ ,- 


воз е 


МО и 
8 
откуда, по перемножени, 





ИМ 
6052 ов" 


Слвдовательно, точка (’ееть пентръ соприкасающагоея круга. 
Такимъ же точно образомъ можетъ быть найденъ соприкасающйея: 
кругъ для гиперболы и параболы. 


ис— 


$ 4. Подобныя лини второго порядка. 


344. Положимъ, что дана какая-нибудь кривая второго порядка. АОВ: 
и какая-нибудь точка © (хиг. 89). 
Соединимъ эту точку съ раз--_ 
личными точками кривой прямыми: 
линнями ЮА, БВ, ©С... и про- 
ведемъ чрезъ нзкоторую точку 5’. 
прямыя ©’ 5В’ Ю’С’..., имъ- 
параллельныя, такъ же напраз- 
ь ° . енныя и пропорщональныя, такъ- 


фиг. 89. в что 
А’ 5В ._ В | 
ЗА 5В 0“ 
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Такимъ образомъ получитея рядъ точекъ А’, С”, Б’..., который, 
при непрерывности ряда точекъ 4, С, В... на данной кривой, обра- 
‹зуетъ также непрерывную лин!ю, которая называется #0добною данной 
и подобно в5 ней расположенною. 

Каждой точкЪ одной изъ такихъ кривыхъ соотвЪтетвуеть, елЪдо- 
зательно, единственная и опредвленная точка другой и обратно. 

Точки би © называютея центрами подоб1я кривыхъ. 

Еели радусы векторы, соединяющие центры подоб1я въ соотвЪт- 
®твенными точками, вмфето того, чтобы быть параллельными, будутъ 
воставлять между собою одинъ и тотъ же уголъ, то кривыя, оставаясь 
подобными, уже не будутъ подобно расположены. Очевикно, что одну 
изъ двухъ подобныхъ кривыхъ можно переместить такъ, чтобы она 
сдълалась подобно расположенной еъ другою. Для этого нужно только 
повернуть ее въ плоскости около какой-нибудь точки на, уголъ, еоетав- 
ляемый ратусами векторами соотв тетвенныхъ точекъ объихь кривыхъ'). 

345. Легко убЪдитьея, что для на двухъ подобныхъ кривыхъ одинъ 
изъ центровъ подобля можеть быть взятъ произвольно, такъ что ву- 
ществуетъ безчисленное множество центровъ подабя. 

Въ самомъ дёлЬ, взявъ на двухъ какихъ.нибудь соотвЪтетвенныхъ 
рамуеахъ векторахь С и 5’С’ точки О и 0’ такь, что 


р о’ 50 
. 50 —`50 


7 


и. соединивъ эти точки съ соотвзтетвенными точками 4 и А’, будемъ 
имъть изъ подоб1я треугольниковь СОА и 5О’А’ 


0’А’ 50 
ОА 50. 


Точно также изъ подобя треугольниковь ЗОВ и 5’О’В’ ииъемъ 


ОВ 50 
ОВ. 50’ 
СлЪдовательно. вообще — 
ОА’ _ О’ 
ОА ОВ °° 


Прямыя, соединяюця точки О и 0’ еъ соотвЪтетвенными точ- 
ками кривыхъ, будутъ, такимъ образомъ, параллельны и пропорцо- 
нальны, а потому точки О и О’будуть также центрами подоб1я. 


1`) Это есть опредфлеше ‘подоб?я не только лин второго порядка, но и 
восбще какихъ угодно плоскихъ ‘фигуръ. 
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346. Положимъ, что относительно какой-нибудь [прямолинейной 


еистемы координатъ двЪ подобныя и подобно расположенныя кривыя 
АСВ и А’СВ’ выражаются уравнен!ями 


4142? Буху-- Су Од Ву Е, =0 } + 
Ах? -- Выу-+ Съу?-- ых Ву Во | "'°° °С’ 


и пусть относительно этой сиетемы координаты центровъ подобя ЮВ и 5” 
будутъ поелЪдовательно 


ы 4—1, У—=з 
д==’, У=. 


Въ такомъ елучаЪ, замфняя въ {уравнени первой кривой сиу 
черезь 7-р и у- 4, получимъ уравнен!е той же кривой относительно 
системы коордиватъ, имфющей вачало въ точкЪ ©, и прежнее варрав- 
ленле осей. Точно также, замфвяя во второмъ уравневи (1) хиу 
черезъ 2’ р’ и У’--9, получимъ уравнеше второй кривой отноеи- 
тельно сиетемы координатъ, имъющей начало въ точкЪ Б’и‘и то же на- 
правлете осей. 


Эти преобразованныя уравнен1я будутъ имфть видъ 


Аз Ву - Су Те + Е у-- Ег=0 | (1%) 
Ао” -- Бу” Су По’ -- Е у Е —=0 [ 5% 








тв Дуг, Е, Ет, еуть извЪетныя выражев1я, составленныя изъ коэффи- 
плентовъ перваго изъ уравневшй (1) и координатъ р ид, а ОУ, Е», Е», 
такя же зыравн изъ коэФФипентовъ второго [изъ уравненй () И 
координатъ р’и 4’ (ем. стр. 145 и 146). 


Если назовемъ буквами 71 и 7) рамуеы векторы, соединяющие двЪ 
как1я-нибудь еоотвзтетвенныя точки кривыхъ съ центрами подоб1я, то’ 
булемъ имЪть, велФдетв1е параллельноети осей координатъ, 


Пос лфднее отношен1е, по самому опредзлен1ю подобля, имфетъ ве- 
личину постоянную. Обозначая ее черезъ 2, будемъ имЪть 


=тх и У’=У, 
велфдетв!е чего второму изъ уравненй (1*) можно [будетъ дать видъ 
Аот?х 2 -- Б 579227 4’ -- Ст?’ 2 — Д’тх -- Е ту’ —- [' о = 0. 


Такъ какъ здЪеь хи у’ имвють то же геометрическое значене, 
какъ и въ первомъ изъ уравневй (1*), то и сами {уравнешя должны 
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имЪть одно и то же геометрическое значене, а потому ихъ коэфФи- 
центы должны быть пропорцональны. 

Изъ пропорцщюональноети коэффитентовъ трехъ первыхъ членовъ 
заключаемъ, что 


А _ Бь = (5 
Ва ее + (2) 





Итакъ, если двЪ лини второго порядка подобны и подобно рае- 
положены, то въ уравнемяхъ ихъ относительно какой-либо прямолиней- 
ной системы координатъ коэффищенты членовъ второго изм рен1я долж- 
ны быть пропорщюональны. 

347. Чтобы убфдитьея въ обратномъ, замЪтимъ, прежде всего, что 
изъ пропоршональноети (2) елЪдуетъ, что 


Б*—4.4А.(5 Бо” 
В12—4А С В)? 
т. е., что разности 


В1—4А; С И ВБ5^— 4 Ао (5 


имзютъ одинаковые знаки или одновременно равняютея нулю. Это зна- 
читъ, что при уелови (2), об кривыя второго порядка (1) будутъ 
одного и того же рода, и если онф параболы, то направлеше ихъ д1а- 
метровъ одно и то же. 

Положимъ еперва, что кривыя, выражаемыя уравненями (1), при 
условии (2), суть центральныя. Въ такомъ случа, перенеся для каж- 
дой кривой систему координатъ такъ, чтобы начало совпадало’еъ цен- 
тромъ, а направлен1е осей оставалось то же самое, преобразуемъ урав- 
негя (1) въ 


Аи’? ++ Выру Оу? + Ко | (3) 
Ах” Бох” ’-- Съу”-- К.—=0 | Бо 2. д зе аа 


Называя при этомъ полудаметры обзихъ кривыхъ, проведенные 
въ одномъ и томъ же направлени, черезъ р1 и 02, будемъ имъть, вел д- 
етв1е параллельности осей координатъ, 


х и р. 


д у 91 


Изъ этихъ соотношен1й и соотношевий (2) находимъ 


Ао 27’? -- Вох’у” 8. Су” 4» 022 
А - Бху- Су? Азр1” 


280 


Но изъ уравневй (3) видно, что первая часть этого: поелЪдняго 
равенства равняетея отношеню постоянныхъ членовъ Ко и Ат. СлЪдо- 
вательно, 


о 


2°__ А1Ко 
— — = по ет.. 


1? 4К\ 


| 





к 


а это и доказываетъ, что разематриваемыя кривыя подобны и подобно 
расположены и что центры ихъ суть центры подоб\я. 

Если 00$ разематриваемыя кривыя суть параболы, то, выбирая 
для каждой изъ нихъ новую систему координатъ такъ, чтобы оеи орки- 
натъ ‘были параллельныя между собою касательныя, а оси абециееъ 
‘проходяпе черезъ ихъ точки прикоеновеня даметры (ем. стр. 151— 
155), дадимъ уравненямъ (1) видъ 


2—2’ И у — Эх, 


Отеюда находимъ 








Называя же черезъ 21 И 92 длины двухъ прямыхъ, проведенныхъ 
въ одномъ и томъ же направлении изъ началъ координатъь до перес%- 
ченя съ кривыми, будемъ имЪть 


#9’ 02 
ом а 





велфдетве чего предыдущая пропоршя обращается въ 


2” __ 10202. 
212 Ра. 
СлъЪдовательно, 
. 
РР поет. 
21 21 


что и доказываетъ, что параболы подобны и подобно расположены. 
Изъ веего сказаннаго видимъ, что необходимымъ и вполн% доета- 
точнымъ уелов1емъ, чтобы двЪ каюмя бы ни было лиши второго по- 
рядка, отнесенныя ке одной и ТОЙ же прямолинейной системВ коорди- 
натъ, были подобны и подобно раеположены, служить пропорщональность 
въ ихъ уравненяхъ коэвФинентовъ трехъ членовъ второго измЪрения. 
348. Мы видЪли (ем. етр. 114), что уравнеше, которое получимъ, 
приравнявши нулю сумму трехъ членовъ второго измврен!я въ урав- 
ненш кривой второго порядка, выражаеть совокупность двухъ прямыхъ 
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{дъйствительныхь или мнимыхъ), встрёчающихъ эту кривую въ безко- 
нечноети. Принимая во внимане указанное сейчаеъ услове, мы заклю- 
чаемъ, что для двухъ подобныхъ и подобно раеположенныхъ кривыхъ 
эти прямыя ОднЪ и ТЬ же и, наоборотъ, тождественность этихъ пря- 
мыхъ есть достаточное услов1е для того, чтобы кривыя были подобны 
и подобно расположены. 


СлЪховательно, можно сказать, что подобными и подобно раепо- 
ложенными кривыми второго порядка называются таня, которыя им ютъ 
обиия (дЪйствительныя или мнимыя) безконечно удаленныя точки. 


Сказанное приводитъ также къ елБдующимъ заключенямъ: 
Веяке два круга суть лини подобныя и подобно раеположенныя. 


Два эллипеа подобны и подобно расположены, когда ихъ оси про- 
порпональны и соотвзтетвенно параллельны. 


Дв$ гиперболы подобны и подобно расположены, когда ихъ аеими- 
тоты и дЪйствительныя оси параллельны. 


Веявюя двЪ параболы подобны и подобно расположены, если только 
оси ихъ параллельны и одянаково направлены. 


Эксцентриситеты подобныхъ кривыхъ равны. 


349. Вели двз кривыя (1) подобны, но не подобно расположены, 
‘то, повернувши систему координатъ на постоянный уголъ, который со- 
©тавляютъ ратусы векторы, проведенные изъ двухъ центровъ подоб]я 
Жъ двумъ какимъ-нибудь еоотвЪтетвеннымъ точкамъ кривыхъ, мы пре- 
образуемъ уравнене второй кривой въ | 


Аз? - Бзху-Е Су? -- Рух Ву Е =0, 
при чемъ должно быть 


Аз __`Вз _ (3 
да > 08 =. (7 


ый 


1 





откуда 
: А; —ВА:, Бз=А В. (3—АС\. 


Но, какъ извЪетно (ем. стр. 149), при названномъ преобразоваши 
координатъ между коэфеищентами двухъ уравневй второй кривой дол- 
жны имЪть мзето соотношеня | 
Аз С5— Вэвоз6 = Аз-- Оз — Взе0з® 

В.—4А. С. = ВБ: — 4 АзСз, 


гл ® есть уголъ между осями координатъ. 


о 


Нодетавивъ еюда предыдупия выражен!я коэФФищентовь 43, Бз.. 
Сз, получимъ 


42 - С,— В.сово-= К А. —- Сл — Б1е036) 


В2? те. 4 Ао (5 — 2*(Бт 2— 4 А. Ст), 
откуда, иеключивъ К, получимъ воотношене 


Б.*—4Аь (65 = В'.2— АА, С 
(Аз-- С. — Вьеозв)*  (Аз-Н С: — В1е036)?' 


имф5ющее мЪето, когда кривыя {1) иодобны, хотя бы и не были по- 
добно расположены, 


Примфры и задачи. 


1. Прямоугольный треугольникъ, катеты которато равны 21 и 7, вра- 
щается около его гипотенузы. Найти отношете эксцентриситетовъ 61 и ез кри- 
выхъ, получаемыхъ при перес$чени одной и той же плоскости съ двумя кону- 
сами, образуемыми катетами треугольника. 


1 75 


е т 


Отв. 


2. Прямоугольный треугольникъ, катеты котораго равны 7 и 172, вра- 
щаетея около его гипотезы. Найти параметры 21 и 72 гиперболъ, получаемыхъ- 
‚при перес$чен!и двухъ конусовъ, образуемыхъ катетами, съ плоскостью, прохо- 
дящею черезъ вершину прямого угла треугольника, перпендикулярною къ его. 
плоскости и параллельно оси вращевнля. 


Ома #= . Ч. и т" 


Утит-+ ты Гута т` 











3. Равностороний треугольникъ, сторона котораго равизется а, вращается, 
около одной изъ его сторонъ..Найти параметры параболъ, по которымъ плоско- 


сти, проходящ1я черезъ средину этой сторовы, пересфкають конусы, образуемые: 
двумя другими сторонами. 


Отв. р== С а. 


4. Образующйя прямого круглаго конуса составляютъ съ его осью уголь 
45%. Найти геометрическое м$сто центровъ гиперболъ, полузаемыхъ въ сфче- 


ви такого конуса при услови, чтобы иБйствительныя оси ихъ имфли данную- 
величину 24. 


Отв. Сфера радуса а съ центромъ въ вершинЪ конуса. 


5. Найти фокусы и директрисы лини второго порядка, выражаемой отно- 
сительно прямоугольной системы коордиватъ уравнешемъ 


д? — блу + у2—2л—2у-+5=0. 
Отв, (11) ‘и (—2,—2), +у—1=0 и х+9у+3=0. 
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6. Найти эксцентриситетъ кривой второго порядка, данной относительно. 
прямоугольной системы координатъь общимь уравненемъ 


Ал? -- Вху + Су? + Рх-- Еч-- Е=0. 
2[В2 + (А— 0) (А+ ОУ В+ (4—0. 


Си. о 


7. Найти уравнене кривой второго порядка, проходящей черезъь начало. 
координатъ, при услови, чтобы точка (1—2) была его фокусомъ, а прамая. 


у=32 - 5 
директрисой. 


Отв. 24? —Зху— 21? 205 —15у=0. 


8. Найти а параболы, касающейся осей координалъ и имфющей. 
фокусъ въ точ (2,1 


Отв. й вы - 92 —20х — 109 + 25 =0. 


9. Найти уравнеше параболы, им$ющей фокусъ въ началЪ координатъ и 
касающейся прямой 


х—Зу—2=0. 
ВЪ точкз ея перес$ченя съ осью абсциссъ. 
Отв. (32—49)?— 4(4х - ЗУ 1 =0. 


10. Найти уравнеше параболы, имфющей въ начал координатъ сопри- 
косновеше третьяго порядка съ кривою 
: 21?— Зжу - у’ —5у=0. 
Отв. [162—249 - 992 —40у=0. 
11. Найти кривую второго порядка, им$ющую центръ въ давной точк»№. 


(а, 6), проходящую черезъ начало координалъ и им$ющую двойное соприкосно- 
вене съ параболою фо 


Отв. д? --Э6ху - ау? + 2(6*?—ар)х=0. 
12. Найти ый и центръ круга, соприкасающагося съ параболою /°=2 ух 
въ ея точкВ (24, чт). 
| 2 23 
ЕР № == За +2, ыы 
р р* 


13. Найти точку, въ которой ка соприкасающ ея съ элаипсомъ или. 
гиперболой 


Отв. 


2 2 


вЪ ТОЧЕВ (21,91), пересфкаеть эту кривую. 
2.3 
Отв. Х = 4 — За, = 47 5 УЗ. 


14. Относительно прямоугольной системы координатъ даны дв$ кривыя. 
второго порядка уравнен1ями 
| 2? — Зху— 3? = 
И 
522 - 4 -- 292 =1. 
Найти уравненше третьей кривой софокусной съ первою и подобной со 
второю. 


Отв. _ 18524 бжу - 11) =16. 





ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 


Сокращенный способъ въ ‘поимЪ- 
нени къ лин1ямъ второго порядка. 


8 1. И Пчки лини второго порядка. 


350. Пуеть уравнен!я Вухъ какихъ-нибудь лин! второго порядка 
относительно прямолинейной системы координатъ будутъ 


1 П 62 —0 зо С в & в ша (1) 
Въ такомъ случаЪ, какъ извъетно (ем. стр. 77), уравнене 
1—2 62 —0. В зы обе 2 в = Фе а) 


при данномъ. опредвленномъ Г, выражаеть линшо того же ‘порядка, 
проходящую‘ черезь вез точки (дЪЙствительныя или мнимыя), обпия 
даннымъ литямъ. Еели же / есть величина неопредЪленная, то этимъ 
‘уравненемъ выражается пучекъ лин!Й второго порядка, ииъющихъ че- 
тыре обиця точки. 

Веякая линя второго порядка, принадлежащая данному пучку, 
вполнВ опредвляетея одною ея хочкою, ибо по координатамъ этой точки 
постоянное А въ уравнеми пучка можетъ быть найдено. 

Нели положимъ, что 61” ибо суть результаты подетановки въ пер- 
выя части уравневй (1) координатъ данной точки, то`уравнене кри- 
вой, принадлежащей пучку (2) и проходящей черезъ эту точку, оче- 
_зидно, будетъ ы 

515 — 5591 =0.. 
Въ чаестномъ елучаъ одно или оба уравнения (1) могутъ выражать 
- вовокупноети прямыхъ. 

Еели положимъ, наприм8ръ, что многочленъ 5 разлагаетея на два 

множителя Оз и Г> пера степени, то уравнене (2) роровесоя ВЪ 


59—20 72=:0. : х ее. 5 и а .. (5) 


и выражаеть пучекъ кривыхь второго порядка, проходящихъ черезъ 
четыре точки переечен1я кривой 5: =0-сеъ прямыми 0—0 и 7, =0. 


о Вбека 


Если и многочленъ 6: разлагаетея на два множителя первой ете- 
пени 01 и И:, то уравнеште’ (2) обращаетея въ. 


У =0......... (4 


и выражаетъь вез возможныя кривыя второго порядка, проходяция че- 
резъ четыре дЪйетвительныя точки пересфченя прямыхъ (Л—=—0 и 
_Г1==0 съ прямыми (5—0 и Т.==0, которыя предетавляютъ, елЪдо- 
вательно, двё пары противоположныхъ еторонъ четыреугольника, впи- 
саннаго въ каждую изъ этихъ кривых. = | 
Такъ какъ кривыя или прямыя лини, черезъ точки пересвченя- 
которыхъ проходить данная кривая, могутъ быть взяты произвольно, 
то въ видахъ (2), (3) и (4) можеть быть представлено уравнене веякой 
кривой второго порядка. | 
351. Нели одна изъ прямыхъ 


(5—0 и т 
есть касательная къ кривой, выражаемой уравневшемъ 
51 = О, 


то очевидно, что уравнеше (3) будетъ предетавлять кривыя, каеаюцая- 
ся этой прямой въ той же точкЪ, какова бы ни была другая прамая- 
° Сльдовательно, полагая, что намъ дана лишя второго порядка, 
выражаемая уравненемъ 9—0, и допуская, что Т==0 есть уравнен!е: 
касательной къ ней въ данной точкз (21, ут), мы будемъь имЪть вВЪ 
уравнени и | : = 


в—ИКту-+пу--р)=0, ® ® ® » . ® ® о + (5) 
общее выражене веБхъ лин! второго порядка, имзющихь съ данною 


въ этой точк еоприкоеновев1е перваго порядка. 
Еели случится, что прямая 


тх—- пу р=0 


проходить черезъ_ точку (ал, у), то, какъ было показано выше (ем. 
стр. 212), есоприкоеновевле будетъ второго порядка. 
рва, уравнене 


8— Тир ту та пу). Иа (6? 


при неопредвленныхъь т и и, выражаетъ вез возможны ‘кривыя вто- 
рого порядка, имзюлия съ кривой 5=0 въ точкв (41, У1) еоприкоено- 
вене второго порядка. | 
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Ноестоянныя % и я могутъ быть опредбляемы по какимъ-нибудь 
дополнительнымъ условямъ, напр., по уелов!ю, чтобы кривая, выра- 
жаемая уравнешемъ (6), была кругъ. Такимъ образомъ получаетея 
уравнете соприкасающагоея круга. 

ели прямая 


тх- пу р—=0 


сама есть касательная въ точкЪ (21, 91), такъ что уравнене это отли- 
чается отъ уравнемя Ё—0 только произвольнымъ постояннымъ мно- 
жителемъ, то уравнене (5) обращаетея въ 


О и: 


и выражаетъ пучекъ кривыхъ второго порядка, ииБющихъ въ точкъ 
(21, У1) соприкоеновете третьяго порядка. 


352. Нели прямыя 2—0 и Т.==0 совпадаютъ, то и точки ихъ 
пересвченйя съ кривой ©! ==0 совпадаютъ между собою по дв%, такъ 
что уравнеше (3) предетавляеть въ этомъ елучаз кривыя второго по- 
рядка, соприкасаюцщияея еъ кривой ©; =0 въ двухъ точкахь. 

Уравнете 


РИ у аф она (8 


есть, слВдовательно, общее выражене пучка лишй второго порядка, 
имъющихъ двойное соприкосновене. = 


Точки прикосновевя везхъ этихъ лие1Й суть дв точки, въ ко- 
торыхъ кривая ©—=0 перееЗкаетея прямой И=0. Понятно, что онъ 
могутъ быть какъ дЪйествительныя, такъ и мнимыя. Въ томъ елучаз,. 
когда онЪ совпадаютъ, мы возращаемея къ уравнен1ю (7) лиЙ, имЪю- 
щихъ еоприкоеновене третьяго порядка. 


Нели положимъ, что. 


Г =—0 И Т2=—0 


суть уравнен1я касательныхъ къ кривой 5—0 въ точкахъ ея перес%- 


- ченля еъ прямою О==0, то уравнен1е (8), при неопредъленномъ ФК, 
равнозначуще съ 


РТ2— &02=0. 


353. Можетъ случитьея, что одна изъ прямыхъ, уравненя которыхъ 
входять въ еоставъ уравненй (3) или (4), есть безконечно удаленная. 


Припоминая, что уравнене первой степени 


тд --пу--р=0 
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предетавляетъ такую прямую. когда въ немъ т==0 и и==0 (ем. стр. 42). 
мы можемъ заключить, что уравнене 


9-Й. ро аа жн нк 8 


гл О какой угодно многочлень первой етепени, выражаетъ веевоз- 
можныя кривыя, имфюшя обиия еъ кривой 5—0 безконечно удален- 
ныя точки. Это суть, какъ мы видЪфли (ем. стр. 281), кривыя подобныя 
и подобно раесположенныя. Очевидно, что въ уравненяхъ ихъ коэфФи- 
центы членовъ второго измфрен1я одни и т же. 

| Еели прямая О=—0 сама есть безконечно ухаленная, то уравнеше 
(9) дълаетея равкозначущииъ съ (8) и обращаетея въ 


в—{—0. 


Такое уравнеше выражаетъ, слЪдовательно, кривыя второго по- 
рядка, имъюппйя еъ кривой 5==0 двойное соприкоеновене въ безко- 
нечноети. Безконечно удаленныя точки прикосновен!я могутъ быть, ко- 
нечно, какъ дЪйствительными, такъ и мнимыми. 

Такъ какъ въ поел$днемъ уравнен1и, при различныхъ значеняхъ КД, 
коэфФипленты везхъ членовъ, кромф поетояннаго, одни ит же, то вы- 
ражаемыя имъ кривыя имЪютъ одинъ и тотъ же центръ. Слзкователь- 
но, эти кривыя не только суть подобныя и подобно раеположенныя, 
но и концентричеекя. На такмя кривыя нужно поэтому емотрЪть, какъ 
ча соприкасаюпияея въ двухъ безконечно удаленныхъ точкахъ. Такъ 
веяк1е два концентрическме круга соприкасаютея между собою въ цик- 
лическихъ безконечно удаленныхъ точкахъ. 

На основан]и сказаннаго уравненще 


ПУ—#=0 


зыражаетъ веякую лин, касающуюся въ безконечноети прямыхъ 

—0 и 7—0, т.-е. ве гиперболы, для которыхъ эти прямыя суть 
эсеимптоты. | 

Частный елучай этого уравненя предетавляетъь уравнене ху==7з? 
гиперболы, отнесенной къ ея асимптотамъ. 


Еели въ уравнев1и (9) положимъь 5—7? то оно обратитея въ 
7 —&0=—0 


и будетъь выражать при веякомъ й, кривую касающуюся безконечно 
удаленной прямой, т.-е. параболу. Чаетный елучай этого уравневя 
предетавляеть простёйщее уравнеше параболы [у2—29х. 

354. ИзвЪетно, что, подетавляя въ многочленъь 0, составляющий 
первую часть уравнешя прямой И=0, координаты различныхъ точекъ 
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плоскости, мы _будемъ получать величины, пропориаональныя разетоя- 
мямъ этихъ точекъ отъ этой прамой. ИмЪя это въ виду, мы, изъ воз- 
можности предетавить уравнен1е всякой лини второго порядка въ вид». 


(Л. 7! —А (7 =, 


заключаемъ сел5дующее: 

Произведене разстоянай всякой точки кривой второю порядка ото. 
двухь противоположныхь сторонь вписаннаю въ эту кривую четыреуюм- 
ника находится вь постоянномь отношении кь произведеню разстоянй той 
же точки оть двухь дрриль противоположныхь сторонь этою четыре- 
уюольника. 

Подобнымъ же образомъ уравненю 


Г. То —А02=—0, 


предетавляющему какую угодно кривую второго порядка, кавающуюся 
прямыхъ 11==0 и 1›==0 въ точкахъ ихъ пересченмя еъ прямою 
_@=0, можно дать елЗдующее геометрическое истолковане: | 

Произведене разстояний всякой точки второю порядка оть двухь ея; 
кассипельныхь налодится въ постоянномь отношении къ квадрату разстоя- 
я этой точки оть хорды ишхь прикосновеная. 

355. Веякая лин1я второго порядка имзетъ двойное еоприкоснове-. 
пе съ безчиеленнымъ множествомъ круговъ, центры которыхъ нахо- 
дятея на ея оеяхъ. 

Это показываетъ, что уравнен1е какой угодно лиши второго по 
‚рядка можетъ быть представлено въ вид 


С— &0— 


гдЪ С означаеть многочленъ, составляющ1й первую часть уравнен!я 
круга. м 

Нрипоминая, что результатъ подетановки въ такой многочленъ 
координатъ какой-нибудь точки плосекоети означаетъ квадрать длины 
касательной къ кругу изъ этой точки (ем. стр. 164), мы ВЫВОДИМЪ 
изъ поелЪдняго уравневая слфдующее заключен!е: 

Всякая лишя второю порядка есть звометрическое мъсто точекъ, 
касательныя изь которыхь къ данному кому находятся въ постоянном 
‘отношени къ разстоятямь ихь оть данной прямой. 

Это ееть обобщен1е свойства кривыхъ второго порядка отноеи- 
тельно Фокуеовъ, ибо очевидно, что въ случаЪ, когда радуеъ круга 
(=—=0 равняетея нулю, этотъ кругъ ори ‚въ Фокуеъ кривой, = 
прямая (7—0 будетъь ея директриеой. 

856. Положимъ, что. намъ даны два пучка прямыхъ лин1Й 


(1—7, =0 И (2—2 7»=0, ооо (10) 
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связанные проективнымъ соотв тетвнемъ (см. стр. 101—103), и требуется 
найти геометрическое мфето точекъ перееЪченя соотв%тетвенныхъ лу- 
чей этихъ пучковъ. 


‚ Мы видфли, что зависимость между величинами А1 и Ао, опредз- 
ляющими въ разематриваемыхъ пучкахъ еоотвЪтетвенные лучи, выра- 
жаетея уравненемъ 


Ай - ВЫ О Р=о0. 


Уравнене искомаго геометрическаго мета получаетея, слЪдова- 
тельно, какъ результатъ исключеюмя неопредзленныхъ поетоянныхъ 1 и 
Ё› изъ этого поелфдняго уравнеюя и уравневй (10) пучковъ. 

Это будетъ, очевидно, равнени 


40,0, ВО. У, СИ, У1- ОУ, Рь= 


"’Такъ какъ оно второй степени, то заключаемъ, что искомое геоме- 
тричеекое м%ето есть лин1я второго порядка. При неопредфленныхъ 
значеншяхъ коэффищентовъ 4, В, С, Гр) и при произвольномъ выборь 
центровъ пучковъ, т. е. точекъ переезченя прямыхъ 01=0 и. 7! =0, 
а также прямыхъ 0—0 и Г.=0, это уравнен1е можеть, очевидно, 
выражать какую угодно кривую второго порядка. 

Итакъ, веякая ливня второго порядка можеть быть опредвляема, 
какъ геометрическое м$ето точекъ перееъченая соотвзтетвенныхъ лучей 
двухъ проективныхъ пучковъ. 

На основани этого опредзлен1я лини ‘второго порядка разематри- 
ваютея въ проективной геометрии. 

357. Положимъ, что еторовы треугольника должны проходить че- 
резъ три данныя точки и двЪ его вершины должны находиться на двухъ 
данныхъ прямыхъ. Такъ какъ этими условями' треугольникъ не опре- 
дъляетея вполнф, то геометрическимъ м%$етомъ третьей вершины бу- 
детъ н%которая лия. 

Легко видфть, что, ВЪ силу | самыхъ а стороны треугольника, 
переевкаюцияея въ третьей вершин», образуютъ, при своемъ перем 
щен!и, два проективно-воотвфтетвенные пучка. Поэтому заключаемъ из 
сказаннаго, что геометрическое м%ето этой вершины есть, вообще го- 
воря, лин1я второго порядка. 

Выше были указаны тЪ чаетные случаи, когда это ехучеоное 
мъето есть прямая лия (ем. стр. 61—64). 


$2. СЬти линй второго порядка. 


258. ели Нам даны три лини второго порядка, уравнен!я кото- 
рыхъ суть: 
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ЯЗ =0, б=0, б8=0, (........ (1) 
то уравнете 
РЕК 0. & хм фев ва (2) 


въ которомъ Ё иреуть нзкоторыя опредзленныя постоянныя величины, 
выражаетъ также нЪкоторую линию второго порядка. 


Если же й и [ имЪютъ неопредленныя значен1я, то поелёднимъ 
уравненемъ выражается пфлая система лин1й, называемая съиью кри- 
выхъ второго порядка. 


Обозначая многочленъ 51—05» чрезъ Т, мы можемъ предетавить 
уравнеше (2) въ видЪ 
Т—153:==0. 


Отеюда видимъ, что сети, выражаемой этимъ уравнешемъ, принад- 
лежить веякая кривая второго порядка, проходящая черезъ точки пе- 
реезченя одной изъ кривыхъ (1) съ какою бы ни было кривою, про- 
ходящею. черезъ точки пересЪчен1я двухъ другихъ. 


359. Если кривая, выражаемая уравненемъ (2), проходитъ черезъ 
данную точку (7,У), то, называя чрезъ ©’, 05, 63’ результаты 
подетановки въ первыя части уравневшй (1) координатъ этой точки, 
будемъ имЪть 
| бт — 65—15 =0. 

ВелЪретв!е этого уравнен1ю (2) можно дать видъ 


(5:58’— 589) —К 885 — 886)=0, (..... (3) 


и такъ какъ оно содержитъ только одно неопредвленное поетоянное, 
то выражаетъь пучекъ кривыхъ. | 


Итэакъ, вез кривыя второго порядка, принадлежашия еЪти и про- 
ходяппя черезъ данную точку, соетавляютъ пучекъ. 


Еели кривая (2) должна проходить черезъ дв данныя точки, то, 
обозначая чрезъ 5!”, 62”, 6з” результаты подстановки въ первыя чаети 
уравневй (1) координатъ второй изъ этихъ точекъ, мы изъ уеловй 


бт — 52 — [53 —=0 
р 
б1” —Ё 55” — 1955" —=0 
«найдемъ для каждой изъ величинъ # и { единетвенное значене. 


'Отеюда заключаемъ, что черезъ дв данныя точки проходиатъ, во- 
‘обще ‘говоря, единственная и опредфленная лия второго порядка, 
`’лринадлежащая данной сЪти, 
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Уравнене этой лиши будетъ, очевидно, 
Вт . Бо 3 53 
Вт. . 5’ , Юз, —0 
1’, Юэ”, ©” 


ИЛИ 
8(55/55” — 5/6”) -- 6.(8'5." — 955") 88(8' 55” — 89) ==0. 


Оно не будеть имЪъть опредзленнаго геометрическаго значеня 
только тогда, когда каждая изъ разностей 


( бо’ 5” — ©” бо” ), ( 93 91” — ©” 53” ), ( © бо” в Юэ’ 91”) 
равняетея нулю. | 
Изъ уравнев!я (3) видно, что это можетъ имЪть мвето только 


тогда, когда одна изъ данныхъ точекъ принадлежитъ къ числу точекъ 
пересвченя кривыхъ, проходящихъ черезъ другую. 


360. Умножая уравнеше (2) на какое-нибудь поетоянное 9 и обо- 
значая —7% черезъ и, а —7{ черезъ р, мы можемъ дать ему слфдую- 
Пий видъ;: 
т51 —- 75 -- 063 —- 0. ооо о в пФ (4) 
Обратимъ особенное внимане ва нёкоторые частные виды этого 
‘уравнения. | 
Еели положимъ 51=07Т, 6=0У и 6з:=7И,, гв 0, и М 


еуть многочлены первой степени, то будемъ имЪ%ть 
то7 в ОТ--р7 И =0. ....:... (5) 


Этимъ уравненемъ выражается, очевидно, веякая кривая второго 
‘порядка, проходящая черезъ вершины треугольника, стороны котораго 
суть: 





(0—0, У—0, ИО азы . © (6). 


Возьмемъ на кривой (5) дв точки (х’, У’) и (х”, У”) и пуеть ре- 
зультаты подетановки координатъ этихь точекъ въ многочлены 0, У, 
7’ будутъ поелёдовательно (7, 7’, И”, и 0’, Т’, М. 

Въ такомъ случа уравненле 


т И— ХУ — "ХТ КУ-УХИЬ— = 
=" 0 Ир’ 


.Юбудетъ предетавлять прямую, проходящую черезъ эти двф точки, т&къ 
какъ оно первой степени и удовлетворяетея ихъ координатами. 
| | 19* 
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Если положимъ, что точки (@, у’) и у. у”) совпадаютъ и, елдо-- 
вательно, 


ЩИ 227 7 
О”, ГЕ И”. 
то это уравнене, по раскрытии екобокъ и сокращеви, обратитея въ. 


тот --Т И) КУ? ИУ 
или 


ОтУ--п У’) УтО- р) У"вО-ьР)=0 


и будетъь выражать касательную къ кривой (5) въ точкв (5, у’). 

Когда точка (5, У) еовпадаетъ еъ точкою пересеЪченя какихъ- 
нибудь двухъ изъ прямыхъ (6), то поел$днее уравнен!е обращаетея въ- 
одно изъ елъдующихъ: 


тп И—=0, тО-рИ’=0 О-Ь7=о. (+. (7). 


Это суть, елфдовательно, касательныя къ кривой (5) въ вершинахъ- 
‚треугольника, образуемаго прямыми (6). 

Точка пересёчевня прямой 0—0 съ первою изъ этихъ каеалтель- 
ныхъ удовлетворяетъ, очевидно, уравненю 


жпИ-- тр7У пр = 0... ...... (8): 


Этому же уравнен1ю удовлетворяетъ и точка пересчен1я прямой. 
7—0 ео второю изъ каеательныхъ (7), а также прямой И’=0 съ. 
третьей. 

Такъ какъ уравнеше (8) первой степени, то заключаемъ, что точки: 
пересъченя сторонь треуюльника, вписаннаю въ кривую второю порядка, 
с касательными в5 противоположныхь вершинать лежать на одной 
прямои. 

361. Нрямыя (1), будучи касательными, составляютъ треугольникъ,. 
описанный около кривой (5). 

Обозначая первыя части уравневмй (7) о акьно черезъ Д1.. 
И, 225, будемъ имЪть тождеетвенно: 


рб — п =иКр7—п0), 

пб2— тз—(п ИГ—ЬФтГ), 
Отеюда видимъ, что уравненя | 
Ю7У—п0=0, и’—т7=0, тО-рИ=0 


выражаютъ три прямыя, еоединяющя точки пересЪченя касательныхъ- 
(7) еъ ихъ точками прикоеновеня. | 
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Изъ того, что сумма произведений первыхъ частей этихъ уравнен!й 
на коэфФищенты т, 0, п тождественно равняетея нулю, заключаемъ, 
что прямыя эти проходятъ черезъ одну точку. 


Итакъ, прямыя, соединяюиия вершины  треуюльника, описанноло 
около кривой второю порядка, сь точками прикосновеля  противопо- 
ложныхь сторонь, переспкаются въ одной точкь. 

362. Положимъ теперь,Ачто въ уравнении (4) 


0 бу Бр 


тв 0, Уи И суть, какъ и прежде, многочлены первой степени. 
Въ такомъ случа это уравнене, принимая видъ 


топ -Нр 7—0, 


будеть имЪть дЪйествительное значене только тогда, когда два изъ 
коэФФищентовъь т, я и р имвють знакъ, противоположный знаку 
‘третьяго. ВелВдетв1е этого, не нарушая общноети значенля зтого урав- 
ненля, мы можемъ разематривать его въ видЪь 


тп ИЫ=0, .. ан (9) 
тд т, п, р еуть величины положительныя. 
Такъ какъ мы можемъ предетавить его въ видъ 
рвут 
или 


(ТУ р-- ТУп) (УМ — Т/)= т, 


то закдючаемъ, что выражаемая имъ кривая касается прямыхъ 


Ир + УИп=0 и МТ =0 


ВЪ точкахъ ихъ обрааиа ай съ прямою. (1=0.- 


Это значитъ, что поелёдняя прямая, будучи хордою прикоеновения, 
есть поляра точки перее$чен1я двухъ первыхъ, которая. есть въ то. же 


зремя точка переевчетя прямыхъ.' 


_Т=0 И Я =0. 
Такимъ же точно образомъ, предетавивъ уравнеше (9) въ видЪ 
РАВ =" 7? 
или 
СИ/р-- Оут) (УУр— буУт)==иТЪ, 
`УбЪждаемея, что прямая ТУ=0О есть поляра точки переевченя пря- 
мыхъ (=0и И’=0 
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Отсюда же заключаемъ, что и прямая И==0 должна быть по- 
лярою точки переезчен1я прямыхъ О==0 и Г==0. 

Итакъ, треугольникъ, стороны котораго суть О==0, У==0, И=0, 
есть полярный относительно кривой (9). 

При неопред$ленныхъь коэффищентахъ 2 п, р уравневе (9) вы- 
ражаетъ, елЪдовательно, еЪть лин второго порядка, ииъющихъ обиой 
полярный треугольникъ. 

368. Въ еправедливости этого заключен1я можно убфдиться еще 
елфдующимъ образомъ. 

Вели положимъ, что (7, у’) и (5’, У”) суть дв точки, лежапия 
на кривой (9), то будемъ имЪть, что уравнение 


т(И— ХИ— 0) «У УТ т С ИС — И = 
ты т О -- ПУ? —р >, 


въ которомъ (7, У’ И”, 0”, У”, 1” суть результаты подетановки 

коордиватъ этихъ точекъ въ многочлены 0, Г, И’, выражаетъ сз- 

кущую. 
Въ предположеши же 


[Г— О У’— И”, У” Е 7”, 


что соотвзтетвуетъ еовпаденю точекъ (5, у’)-и (5’, у’), мы получимъ 
`°зъ него уравнеше касательной въ кривой (9) въ видв 


0’ пУУ’—ртИ=0. 


Но извЪетно, что тёмъ же самымъ уравнешемъ выражаетея по- 
ляра точки (5,у’) когда эта точка дава какъ-нибудь на плоскости. 

При еовпаден1и точки (5, у), еъ точкою пересзченля какихъ-либо- 
двухъ изъ прямыхъ О=0, ГУ=0, И’=0 поелзднее уравнене обра. 
паетея, очевидно, въ уравнеше третьей прямой, а это и значитъ, что 
треугольникъ, образуемый этими прямыми, ееть полярный. 

364. Частные виды уравненля (9) предетавляютъ уравнен1я эллипеа. 
и гиперболы, отнееенныхъ къ сопряженнымъ д!аметрамъ. Слёдовательно, 
для веякой центральной кривой второго порядка два сопряженные 


даметра и безконечно удаленная прямая составляють полярный тре- 
‚ угольникъ. 


Точно также къ виду уравнен1я (9) принадлежитъ уравнене 
(я— а --(у—В=Оне- пу -- В), 


выражающее, какъ мы вид®ли, относительно прямоугольной системы 
координатъ веякую линю второго порядка, кля которой &х и В суть 
координаты хокуеа, & 
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тет =0 


уравнен1е соотвЪтетвующей директриеы. 

Это показываетъ, что директриса и двЪ какя-нибудь перпендику- 
лярныя между еобою прямыя, проходяшля черезъ хокусъ, составляють 
полярный треугольникъ. 

Отеюда заключаемъ, что хокусъ кривой второго порядка характе- 
ризуетея еще тЪмъ свойствомъ, что веякя двЪ проходяпая черезъ него 
взаимно перпенцикулярныя прямыя суть сопряженныя. 


$ 3. Теоремы Паскаля и БрИаншона. 


365. Поередетвомъ еокрамщеннаго способа доказываютея очень проето 
два, замфчательныя предложена о кривыхъ второго порядка, извзетныя 
подъ назваюемъ теоремъ Паскаля и Бр!аншона. Первая изъ нихъ вы- 
ражаеть свойство веякаго шестиугольника, вписаннаго въ кривую вто- 
рого порядка (пвехастаттлл шузйепи), а вторая—евойество шеетиуголь- 
ника, описаннаго около кривой второго порядка. 

Положимъ сперва, что намъ даны три лин!и второго порядка, 
имъюпия общую хорду. Пуеть ©==0 будетъ уравнен1е одной изъ этихъ 
линй и О=—=0 уравневе общей хорды. 

Въ такомъ случаЪ уравненмя двухъ другихъ кривыхъ могутъ быть 
представлены въ вид 


5—В07У=0 и 59-ИИ-0...... (1 


гдз К и Геуть нзкоторыя поетоянныя, а Ги 77’ два многочлена пер- 
вой степени. При этомъ очевидно, что уравнен1я 


7—0 И У =0 - 


будутъ предетавлять дв друмя обпия хорды, которыя кривая 5= 
иметь поелЗдовательно еъ двумя кривыми (1). 
Вычитая уравневя (1) одно изъ другого, получимъ уравнене 


ДКЕУ—ЕИ)==0 
выражающее совокупноеть двухъ прямыхъ, проходящихъ черезъ точки 
перееЪчен1я этихъ кривыхъ между собою. Сл$довательно, уравненше 


КЕ 


выражаетъ общую орду этихъ двухъ кривыхъ. } 

Такъ какъ она, очевидно, проходить черезъ точку пересвчен:я 
прямыхъ У—=0 и 7—0, то убъждаемея въ еправедливоети о 
щаго предложеня: 
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Если три кривыя второзо порядка имтють общую хорду, то 
7при друия обийя хорды каждыхь двуть изь этиль кривыхь проходять 
черезь одну точку. 


Частный случай этого предложеня предетавляетъ свойство трехъ | 
круговъ, состоящее въ томъ, что три ихъ радикальныя оеи проходятъ 
черезъ одну точку, ибо веЪ круги имЪютъ, какъ извфетно, общую без- 
конечно удаленную хорду. 


Изъ того же предложен1я получаетея, какъ слЪдетв1е, ел5дующее: 


Нели черезъ двЪ точки данной лини второго порядка проходятъ 
такя же лиши, соетавляющля пучекъ, то обпая хорды каждой изъ этихъ 
поелЪднихъ лин1й съ данною Также составляютъ пучекъ. | 


366. Теорема Паскаля доказывается также, какъ слЪдетв!е изъ 
предыдущаго предложен1я. Она состоитъ въ елфдующемъ: 


Три точки, ‚вь которыхь переськаются противоположныя сто- 
оны шеспидлюльника, вписаннаю в. кривую второю порядка, лежать 
на одной прямой. 


Положимъ, что въ кривую второго порядка вписанъ шестиуголь- 
никь АБСОЕЕ (Фиг. 90). Точки пересеъченя его противоположныхъ 
сторонъ суть: РД, Ми №. 

Нели еовокупноеть двухъ прямыхъ АБ и СО будемъ разематривать, 
какъ лин! второго порядка и точно также совокупность двухъ пря- 

А мыхъ АРГи ЕД, то точки Аи ДО бу- 

дутъ общими у этихъ двухъ лин и 

у кривой, въ которую вписанъ шеети- 
; угольникъ. Прямая АЛ будетъ, ел5- 
довательно, общею хордою везхъ трехъ 
линй. Въ силу предыдущаго предло- 
женя три друмя обпйя хорды, кото- 
рыя. иифють эти лиши между собою 

Фиг. 90. попарно, должны проходить черезъ одну 
точку. Эти обпйя хорды еуть: ВС, ЕЁи ГМ. Сльдовательно, точка М 
пересвчен1я двухъ первыхъ лежить на третьей, что и доказываетъ 
теорему. 





367. Теорема Паскаля даетъ вееьма простой способъ построен!я 
точекъ лини второго порядка въ какомъ угодно числ, когда извЪетны 
пять ея точекъ. 


Въ самомъ дВлЪ, положимъ, что даны пять точекъ: А, В,С,риЕ 
(хиг. 90). Проведемъ черезъ точку А въ произвольномъ направлени 
прямую до ветрёчи въ точкё С еъ прямою СД. Затъиъ еоединимъ пря- 
мою линей эту точку еъ точкою М пересфченя прямыхь АВи Е и 
наЙдемъ точку М ея пересвчен!я съ прямою ВО. Проведя, наконецъ, 
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прямую черезъ точки М и Е, получимъ, при пересъчени ея съ пря- 
мою АЁ, шестую точку Е ливш второго порядка, проходящей черезъ 
пять данныхъ точекъ. 


Изм$няя направлене прямой АМ, можно такимъ же точно образомъ 
построить сколько угодно точекъ той же кривой и притомъ сколько 
угодно близкихъ между собою. 


368. Свойство, выражаемое теоремой Паскаля, не зависить отъ 
расположеня на кривой шести точекъ, составляющихъ вершины шести - 
угольника. Слздовательно, она им5етъ м$ето и тогда, когда н%которыя 
изъ этихъ точекъ еовпадаютъ. Бъ такихъ случаяхъ стороны шести - 
угольника, соединяюция эти точки, обращаются въ касательныя. 


Отеюда заключаемъ, что стороны четыреугольника, впиеаннаго въ 
кривую второго порядка, и двЪ касательныя въ его вершинахъ соетав- 
ляютъ шеетиугольникъ, вписанный въ эту кривую. Поэтому, на оено-' 
ванши теоремы Паекаля, приходимъ къ ел5дующему заключен!ю: 

Двь точки пересьчетя противоположных сторонь четьреуюльника, 
вписаннаю в5 кривую второю порядка, и 09% точки пересьчетя 
касательныхь в противоположныхь вершинахь этою четырвиюльника ле- 
жать на одной прямой. 

Точно также частный случай теоремы Паекаля предетавляетъ до- 
казанное выше предложене о точкахъ перее5чентя сторонъ треуголь- 
ника, вписаннаго въ кривую второго порядка, еъ каеательными въ про- 
тивоположныхъ вершинахъ (ем. етр. 292). 


369. Положимъ теперь, что намъ даны три кривыя второго порядка, 
имвюция двойное соприкосновеше съ четвертой. Пусть 6==0 будетъ 
уравнен!е послЪдней изъ этихъ кривыхъ, а О=0, Г=0, И=0 
уравнен1я трехъ хордъ прикоеноветя. 


Въ такомъ случа уравневая трехъ первыхъ кривыхъ будутъ 
$100, в—172—0, ©—тИ?—=0..... (2) 
Вычитая цервое уравнение изъ Второго, получимъ уравнене 
$02—1 7 *==0. 


выражающее еовокупноеть двухъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ точки 
пересЪченя первой и второй кривой, т.-е. совокупноеть двухъ их 
хордъ этихъ кривыхъ. 

‘Точно такъ же находимъ, что уравнен1я 


выражають дв пары общихъ хордъ третьей изъ кривыхъ (2) съ двумя 
первыми. 
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Такимъ образомъ, веего бущемъ имфть шесть общихъ хордь, ура- 
внен1я которыхъ, взятыя въ отдфльности, могутъь быть соединены въ 
елздуюпля четыре группы: 


1) ПУЕ— УУТ=0, УТ ИУт=0 УУт— ПУЪ=0, 
2) ПУР ТУт=0, УТУ ТИУт=о МТУт- ОУТ=0 
3) ОУ УУЕ=0, У/Т-УИт=о,  Ут- ОУЪ=0, 
4) ПОУЕ- УУТ=0, У\/-- УУт=0, УУт— УТ 0 


Въ каждой изъ этихъ группъ находятея уравненля трехъ хордь, 
принадлежащихъ каждымъ двумъ изъ кривыхъ (2) и, какъ показы- 
ваетъ самый` видъ уравнен1й, эти три хорды проходятъ черезъ одну 
точку. 

Такимъ образомъ, получается ел5дующее предложенте: 


Если три лини второю порядка имплоть двойное соприкосновеще 


с5 четвертой, тю обийя хорды этихь трехь лий пересокаются по три 
в Одной точкь. 


310. Отеюда, какъ слЪдетв1е, получается теорема Бр1аншона, ео- 
стоящая въ елфдующемъ: 


Прямыя лини, соединяюиия противоположныя вершин ‘шестиюль- 
ника, описанналю около кривой второю порядка, проходять черезь одну 
почку. 


Въ самомъ дфлЪ, разематривая совокупноеть двухъ противополож- 
ныхъ еторонъ щестиугольника, какъ лин!ю второго порядка, иизющую 
съ данной двойное соприкосновене, будемъ имЪть, что вез шееть сто- 
ронъ представляютъ три такихъ лини. Слфдовательно, прямыя, соеди- 
няюпия противоположныя вершины, будучи общими хордами каждыхь 
двухъ изъ этихъ лиШй, должны проходить черезъ одну точку. 


311. Теорема Брланшона, указывая на зависимость между шестью 
какими бы ни было касательными къ кривой второго порядка, даетъ. 
епособъ построеня касательныхъ къ кривой въ какомъ угодно чиелф, 
когда дано пять каеательныхъ. Это построене аналогично съ поетрое- 
наемъ точекъ кривой на основани теоремы Паекаля. 


Въ случа, когда двЪ етороны описаннаго шестиугольника, еовла- 
даютъ, ихъ точка пересечения, т. е. одна изъ вершинъ шеетиугольника. 
дЪлаетея точкою прикоесновеня. ВелЪдетв1е этого изъ теоремы Брлан- 
шона выводимъ елфдующее заключение: 


Двь прямыя, соединяюиия противоположныя вершины описаннио 
около кривой второю порядка четыюеуюльника, и дв прямыя, соединяюция 
_ точки прикосноветя противоположныхь сторонь этою четьреуюльника, 
содятся` вь одной точит. 
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Подобнымъ же образомъ, какъ елдетне теоремы Бр1аншона, полу- 
чаетея доказанное выше предложете о прямыхъ, соединяющихъ вер- 
шины треугольника, опиеаннаго около кривой второго порядка, съ точ- 
ками прикоеновен1я противоположныхъ еторонъ (ем. етр. 298). 

372. Теорема Брланшона можетъ быть сама выведена изъ теоремы 
Паекаля поередетвомъ ел5дующихъ соображений. 

Если въ вершинахъ шеетиугольника АБСОЕЕ (хипг. 90), впиван- 
наго въ кривую второго порядка, поетроимъ касательныя, то получимъ. 
шестиугольникъ, описанный около этой кривой. Оба эти шщшестиуголь- 
ника, будутъ, очевидно, таковы, что етороны каждаго суть, по отно- 
шеню къ кривой, поляры вершинъ другого. Отеюда селздуетъ, что пря- 
мыя, соединяюпия противополхожныя вершины описаннаго шестиуголь- 
ника, суть поляры точекъ Г, 21, № пересфчемя противоположныхъ: 
сторонъ впиеаннаго. СлЪдовательно, эти три прямыя должны проходить. 
черезъ одну точку, именно черезъ полюеъ прямой [,1ИМ. 

3573. ДвЪ какя бы то ни было Фигуры, находяпляея между собою- 
въ такой завиеимоети, что прямыя, принадлежация одной, еуть поляры,. 
относительно какой-либо кривой второго порядка, точекъ, принадлежа- 
щихъ другой, называются взаимными полярами. Таковы в'ь приведен- 
ныхъ воображешяхъ вписанный и описанный шеетиугольники. 

Способъ доказательства, состоящай, подобно предыдущему, въ за- 
ключенши о евойетвахъ одной изъ взаимныхъ поляръ по евойетвамъ дру-- 
гой, называется методоль взаимныхь полярзъ. Въ вущноети онъ пред- 
ставляетъь лишь боле конкретную Форму примЗнен1я закона двой-- 
ствевности, о которомъ мы говорили выше (см. етр. 94). к 

Основываясь на этомъ закон%, мы могли бы самое аналитичеекое: 
доказательетво теоремы Бр!аншона предетавить совершенно въ такомъ же 
вид, какъ и доказательство теоремы Паскаля, или обратно. Для этого 
нужно было бы только за элементъ, опред5ляемый координатами, при 
нимать не точку, а прямую линю. 


Прим5ры и задачи. 
_ 1, Найти услове, при которомъ веф точки пересфчен1я двухъ лин второго. 
порядка, выражаемыхъ уравненями 
_ Ах? -- Вху- Су + Ох -- Еу-- Е=0 
И 
А’?  В’ху + Су + О’ + Еч+ Г’=0, 

находятся по парабол$, проходящей черезъ начало координатъ. 

Отв.  _ (ВЕ’— ЕВ’? =4(АР’— ЕА’(СЕ—ЕС’ 

2. Даны три лии второго порядка, уравненями_ 


Аз? -- Вху + Су? + Ох + Еч-+ Е==0, 
А’? -- В’ху- С’? Г’ -- Е + = 0, 
А”? - В”ху - С”у-+ О’е-- Е"у-+ Е*=0. 
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Найти услоше, при которомъ въ чиелБ прямыхъ, принадлежащихь той же сЪти, 
вакъ и данныя лиши, находится такая, для которой оси координатъ суть со- 
пряженные д!аметры. 

Отв. (В’—ГВ’)Е” + (ЕВ’—ВЕ)Г” + (РЕ’—ЕП”УВ"—=0. 

3. Полатая, что (, Г, У, Я суть многочлены первой степени, а (7, И’ 
У’, 77, результаты подстановки въ эти многочлены координатъ нфкоторой Точки, 


лежащей на кривой (У—= УЙ, найти уравнеше касательной къ этой кривой 
въ этой точкЗ. 


Отв. ПУ - У = УР 7У”. 
4. Даны уравнешя трехъ сторонъ треугольника въ нормальной формЪ 
О=0, У=0, \=0. 


Найти уравненше линши второго порядка, касающейся каждой стороны въ точк% 
ея перес$чемя съ бисектромъ противоположнато угла. 


Отв. (2 -- 72+ У?—20У|--20У—3У =0, 
ИЛИ 
/ (2 У \—20У+ЗПУ-ЗУУ’=0, 
или 
(2 - У + + 20У—20\-2У7У=0, 
или м 


ОЗ У + У 20+ 0\—3У-==0. 
5. Лишя второго порядка, описана, около треугольника АБС, стороны ко- 
тораго выражаются уравнешями въ нормальной форм$ 
р 0—0, У—=0, \-=0. 
Полагая, что эта лия выражается уравнешемъ 
| тоОУ-+п (ИТ -- р =0, 
и что она пересЪкается бисектрами внутреннихъ угловъ даннахго треугольника 
послфдовалельно въ точкахъ 4”, ВБ’, С’, найти уравнешя прямыхь А”В, А’С, 
4’В’, и А’С,. ое 
Отв. (т +) ИУЁ4+р М =0, | (тп) О-+р7Т= 
(т + п) (+ (т + р)У—тУ/ =0, (т-+п)И—пУ-+ (®+р) "=. 
6. Лин!я второго порядка касается ыы сторонъ треугольника АВС, ко- 
торыя выражаются уравнешями | 
О=0, У=0, У=0. 
Полагая, что эта,’ лия выражается уравненемъ 
272 (72 +- п? У -|- р? У — тп 0(У—9тр ОУ’ — 2пр УЖ =0, 
пайти уравненя трехъ хордъ соприкосновевщя. 
Отв.  тТОИ+пУ—р\У=0, тИ—пУ-+р\=0, —тО+пУ-+рУ’=0. 


7. ДвЪ лини второго порядка проходятъь черезъ три точки пересБченля 
прямыхъ 


и выражаются уравнетаями 
тОУ+ п 0ОУУ-+рУ\Т=0 и т’ ПУ+т0О\У +0 =0. 


Найти прямыя лини, опре своимъ перес$чешемъ четвертую общую 
точку этихъ Еривыхъ, 


Отв. (ти’ — пт’) (= (фт —трь’)У= (р ое 
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8. Полагая, что 
(1=0, У=0, И=0 
суть уравнен1я трсехъ прямыхъ, найти услове, при которомъ прямая 
ай Ъ-+бУ-+ су =0 
есть касательная къ кривой 
т 0? -- п У-+ рИ?=0. 
а 0 с? 
Отв. —— + —=0 
: т п р 
9. Стороны треугольника выражаются уравненями 


_П=0, У=о0, У=0. 


— 


Полагая что (7, Г’и И” суть результаты подстановки въ первыя части этихъ- 
уравнен!й координатъ нзкоторой точки Л, найти уравнен!я трехъ кривыхъ вто- 
рото порядка, изъ которыхъ каждая проходитъ черезъ 2[ и касается двухъ сто- 
ронъ даннаго треугольника въ точкахъ перес$чен!1я ихъ съ третьей. Найти кром$- 
того уравневе прямой, проходящей черезъ точки перес$чеюня касательной къ 
каждой изъ этихь кривыхъ въ точк$ М съ тою изъ сторонъ даннато треуголь- 


пика, которая служитъ для нея хордой прикосновевя. | 
‚ Отв. ОУ” = У, ПУУ?= У УП = ИУ), 
ОУ’? -- УГУ’ + УП’У’==0. 


_ ЧАСТЬ ВТОРАЯ. | 
_ТЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЪ. 





ГЕОМЕТЫЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЪ, 





ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


Координаты и уравненля. 


ИЕЕЕТЕТЕЕЕЕЕЕЕ-ЧАМЕЗЕ К ЕРнжЕт-ЕЕН 


У 1. Прямолинейныя координаты. 


374. Изучевне геометрическихъ Формъ или хигуръ, не помфщаю- 
щихея на плоскости, при помощи метода координатъ составляетъ вто- 
рой отдВлъ аналитической геометрли —геометр1ю въ проетранетвЪ. Самое 
понят1е о координатахъ предетавляетея при этомъ въ болзе широкомъ 
или обобщенвомъ вид, чЁёмъ въ первомъ отдфлв— геометрии на плос- 
кости. 

Положимъ, что мы имземъ въ проетранетвз прямой тригранный 
уголъ, вершина котораго есть О и ребра ОХ, ОТ, ОЙ (иг. 91). Три 
плоскости ХОХ, ХОЙ и УО7Й. составляюпая 
грани этого угла, будутъ, елВдовательно, перпен- 
дикулярны между собою. 

Веякая точка И, ииБющая опредленное по- 
поженше внутри этого триграннаго угла, нахохитея 
на опред5ленныхъ разетоян!яхъ отъ его граней. 
Эти разетояя суть длины перпендикуляровъ 
МА, МВ, МС, опущенныхъ изъ точки М на Фиг. 91. 
плоскоети У0Й, ХОЙ и ХОУ. Очевидно, что всякое измзнеше поло- 
женя точки 2 влечетъ за собою измёнен1е по крайней мЪзрЪ одного 
изъ этихъ разетоянй. | 

Разетояная эти называются координатами точки М. Будучи изм - 
рены какою-нибудь линейною единицею, они могутъ быть выражены 
въ чиелахъ. | | 





Пусть а, В, с, будуть эти чиела. Предполагая, что единица м®рьв 
извзетна, будемъ имВть 
.. МА=а МВ=®$, МС==е. 


375. Три рлоекоети ВМС, АМС и АМБ, прохокяпия черезъ ка- 
ждые два перпендикуляра, опущенные изъ точки М на грани разема- 
триваемаго триграннаго угла, очевидно, параллельны ‘этимъ гранямъ. 


Андреевъ. Аналитическая геометрия, 20 
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Ноэтому, называя поел%довательно черезъ Р, ©, В точки, въ которыхъ 
эти плоскости пересЪкаютъ ребра ОХ, ОУ, 07, будемъ имъть: 


ОР=МА=а, О9=МБВ=6, ОЕ=МИС= 


Это показываетъ, что координаты точки 1/ можно опредфлать, какъ 
отрззки ОР, ОО, ОВ, отеБкаемые на ребрахъ разематриваемаго три- 
граннаго угла плоскостями, проходящими черезъ точку 2/ параллельно 
его гранямъ. ВмЪетЪ еъ тЪмъ отеюда видно, что чиеловыми вели- 
чинами а, 60, с положене точки М внутри этого триграннаго угла 
опредляетея вполнф, ибо по этимъ величинамъ точка М можетъ быть 
построена. | | 


Въ вамомъ дЪлЪ, отложивъ на прямыхъ ОХ, ОУ, ОЙ отр%зки 
ОР, 00, ОЕ, содержапие послёдовательно а, 6, с единицъ длины, и 
проведя черезъ точки Р, @, В плоекоети параллельныя гранямъ УОЙ, 
Хой, ХОТ, получимъ точку М при перееБченши этихъ трехъ плос- 
коетей. 


Изъ сказаннато слёдуеть также, что отрЪзки ОР, рб и СИ, ео- 
ставляя ломаную линю, воединяющую вершину триграннаго ‘угла еъ. 
‚точкою Л, равняютея координатамъ этой точки. Велфдетв!е этого, для 
поетроевля точки [ по даннымъ чиеловымъ величинамъ координатъ 4, 
6, с можно поетупать ел6дующимъ образомъ. 


На прямой ОХ откладываемъ длину ОР, равную 4 единиць; за- 
тъмъ проводимъ изъ точки Р прямую РО, параллельную ОУ и им%ю- 
щую длину 6 единицъ, и изъ точки С прямую СМ, параллельную ОЙ 
и заключающую въ себЪф с единицъ. 


376. Неопредвленныя координаты обозначаютъ обыкновенно бук- 
вами 2, 9, 2. Для точки М, координаты которой выражаютея въ дан- 
ныхъ единицахъ черезъ а, 6, с, будемъ, елЪдовательно, имфть: 


д—= а, /=—6, Яо. 


Прямыя ОХ, ОТ, ОЙ называютея осями координать и, соглаено 
указанному сейчаеъ обозначеню самихъ координатъ, ихъ различаютъь 
наименован1ями оси х-овъ, оси ‘/-овЪ, и оси 2-овъ. 


Плоекости ХОУ, ХОЙ, УОЙ называются плоскостями коорди- 
нато, а точка О началомь координать. 


Оси и плоекоети координатъ въ совокупноеги соетавляютъ систему 
хоординаить, именуемую прямолинейною, такъ кавъ вез три координаты, 
опредзляюшия точку, суть прямолинейные отр%зки. 


3877. Плоскоети координатъ, будучи продолжены неопредьленно, 
образуютъ восемь тригранныхъ угловъ. 


— 
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Эги углы суть ОХ Уй), О\ХУй), О ХУ7), ОХ), и 
ОХ) ОХУХ) ОХТИ) (иг. 92). 


Сказанное выше объ опредЪлени похоженя точки внутри одного та, 
кого угла прим5няетея, очевидно, къ 


каждому изъ оетальныхъ. Велвдегв!е 
этого одними и т8ми же чиселовыми 
значенями координатъ 


Х=—=а, и==6, 2—0 а : 





опредляетея въ проетранетвЪ во- 
семь различныхъ точекъ: М, М1, 
И,, Из, И:, ИБ, Ш, 72 ПО 0Д- 
ной въ каждомъ изъ названныхЪъ № 
угловъ. Чтобы различать эти точки, 
достаточно координатамъ придавать 





значеня алгебраическихь величинъ, т. е. могущихъь быть какъ поло- 
жительными, такъ и отрицательными, сообразно общему правилу зна- 
ковъ, значете котораго указано было въ геометр!и на плоскости. 


Нели положимъ, что плоскость ХОУ горизонтальна, &а плоскость 
„ХОЙ вертикальна и совпадаетъ еъ плоскостью чертежа, то, условившись 
принимать за положительныя разетоян1я, отм8риваемыя по оси 5-овъ 
вправо, но оси у-овъ впередь и по оеи 2-овъ кверху, будемъ имЪть 


для координатъ названныхь восьми точекь елфдуюпия алгебраическая 
значення: 


для точки № —=-на  у=—=-б  а—Ь- с, 
у 7 М; | ф=——-а, у==—5, а— с, 
” т Л? я——@, у==-Нб, 2==-с,. 
» „ М: #—=—-а, у=— 6, а=—- с, 
л „»_ 4 #==-На, у=+-ф, 8=—— С, 
ъ„» № х=—=—Ра у=—=—6 2==—6, 
7 „. ИМ &==—-4, у=—- 6, #8——6, 
33 » И: #==—а, ——6, 2=—-с, 


Между этими точками не будетъ, елЪдовательно, имзющихъь оди- 
чаковыя координаты. `` ® 

Такимъ образомъ видимъ, что при уелови, чтобы координаты раз- 
‚ ематривались, какъ величины алгебраичеек!я, каждой точкВ проетран- 
ства будуть соотвЪтетвовать три особыя координаты, значенями кото- 
рыхъ положеше этой точки опредвляетея вполнв и’ единетвеннымъ 
‘образомъ. | 

Уголь ОХУЙ), внутри котораго вез точки имъютъ вез три по- 
ложительныя координаты, принято называть нормальнымь. 


20* 
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378. Въ предыдущемъ предполагалоеь, что нормальный уголь пря-- 
мой, т. е. что вез три плоескоети: координатъь перпендикулярны между 
собою. Легко видЪть, однако, что это предположен1е не сущеетвенно и 
не необходимо. Въ самомъ дфлЪ, мы видфли, что три координаты точ-- 
ки М суть длины трехъ отрЪзковъ ОР, ОО, ОВ (ъиг. 91), отезкаемыхь 
на осяхъ координатъ плоекоетями, проведенными черезъ эту точку па-- 
раллельно плоскостями координатъ. Такое опред лен!е координатъ имфетъ- 
мфето и тогда, когда перпендикулярноети между плоскостями коорди-- 
натъ не сущеетвуетъ, при чемъ вее сказанное объ опрецъляемоети то-- 
чекъ проетранетва алгебраичееким значенями координатъ сохраняетъ- 
свою силу. 


Вели вез три плоекости координатъ перпендикулярны между еобою,- 
то система координатъ называется прямоуюльною. Въ противномъ елу- 
ча ее называютъ Хосоуюльною. 


379. Уеловю д==а, гд$ а есть алгебраичеекая величина, удовле- 
творяютъ, очевидно, вез точки, лежапия въ плоскости, которая, будучи" 
параллельна плоскости УОЙ, перес$каетъь ось ОХ въ точкЪ Р, отетоя- 
щей отъ начала координатъ на разетояне а (по ту или по кругую- 
отъ него еторону, емотря по знаку этой алгебраической величины). По- 
добное же значен1е имфютъ и услов1я у=—0 и ие разематриваемыя:- 
въ отдфльноети. 


Понятно, что какими-нибудь двумя изъ этихъ трехъ условий вы- 
дЪляютея изъ вефхъ точекъ проетранства т%, которыя лежатъ одно-- 
временно на двухъ плоекостяхъ, параллельныхъ двумъ плоскоетямъ ко-- 
ординатъ, т. е. точки прямой, параллельной одной изъ осей координатъ. 
Понятно также, что везми тремя этими уеловями, взятыми совм%етно, . 
должна опрёд®ляться единетвенная точка переезчен!я трехъ плоекоетей. 


Въ частноети услов1я 


2=0, — у=0, — 2=0, 


взятыя ве вмЪетф, опредВляютъ начало координатъ. Взятыя по два, - 


они `опредфляютъ. оси координатъ, & каждое въ отдБлЛЬности,— одну ИЗЪ 
плоскостей ‘координатъ. 


= 


380. При опредзленной и воваотной" систем\ координатъ, точка. . 
которой координаты х=а, У=6, 2==с даны, должна ечитатьея извфет- 
ною и называетея сокращенно точкою (4, 6, с). Найти неизвФетную’ 
точку (1, у, 2) значитъ, елфдовательно, какъ и въ геометрия на плов- 
кости, найти величины ея координатъ. 

Простое поетроенле координатъ данныхъ и искомыхъ точекъ при-- 
водить къ общему ршеню ел$дующихъ двухъ задачъ, разематривав-- 
шихся также въ геометр1и на плоскости. 
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381. Даны двъ точки (2, 91, 2) и (1, \, 29) относительно 
прямоуюльной системы  координать; требуется найти  разстояще 
между ними. 


Пуеть Л и №5 будутъ данныя точки (Фиг. 93). Опуетивъ изъ 
нихъ перпендикуляры /1М№М и 15№ на плоскость ХОУ ип проведя 
затфмъ черезъ основавная № и № этихъ перпен- > 
дикуляровъ прямыя М№Р\ и. №Р., перпендику- 
лярныя къ оси ОХ, бухемъ имЪть: 





= ОРь = Р.М, = М0, 0/— 

д —= ОР», 9/2 —= Ро. М№, 28 — № М5, и ы 

Такъ какъ прямыя № М№М и М5М2 парал- | 
лельны между собою, то онз лежать въ одной Фиг. 93. 


плоскости, а потому прямая, проведенная черезъ Л: параллельно прямой 
№, №, бухучи перпендикулярна къ прямымъ ММ и М.№ и находясь 
ВЪ ТОЙ же плоскости, ветрзтитъ прямую Л№ въ н%Ъкоторой точк® 
К, такъ что получится прямоугольный треугольникь №, АЛМЬь, изъ ко- 
‘тораго будемъ имфть 


М.М = М.К? М.К”. 
Проведя затёмъ черезъ точку № прямую М1Ё, параллельную оеи 


‘ОХ, до переезчевая съ прямою №Р., получимъ изъ прямоугольнаго 
‘треугольника №. Ё.№ 


ММ = МГИ №1, 
Но очевидно, что МЕ ==М, №. Слвдовательно, 
Ш М= м1 № Е М.К 
Отеюда, обозначая искомое разетоян1е чрезь @ и замЪчая, что 
№,Г=Р,Р.= ОР. — ОР — а, 
 №Г—=М№Р», — ГР. = №Р.— МР! =у-—, 
М. КМ, М, —КМ,—ММ№— М.М = —2, 
получимъ 
ф = -Н (зи (е— в) 
м, елЪдовательно, 
4— = У —-Н (фи Я-(е—я ..... (1) 


Это равенство и рёшаетъ задачу и, притомъ, очевидно, при вея- 

комъ положен’ точекъ М и 16, если только подъ обозначетями. _ 
ь 4 а —., ‘ее потеть иитеочии че очиеиатлот 

21.91. ,. рану алгебраичеевя величины координатъ этихъ точекъ '). 





| г Ршене-этой. задачи- -вЪ.-случаВ,- когда сиетема,- воординаль- и: г 
пал, бдеть дано. ниже. (ем. ст.319). 
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ели одна изъ данныхъ точекъ находится въ началЪ координатъ, 
то, обозначая координаты другой черезъ 2, 9, 2, будемъ имЪть 


= У. еее. (2) 


Это есть выражеве разетоян!я какой-нибудь точки (1, 9, 2\ оть 
начала координатъ. 


382. Даны двъ точки (51, Ут, 21) и (4, Чо, 20); раздълить стот- 
зок между ними в данномь стношети (т: п). 
Вопроеъ еостоитъ въ отыескави по коордиватамъ двухъ данныхъ 


‘точекъ ЛМ: и 145 (хиг. 94) координатъ такой третьей точки М на пря- 
мой, ихъ соединяющей, чтобы было 


М М№ т | 
ММ. п’. ооо о 9 (3) 


Обозначимъ искомыя координаты чрезъ х, у; 2 и вообразимъ, чте 
чрезъ объ данныя точки Л, 245 и чрезъ искомую М№ проведены плос- 
коети, параллельныя плоскости УОЙ. Пуеть 
точки пересВченя этихъ трехъ плоскостей съ 
осью ОХ будуть поелфдовательно Р\:, Ро, 0. 
Въ такомъ случав должно быть 


ОР:=1, ОРэ=х2, О9=х. 


Если проведемъ черезъ №: прямую, па- 

Фиг. 94. раллельную оси ОХ, и обозвачимъ черезъ Я и 
Н двЪ точки пересвчен!я этой прямой еъ плоскостями, проведенными 
черезъ № и М параллельно плоскоети УОЙ, то будемъ имЪть 


И.Н=Р! = 00— ОР\ — 4—1 





На=: ОР. = ОР.— Ой=4о —. 


Но изъ треугольниковъ (С.М и НИМ, въ которыхъ ©. и 
НМ параллельны, какъ прямыя пересЪчен1я плоскости Л. С съ двумя: 
параллельными плоскостями, находимъ 


ИМ МН 1—2 


тт ране 


ММ. _ НС - д2— м 





Сл довательно, но уеловю задачи (3), 


#— 1 __ 7% 
До — 7 п’ 





откуда | 
Е А а ь 0 
т-- п. 
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Подобнымъ же образомъ, вообразивъ, что черезъ точки №1, № и 


М проведены плоекоети, параллельныя плоскоетямъ координатъ ХОЙ 
и ХОТ, найдемъ 


ее пу: 2 й21 —- 702 _ 
я" и 2— Пти ттт © 


Найденное рьшеве, очевидно, не зависить отъь угловъ между 
плоскостями координатъ, и потому оно иметъ мЪето, какъ въ елучаЪ 
прямоугольной, такъ и въ елучав косоугольной системы координатъ. 

383. ЗамЪчан1е о положеви точки № внутри или вн отр%№зка 
М1.М>, едъланное нами при рёшев1и той же задачи въ Геометри на 
плоскости (ем. стр. 9), сохраняетъ и здФеь свое значенге. 


| т 
Если положимъ Е и, ел5довательно, ==", то будемъ имЪть, 


что точка М есть середина отр®зка 2,5. ВмЪеть еъ тфмъ, изъ общато 
ръьшенля задачи получимъ для этого елучая 


У ыы „— 2% а --2 


2 о а 2 


„= к $ 2% | 
Такъ какъ каждому алгеораическому значентю отношеня т соот- 


вътетвуеть на прямой 111.5 единетвенное положен!е точки №, и выра- 
женя (4) и (5) получаютъ безконечно большя величины только тогда, 


7 
когда Бы и, слъдовательно, ея, го принимаютъ, что и въ 


проетранетв$, такъ же какъ на плоскости, всякая прямая имфетъ един- 
ственную безконечно удаленную. точку. 


$ 2. Проекщи. Угловыя соотношения. 


384. Пусть М, будеть данная точка и АВ данная прямая въ про- 
странетвЪ (хиг. 95). Точка №, въ которой эта прямая перее$кается 
перпендикулярною къ ней и проходящею черезъ №1 плоекоетью, назы- 
вается ироекщею точки М, на прямую АВ. | 
Плоскость же, посредетвомъ которой получаетея, м 
такимъ образомъ, проекдля данной точки, но- 
ситъ назване ироекиирующей. 

Еели въ проетранетв% дана какая-нибудь 
прямая ОЛ) (вообще говоря, не переевкающаяея А № №`В 
еъ прямой АВ), то, поетроивши проекщи пвухъ Фиг. 95. | 
какихъ-нибудь ея точекь №; и М5 на прямую АВ, получимъ на по- 
слёдней опредвленный отр%ззокъ № № который называють проекей 
отртзка ММ на прямую АБ. 
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Проектировать точки на данную прямую можно также плоскостями, 
не перпендикулярными къ этой прямой, но составляющими еъ нею ка- 
кой-нибудь уголъ и параллельными между собою. Въ этомъ елучав про- 
екця называетея наклонною или косоуюольною. 

Проекцю же поередетвомъ перпендикулярныхъ плоекоетей отлича- 
ютъ наименованемъ иярямолюльной или ортоюнальной. 


Вели въ аналитической геометр:и, говоря о проекшяхь на пря- 
мую, не указываютъ на направлен1е проектирующихъ плоскостей, то рэ- 
зум5ютъ всегда проекщи ортогональныя. 

385. Изъ даннаго опредвлен1я проекшлй слфдуетъ, что прямоли- 
нейныя координаты какой-нибудь данной точки М (Фиг. 91) суть про- 
екщи на оси координатъ прямой ОЛ, соединяющей эту точку съ на- 
чаломъ, посредствомъ проектирующихъ плоскостей, параллельныхъ 
плоскостямъ координатъ. Въ елучаЪ прямоугольной системы координатъ 
онъ суть ‘ортогональныя проекщи. 


Точно также легко егко видЪть, что проекши разетояня между двумя 
точкамя на три оси. коордпнатъ, поередствомъ плоскостей, параллель- 
ныхъ плоскоетямъ координатъ, равняются разностямъ соотивтетвующихв 
_координатъ_ этихъ точекъ. Такъ, въ двухъ предыдущихъ задачахъ (фиг. 
93 и 94), отрёзокъ Р.Р. есть проекшя отр%зка №:,.М5 на ось ОХ и 


равняется разности (15—21). 


386. Между длинами проектируемаго отрзка и его ‘ортогональной 
проекши существуеть соотношене, зависящее отъ угла, образуемаго 
прямыми, на которыхъ берутея эти отр%зки. 


Уголъ, образуемый двумя не пересзкающимиея прямыми въ про- 
етранетв$, равняетея, вообще говоря, углу между прямыми, имъ парал- 
лельными и проходящими черезъ какую-нибудь. точку. 

Проведя чрезъ М: прямую МР, параллельную прямой АБ (иг. 
95), будемъ имфть, елЪдовательно, что уголь ОМ:Р равняетен углу 
между прямыми АВ и СГ. Обозначимъ этоть уголъ буквою о. 


‘ 

-Еели положимъ, что Г, есть точка переевчешя прямой МР съ 
плоскостью, проектирующею точку 4142, то, соедививъ прямою №2 еъ Г, 
фохучимъ треугольникъ ИМЕ, въ которомъ уголъ при Г прямой, 
такъ какъ МГ, лежитъь въ проектирующей плоскоети, &а М.Г, перпен- 
дикулярна къ ней. Изъ этого треугольника находимъ, что 


И: Е— ММ 05$. 





Но М:1.—=М№:М№, какъ отрзки параллельныхъь прямыхъ между 
параллельными плоекостями.. Поэтому 


М М№= М, М, е05Ф. 
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Проекия равняется проектируемому отюъзку, умноженному на ко- 
‹инусь дла между этими поямыми. 


Понимая это предложен!е, какъ выражен1е зависимоети между 
абсолютными величинами отрззковъ’ М1. и М №, мы должны подь 
‚обозначетемъ ф разумЪть острый уголь между прямыми. 


387. Прямыя АБ и СО могутъ имфть опредфленныя направлен1я 
подобно тому, какъ оси координатъ, т. е. можетъ быть указано для 
каждой прямой, въ какомъ направлении отмзриваются отрфзки положи- 
‘тельные и въ какомъ отрицательные. Въ этомъ елучав должно прини- 
мать во вниман1е и знаки проектируемаго отр%зка и его проекши. 


Нели случитея, что. при перемъщен1и точки по прямой СД въ по- 
ложительномъ направлении, ея проекшя движетея по прямой АВ также 
въ положительномъ направлени, или какъ сама точка, такъ и ея про- 
‚екщя движутея по прямымъ СО и АВ въ отрицательномъ направлении 
то принимаютъ, что проектируемый отрЪзокъ и его проекця имфють 
одинаковые знаки. Еели же, при движени точки по прямой СР въ 
положительномъ направлени, ея проекцля движетея по АБ въ отри- 
цательномъ направлени, или обратно, то проектируемый отр%зокъ и 
‘его проекцю считають имвющими разные знаки. 


Обозначая черезъ т абсолютную величину отрфзка ЛМ, а че- 
резъ % алгебраичеекую величину его проекши №№, и понимая, какъ 
и прежде, подъ ф острый уголъ между этими прямыми, будемъ поэто- 
му имЪть 


й—-2теозф, 


тдЪ верхай знакъ во второй части соотв$тетвуетъ первому изъ ука- 
занныхъ сейчаеъ елучаевъ, & нижн!Ш второму. 


388. Когда двЪ прямыя имфютъ опредЪленныя направлевя, то, 
проведя изъ какой-нибудь точки два луча, параллельныя этимъ пря- 
мымъ и въ томъ направлен!и, куда онЪ ечитаютея положительными, по- 
‹лучимъ вполнё опредЪленный уголъ, острый или тупой, смотря по на- 
правленямъ самихь прямыхъ. Этотъ уголъ называетея умомь наклоне- 
мя прямыхъ между собою и будетъ, очевидно, острымъ въ первомъ 
‘изъ названныхь выше случаевъ и тупымъ во второмъ. 


Велфдетые этого, обозначая черезъ Ф`уголъ наклонет!я прямыхъ 
.АВ и СО, будемъ имЪть,. что въ первомъ случав с05ф==еовф, а во 


‚второмъ в03ф=—е05{. Поелвднее равенетво приметъ, поэтому, въ 
‚обоихъ случаяхъ видь 


п—7т 03. 


Если здфеь будемъ оставлять безъ измвненя уголъ. |, то при изм - 
‚нени знака величины 2 полженъ измЪняться и знакъ величины ®. 
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Можно поэтому разематривать поел$днее равенетво, какъ еоотно- 
пене между алгебраическими величинами проектируемаго отр%зка, и его: 
проекши, при непремзнномъ, однако, уелови понимать подъ { уголъ 
наклонешя прямыхъ, который. можеть быть острый или тупой. ыы 

3589. Положимъ теперь. что мы имЪемъ въ проетранетвЪ треуголь- 
никъ 115 Мз (Фиг. 96). Каково бы ни было положен!е этого треуголь- 
ника, проекцая одной изъ еторонъ его на пря- 
мую АБ будетъ равняться, по абсолютной ве- 
личинз, сумм проекши двухъ другихъ сторонъ. 
Такъ при сдфланномъ обозначени вершинъ, 
будемъ пмЪть 


№! №. — М № + № М. 





Еели же стороны треугольника имзютъ направлевя, и притомъ 
так1я, что, елЪдуя положительному направленю каждой стороны, можно’ 
обойти непрерызно весь периметръ треугольника (какъ показано етрЪл- 
ками), то каково бы ни было направлене прямой АБ, проеклля сто- 
роны М:Мз должна имЪть знакъ, обратный знаку проекшй двухъ дру- 
гихъ сторонъ. СлЪдовательно, алгебраичеекая__ -озмие. _ проекшй везхъ. 
трехъ сторонъ должна равняться нулю. 

Обозначая абеолютныя величины сторонъ №: ММ и М, М: 
послдовательно черезъ 41, 42, аз, а углы наклонен1я этихъ сторонъ. 
еъ прямою АВ черезъ &1, %2, 9з, будемъ поэтому имЪть 


4160891 —- 420052 —- @зе0893 =0. 


Но еели измзнимъ направлене одной еторовы, наприм$ръ 11.43, 
то изм$нитея знакъ соотв тетвующато коеинуеа, т. е. е05%з, и поелЪд- 
нее равенство. обратится въ 


4160801 -- 4260502 — 360$. 


Первая чаеть этого равенства есть проекшя на прямую АБ лома- 
ной лини №:М›Мз, которая, елзхуя положительному направленю от- 
дъльныхъ ея частей, начинается въ Л; и оканчиваетея въ №. Вто- 
рая же чаеть ееть проекшя прямой 211.Из, соединяющей концы этой 
ломаной и ваправленной также отъ 2; кь М3. 

ПоелЪднее равенство показываетъ, слЪдовательно, что ироекиля лома- 
ной, соединяющей 0двъ точки в5 опредълениномь направлении, равняется 
ироекиии прямой, соединяющей эти точки в5 томь же направлении. 

390. Ломаная лин!я, о которой говоритея въ поелзднемъ предло- 
женш, предполагалаеь состоящей изъ двухъ только прямолинейныхъ 
авахой или колЪнъ. Нетрудно показать, однако, что предложене это. 


иметь мъето и ДлЯ ломаной, состоящей изъ какого угодно чиела, 
КОЛЬНЪ. | 
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Положимъ, что ломаная проведена отъ точки 1 къ № и соетоитъ 
изъ колЪнъ 101145, Мэ Мз, М. Му, М.М, и ММз (иг. 97). Назовемъ. 
абеолютныя величины этихъ колЪнъ поелздовательно черезъ 41, ао, 
аз, @4, 45, И пуеть @& будетъ абсолютная длина прямой, соединяющей 
точки 211 и 1) въ томъ же направлени. 
Проведемъ прямыя изъ Л къ /№, № и 
М; (принимая это ихъ направлен1е за поло- 
жительное) и обозначимъ ихъ абеолютныя 
величины черезъ 61, 62 и 063. Еели кромЪ 
того обозначимъ углы наклонемя прямыхъ 
ал, @2,...б1, 62... КЪ прямой АБ поелф- А м В 
довательно черезъ 91, %2,... В1, Вэ..., то | 
будемъ имЪть на основанйи предыдущаго: 





0160501 я 4260502 — =61: 60581; 
Фьебз В -- азвоваз == $5608 В», 

65 созВь —- о 6зе03 Вз, | 
_ 6зсов В. з- 4560865 = 66080. 


Сложивъ почленно эти равенетва, получимъ по сокращен 


16050 —- 426059 -- азеовоз -- 4460504 -- 9560805 = @в608 в, 


что и доказываетъ справедливость предыдущато предложен!я для раз- 
сматриваемой произвольно взятой ломаной. 

391. Предыдущее предложение представляеть собою очень важную` 
лемму, на которой оеновываютея мног1е выводы и доказательства гео-. 
метраи въ проетранетв. Приложимъ его’ прежде всего къ выводу нзко- 
торыхъ угловыхъ соотношевй. „/ 

Положимъ, что намъь дана прямая ОГ, проходящая черезъ начало- 
координатъ и соетавляющая съ тремя осями ОХ, ОТ, ОЙ прямо- 
угольной еистемы координатъ углы &, 6, у 
(иг. 98). Возьмемъ на этой прямой какую- 
нибудь точку Л и обозначимъ черезъ 4 раз- 
_‘етояне ея отъ начала. Проведя черезъ М 
прямую, параллельную оси ОЙ, до пересъ- 
чення въ точкь М№ еъ плоекоетью ХОУ и 
черезъ М прямую, параллельную оси ОУ, — 
до перееБчен!я въ точкь Р съ осью ОХ, Фиг. 98. 
получимъ ломаную линю ОРММ, еостоящую изъ трехъ колфнъ, кото- 
рыя еуть координаты точки М. Проекшя этой лхоманой на прямую- 
ОГ должна равнятьея отр%зку_ ОМ, и такъ какъ углы. наклоненя пря- 
мыхь ОР, РМ и ММ въ прямой. ОБ суть ©, в и _-у, то будемъ имфть. 


_ део5а -- усозВ -- ге08у=4. 
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Но вами координаты точки Л суть, какъ было показано, проек- 
ци прямой ОМ на ови.и потому. 


х==4еова, У==4е08В, 24608... .. (1) 
Велфдетве этого предыдущее равенетво принимаеть видъь 
405% —- 4е08?8 -{- 4е0з2у—=а, 
откуда, по раздълети везхъ чченовьъ на (4, получимъ 
6052 —|-- ©0828 | ©082/—1. (...... . (2) 


Такъ какъ всякая прямая параллельная съ ОГ соетавляеть съ 
осями координат т же углы ©, В, у, то заключаемъ, что поелфднее 
равенетво предетавляетъь соотношене между тремя углами какой угодно 
прямой въ проетранетвВ еъ тремя осями прямоугольной системы ко- 
ординатъ, & елфдовательно, и съ тремя какими бы ни было взаимно 
перпевдикулярными прямыми. и 

Равенетво (2), по зам нЪ въ немъ косинуеовъ ихъ выраженями 
черезъ синусы, можно предетавить еще слВхующимъ образомъ: 


512% —- 81128 -|- 8112 ==2. 


`892. Положимъ теперь, что черезъ начало координатъ проведены 
двз прямыя ОЁ и ОГ’ (Фиг. 98). соетавлаюция между еобою уголь $. 
Обозначимъ углы первой изъ этихъ прямыхъ съ осями прямоугольной 
системы т послфдовательно. черезъ х, В, ^, а второй черезъ 
г, В 

аа возьмемъ, какъ и прежде, на первой прямой точку Л, от- 
етоящую отъ начала на произвольное разетояте 4, и поетроимъ ло- 
маную лимю ОРМЛМ, состоящую изъ координатъ точки М, то будемъ 
имЪть, что проевд1я отр%зка О на прямую ОГ’ должна равняться 
проекщи этой ломаной на ту же прямую. Это- равенство аналитически 


——-= =. 


выразитея елёдующимъ образомъ: 

‚ 9605ф=—жеова -|- усозВ’ -- геозт. 
| Замзняя здзеь координаты =, 9, 2 ихъ выраженями (1) черезъ 
разетоян1е 4, будемъ имфть 


ОИ -|- 4еов Зы В’ -- деовуеов^/, 
отвуда, по: сокращеши везхъ членовъ из 4, получимъ 


с08ф—6059.6054: '{ совВеозВ’ - совуеов7. им 


Тавъ какъ ВсЯвЯ ДБЪ прямыя, параллельныя прямымъ ОГ и ОГ,, 
составляютъ между собою тотъ же вамый уголь ф, то заключаемъ, что 
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послЪднее равенство предетавляеть выражен1е косинуса угла между 
двумя какими бы ни было прямыми черезъ углы наклоненя этихъ пря- 
мыхъ съ тремя осями прямоугольной системы координатъ. 


Если двЪ разематриваемыя прямыя перпендикулярны между вобою, 
т 


ТО 605ф — © 03 5 


—0. ВелЪдетвле этого равенство 


059 ©0580 -|- е0зВ 088’ -- е0в- в05`/ = 0 


есть услов1е , перпендикулярноети двухъ прямыхъ. 


393. Возвышая обЪ части равенетва (3) въ квадрать и вычитая 
почленно изъ тождеетва: 


1 ==(е05%% -[- е05?8 -- е03* ео? -- в0328’-{- е08?-/), 
получимъ 


3112ф —=(е052а -- 03? В | е08?-/)(с0520/ -- е0з?8’-|- е032-/’) — 


‚ — (оз созо/ -{- возВ оз В’ -|- с0з-/е0з`//)?. 
Отеюдла, раекрывъ екобки и сокративъ подобные члены, находимтъ. 


112ф —60330 е05?[’-{- е05?В в082-/’-{- с083-у 08а -- 
-{ со? еоз3ое -{ е03?^/ ео? В’ -- е052%е082*’ — 
— 2608060568 е050/ е0з В’ — 2е05В е05"] 08 ’е0з-/\— 2608 е08-/ е05&' е08“” 
или | 
8112< —(е03% 058’ — е08 В вова)? -|- (созВ озу’ — с0з"/ воз В”) 
- (05% е0з-]’ — е08`/е050 )?, 


выражен1е синуса угла между двумя прямыми черезъ углы этихъ пря- 
мыхъ еъ осями прямоугольной системы координат. 
394. Положимъ теперь, что система координатъ, относительно 


которой разсматриваются дв прямыя ОГ и О1/ (хиг. 98), ееть коео- 
угольная, и обозначимъ углы между осями УОЙ, ХОЙ и ХОТ поел5- 
довательно черезъ Л, ш и у. 

Если сохранимъ для угловъ, сосфавляемыхъ прямыми линями между 
собою и еъ осями координатьъ, прежнее обозначеве и будемъ проекти- 
ровать ломаную лийю ОРММ и прямую ОМ еперва на три оси коор- 
_динатъ, & потомъ на прямыя ОЁ и ОГ’, то получимъ елздуюция пять 
равенетвъ: 


2 -- усозу - 2е08л==4е08& 
деову {- у-{- 2е08^—40853 
жеовл-|- увовА -|-2=4е08* НН ча: % = 4 
2еово, -|- уеозВ - 2е05у=@9 = 
жеова’ -- усоз[’-|- 2е08-/’ = 408$ | 
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Исключивъ изъ первыхъ четырехъ равенетвъ величины 1, у ёи 
4, получимъ (см. стр. 31) 


1, 05%, ео, ©05“, 


е05У, 1, е05^, 038, |__ (5) 
соз, 6©08^, 1, 603`], ия 
Г 
| 608%, ©0525, ©0857, 1, 


Это есть соотношене между тремя углами какой-нибудь прямой еъ 
осями косоугольной еиетемы координать и тремя углами наклонен!я 
этихъ осей между собою. 


Въ случа прямоугольной системы координатъ будемъ Нить 
с05\—@08.==608У==0, и поелЪднее равенство, по разложени опредъ- 
лителя, обращаетея въ равенетво (2). 


Юели исключимъ величины 5, у, 2 и 4 изъ трехъ первыхь и по- 
елЪдняго изъ равенетвъ (4), то получимъ соотношене 


1, 605%, с0з&, ©0859 
со 1, ©03^,  созВ 
оз, — ©озА, 1, 05 
е05%’, ©08’, 6©05^’, 080 


—0, 0..0... с (6) 


изъ котораго опредзляетея уголъ © между двумя прямыми по угламъ 
этихъ прямыхъ еъ осями косоугольной системы координатъ и угламъ 
между осями. 


При 05Ф==0 это равенетво представляетъ ‘уелове перпендику- 
лярноети. 


Въ предположении же, что в0зА==е0зи.—е05у ==0, будемъ имЪть, 
что система координалъ прямоугольная, и равенетво (6) обратитея въ 
‚равенство (3). | 

395. Помноживъ четвертое изъ равенетвъ (4) на 4 и замняя въ 
первой чаети произведен1я 405%, 4058, 403 ихъ выраженями изъ 
‘трехъ первыхъ равенетвъ, получимъ 


2(ж-|- усову-- гов.) -- 
-- У(хеову -- у- геозЛ) -- 
—- 2(хе0в №- уео5/ -- 2)==4?, 


откуда находимъ 
фа +22 -- 2угеов -- 2аееови- 2 е08У. 


„ Это ееть выражене разетояня какой-нибудь точки отъ. нача ла, 
‘кобрдинатъ чрезъ координаты этой точки относительно косоугольной 
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системы. Изъ него, какъ частный случай, получается равенство (2) пре- 
дыдущаго параграа (см. етр. 310). | 

Подобнымъ же образомъ, припоминая, что разности соотвЪтетву- 
ющихъ координатъ двухъ какихъ-нибудь точекъ (241, 91, 21) и (22, у», 20) 
равняютея косоугольнымъ проекцлямъ разетоян1я между этими точками 
на оси координать (сем. стр. 312), и замфчая, что поэтому три отр%зка, 
равные этимъ разностямъ и параллельные осямъ, могутъ соетавить ло- 
маную, соединяющую данныя точки, найдемъ для разетоян1я между 
этими точками елздующее выраженте: 


== (12 — 21) Е (и -Е (ее —ау- 
+2(у2—91 (22—21 )с08^-+2(2—21 22—21 )с08и.-+2(лх2—21)(У3—91)е05%. 


Отсюда, какъ частный случай, получимъ найденное выше выра- 
жене разетояв1я между двумя данными точками относительно прямо- 
угольной системы (см. стр. 309). 


396. До сихъ пооъ мы разематривали проекщи на прямыя липи, 
но въ аналитической геометрии имъютъ тайже очень важное значене 
проекщи на плоскоети. Положимъ, что намъ дана нфкоторая точка И! п 
плоскость АБС въ пространств (хиг. 99). Точка №, въ воторой эта 
плоскость пересзкаетея прямою, перпендику- 
лярною къ ней и проходящею черезъ точку в М, 
ЩИ, и называетея ироекщей точки И, на плос- 
хость АБС. Прямая же ММ, поередетвомъ 
‚ которой получаетея проекщя точки, ноеитъ на- 
зваз1е ея ироектирующей. 

Проектируюпия вевхъточекъ какой-нибудь 
прямой ДЕ образуютъ, очевидно, плоскость, а 
перпендикулярную къ плоскости АБС и перее$кающую ее по прямой, 
которую называютъ ироекщей данной прямой ОЕ. При этомъ веякому 
опредвленному отр%зку 1,5 на прямой ПЕ соотвЪтетвуетъ опред%-_ 
ленный же отрфзокъ №№ на ея проекция. 


м. В 





Подобнымъ же образомъ, опуская перпендикуляры на, плоекоеть АВС. 
изъ везхъ возможныхъ точекъ нфкоторой кривой лин!и или, вообще 
говоря, какой-нибудь хигуры, получимъ на этой плоскости проекю 
этой Фигуры. При этомъ прямыя, проектируюцйя кривую линию, обра- 
зуютъ поверхность, называемую цилиндрической. 


Вообще, цилиндрической поверхностью, или просто иилиндром 
называется поверхность, описываемая движущеюся прамою, НЫ ва. 
все 1 время. движен1я сохраняетъ евое направлеше (т. е. остаетея парал-_.. 


лельною одной и той же“прямой)` и. пересъкаеть. нзкотарую_ кривую. 
лино. Прямая, описывающая поверхность, называется при этомъ обра- 


3%5.254-—- 5-52 
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зующей цилиндра, а кривая, которую вез образующая должны перее%- 
кать, ея управляющей 1). 

При проектировании кривой ливи на плоскость, эта кривая елужитъ 
управляющей цилинира, образуемаго проектирующими прямыми. 


397. Проектировать точки на данную плоскость можно также пря- 
мыми, не перпендикулярными къ этой плоскости, а наклоненными къ 
ней подъ опредвленнымъ угломъ и параллельными между собою. Про- 
екця, получаемая такимъ образомъ, называетея наклонною или косо- 
уюльною. Проекцля же поередетвомъ перпендикуляровъ именуетея для 
отлич1я Ирямоуюльною или ортоюнальною. 


При проектировани параллельными прямыми проекщи на плое- 
кости, параллельныя между собою, очевидно, тождественны. 

Вакъ ортогональная, тажъ и наклонная, проекщи представляють 
частные виды проекции центральной, которая получается поередетвомъ 
проектирован1я прямыми лин1ями, исходящими изъ одной и той же точки, 
центра проекци. Предполагая, что дентръ проекции удаляется въ без- 
конечность, будемъ имЪть, что проектируюцщя прямыя д$лаютея парал- 
лельными между собою. р 


Центральную проекцию какой-нибудь хигуры называютъ также ея 
перспективою ?). 

Кели въ аналитической геометрли, говоря 0 проекщяхъ на плое- 
кость, не характеризуютъ ихъ какимъ-либо наименоватемъ, то подра- 
зумЪваетея, что р%чь идетъ о проекцляхъ ортогональныхъ. 


398. Цилиндричеек1я поверхности, управляющими которыхъ слу- 
жатъ кривыя второго порядка, называются цилиндрами второго порядка 
и подраздВляютея на цилиндры эллиптичееке, гиперболическе и пара- 
боличееке, смотря по роду кривой, служащей управляющею. 

Эллиптическй цилиндръ еостоитъ изъ одной еплошной полости, 
которая веякою плоекостью, не параллельною образующимъ, перее$- 
каетея по замкнутой линш, т. е. эллипеу. Чаетный видъ этой поверх- 
ности представляетъ прямой круглый цилиндръ, разематриваемый въ 
начальной геометрии. | 

Гиперболичеекнй цилиндръ, такъ же какъ и сама его управляющая, 
состоитъ изъ двухъ отдльныхъ частей, которыя каждою плоскостью, 
не параллельною образующимъ, пересВкаютея по. двумъ вВтвямъ 
гиперболы. | | 

.Наконець, параболичеекй цилиндръ соетоитъ изъ одной полости и 
плоскостями, не параллельными образующимъ, пересекается по параболамъ. 


') Сравн. еъ опредфлешемъ конической поверхности, стр. 256, 
7) Поняме о центральной проекши длежитъь въ основаши проективной 
геометр!и и въ частности проективнаго соотвфтетв!я (см. стр. 101). 
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Изъ веего этого видимъ, что какъ ортогональная, такъ и наклон- 
ная ироекия всякой лиши второю. порядка есть. лишая. пою же. мо- 
рядка. 1 и рода. 


399. Между длиною проектируемаго отр%зка прямой и его ортого- 
нальной проекшей на плоскость существуетъ такое же соотношенше, 
какъ и въ случаЪ проектировавая на прямую. Въ самомъ дл, про- 
ведя черезъ точку №: прямую, параллельную проекши №; № (хиг. 99), 
и обозначивъ черезъь С точку переевченя ея еъ прямою №№, полу- 
чимъ прямоугольный треугольникъ 1/:.Г.145. Уголь М1 Г, этого тре- 
угольника равняется, очевидно, углу, составляемому прямой ДЕ еъ ея 
проекщей № №. Называя этотъ уголъ буквою ф, будемъ имЪть 


М.Г—= М, М, с0з 
и, елЪдовательно, 


М №= М, МЬ 05 Фф. 


Проекщя равняется проектируемому отрьзку, умножениому не 
косинусь ума между ними. 


Равенетво это предетавляетъ завиеймоесть между абсолютными ве- 
личинами, а потому подъ Ф нужно разумЪть острый уголъ. 


400. Подобное же соотношен1е имфетъ м%ето между площадями 
проектируемой плоской Фигуры и ея проекши. Положимъ сперва, что 
Фигура эта есть треугольникъ 2/13 (Фиг. 100), одна изъ еторонъ. 
котораго, напр. Ми Мэ, параллельна плоскости проекшй МИР 


 * ы -—> "= зи >. ра Ыыыы... + 
‚ т (=... Ко, оды а мы > мочь: м. чт дк 


Проведя черезъ эту еторону плоскость, параллельную плоскоети 
проекц!й, и обозначивъ черезъ / точку переевчея ея съ прямою- 
МзМ№з, проектирующей точку Л, получимь тре- здерк 
угольникъ /1.2[., очевидно, тождественный съ 
проекщей №, № № даннаго. Еели затвыъ прове-. 
демъ черезъ прямую 1Л3М№ плоскоеть, перпенди- 
кулярную къ ирямой 1.5, и назовемъ черезъ 
К точку переезченя ея съ этою прямою, то, 
обозначая буквами А и 0) площади треуголь- 
ника Л.Л: и его проекши № №№, будемъ о. 
ИМЪТЬ Фиг. №00. 





} 


2А— И! .М.МК И о Ма (К. 


Обозначая, наконець, черезъ ф уголь МКТ, которымъ, очевидно, 
измвряетея двугранный уголъ между плоскостью оданнаго треуголь- 


ника, и плоекоетью проекцай, находимъ изъ прямоугольнаго треугольника. 
рожь, что. 


ТК—М.Кы 05 Ф. 


Анреевъ Анапитическая геометрия. 2] 
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| а 1] 
Отсюда, по умножении обЪихъ частей на > 0.» получимъ 


)—А соз ф. 


Допуетимъ теперь, что ни одна изъ трехъ еторонъ даннаго треуголь- 
ника, (1042/43 не параллельна плоскости проекшй. Въ такомъ случа% 





Фиг. 101. 


черезъ одну изъ трехъ. его вершинъ, напр. 
М, можно провести плоскость, параллельную 
плоскости проекшй и ветрёчающую противо- 
полхожную . сторону въ точкз Р, лежащей 
между двумя другими вершинами (Фиг. 101). 
Называя площади треугольниковъ 11№Р п 
МзМ.Р поесл®довательно черезъ А, и Аз, а 
площади ихъ проекщй №№ и №№0 черезъ 
Л: и ПД», 6 демъ ИмВТЬ 


А1--А,=А и 2+ 0.=р 


Но, на основами предыдущаго . 


0.=А, езФ и  1).=А» е08 ©, 


откуда, по. сложеши, получимъ 


р=А 608 Ф. 


401. То же самое еоотношеше имъетъ мзето и для плоекихъ Фи- 
гуръ; ограниченныхъ какими бы ни было ломаными лишями, т. е. для 
плоекихъ многоугольниковъ. Въ самомъ дзлВ, площадь такого много- 
угольника можно, ‘очевидно, раздёлить прямыми лин1ями на треуголь- 
ники, при чемъ проекши этихъ прямыхъ будутъ длить проекцию много- 
угольника. также на треугольники, служапие проекщями первыхъ. На- 
пиеавъ предыдущее равенетво для "каждой пары соотвзтетвеенныхъ тре- 
угольнаковъ и сложивъ: ве эти а аби то же соотноше- 
ве для многоугольниковъ. 

Наконець, то же вамое соотношене должно им®ть м3зето и для пло- 
цадей, ограниченныхъ кривыми литями, ‘въ чемъ можно убздиться, 
разематривая кривую, какъ предвлъь ломаной лиюи, прямолинейныя 
части которой безпредльно уменьшаются О Ни возра- 


стан ИХЪ числа. 


/ 


Итакъ, вообще, площадь проекщи всякой плоской $ биуры рав- 
няется площади самой проектируемой фиуры, умноженной на. косинусь 
ума между их плоскостями, 


= 898 — 


__ 402. ели обозначимъ площадь какой-нибудь илоекой хигуры че- 
резъ А и положимъ, что О», О,, Ш). суть площади ея проекцай на 
плоскоети координать 707, ХО7, ХОТ прямоугольной системы, то, 
называя буквами «, В, `/ углы перпендикуляра къ плоскости иной 
Фигуры съ осями ОХ, ОУ, 02, будемъ имЪть, на основанш преды- 
дущаго, 


).==А е0$ 4, Г,=Аооз В, О:=А е08-,, 


откуда находимъ 


О7- п? 2— Л (0324 -- воз? В т е052-/) =? 
и, елтБдовательно, | .: 
А—УЛ,2-- Л, з-- 1), р 


Площадь всякой плоской фииуры равняется” корню квадратному 
` 633 суммы квадратовь площадей ея проекций на три плоскости коорди- 


| 
‚„нать прямоуюльной системы. 


$ 3. Преобразоване координатъ. 


403. Замзна координатъ какой-нибудь точки относительно одной 
еистемы чрезъ координаты той же точки относительно другой востав- 
ляетъ то, что называютъ яреобразовамемь координать. ТЪ кооркинаты, 
которыя требуетея замфнить, называютъ обыкновенно, ярежними, а т, 
которыя вводятся на м$ето прежнихъ —новыми. и координаты мы ` 
будемъ обозначать чрезъ х, у, 2, а новыя чрезъ 2, у, #. 
Чтобы можно было произвеети названную рт въ какомъ-либо“ 
эналитическомъ выражении, нужно имзть соотношеня между прежними 
и новыми координатами въ вид выражен! прежнихъ координатъ че- 
резъ новыя и черезъ тз данныя или постоянныя величины, которыми: 
опредзляетгея расположение одной системы координатъ относительно’ 
другой. Соотношеная эти извъетны подъ назвашемъ формуле иреобра- 
зования координать '). Ё 

404. Найдемъ сперва хормулы преобразован!я прямолинейныхъ 
координатъь въ елвдующихъ двухъ частныхъ елучаяхъ. 

1-Й случай.—Объ системы координать имюють одинаковое направ- 
лен осей, но разныя начала. | 

Положимъ, что ОХ, ОУ, 07 суть прежея оси координать и 0! Х’,: 
О’У, 97 параллельныя имъ новыя (иг. 102). Обозначимъ черезъ 


1} Бавь видно :Изъ сказаннато, задача преобразованйя координать въ про- 
странствЪ имзеть то же самое значение, какъ и на, плоскости, и все разлие въ. 
дналитическомъ смысл СОСТОИТЬ ЛИШЬ ВЪ, числ Данныхъь и искомыхъ. 


91% 


= 394.2 


а, 6, с, координаты новаго начала относительно прежней системы. Этими 
величинами, очевидно, вполнз опредляетея расположене одной системы: 
координатъ относительно другой. 


Если черезъ данную точку 1 проведемъ 
плоскость, параллельную плоекоети УОЙ, и на- 
зовемъ точки перееЪчен1я ея съ осями ОХ ип 
0’Х’ поелъдовательно черезъ Р и Р’, а точку 
х переезчен1я плоекоети У’О’7 еъ осью ОХ. 
чрезъ В, то будемъ имЪть 


ОР=х, ОР’—=х, ОБ. 
Предполагая, что нормальный уголъ новой. 
системы помфвхаетея внутри нормальнаго угла 
прежней, и что данная точка М находитея внутри нормальныхъ угловъ- 
объихъ сиестемъ, будемъ, очевидно, имфть 






Фи. 103. 


ОР=ОВ-- ВРЕОВ- ОР 
ИЛИ 


х=—а- я. 


Такъ какъ, при веякомъ другомъ положен!и точекъ О’и М могутъь. 
измвнитьея только знаки входящихъ въ это еоотношене величинъ и,. 
при томъ, соотв тетвенно общему правилу знаковъ, то это ееть вполн® 
общее соотношене, имзющее м3ето при веякомъ раеположен1и геоме- 
тричеекихъ данныхъ, если только подъ буквенными обозначен1ями ра- 
зум$ютея алгебраическ1я значеня координатъ. 

Прим$няя т же соображешя къ осямъ у-овъ и 2-овъ, получимъ: 
подобныя же соотношетя между соотв$тетвующимъ имъ координатами 
и потому заключаемъ, что Формулы преобразован1я координатъ въ на- 
етоящемъ чаетномъ случа будуть: 


2—=а-- 2, | —_ ь 
, у—е-у, ›.... жж .. (1 
Е 


Эти хормулы имЪютъ м%ето, какъ въ случа прямоугольной, такъ 
и въ случа косоугольной сиетемы координатъ. 

_ 405. 2-й случай.-—Объ системы координать имьють одно и то же 
начало, но разныя направлетя осей. 

Въ этомъ елучаВ раеположен!е новой системы координатъ отноеи- 
тельно прежней опредвляетея углами, которые новыя оси соетавляють. 
еъ прежними или, вообще, еъ какими-нибудь прямыми, направлене ко- 
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торыхъ должно ечитатьея извзетнымъ при данномъ направлен!и преж- 
нихъ осей. 

Бухемъ обозначать углы, которые, какая-нибудь прямая /[,, состав- 
ляетъ съ осями координатъ обзихъ системъ чрезъ (АСВ ЮО 

Поетроивши ломаную линю ОРММ (хиг. 
103), состоящую изъ прямыхъ, равныхъ преж- 
нимъ координатамъ разематриваемой точки Л 
и параллельныхьъ прежнимъ осямъ, а также ло- 
маную линю О’Р’№ММ, имъющую такое же 
отношен!е къ новой системЪ, будемъ имЪть, что 
проекцли этихъ двухъ ломаныхъ, какъ соеди- 
няющихъ однф и т же точки О и М ва 
прямую Г должны быть равны между собою, 
т. е. должно быть 





хеоз(Ё.Х) -|- усоз(Ё У )-- 2608 [7 )==е05(ЁХ)- у’воз(Ё, У”) 2’соз( 1.77). 


Если возьмемъ кромЪ того три как1я-нибудь прямыя А, В, С, 
перпендикулярныя поелЪдовательно къ плоскостями УО7. ХОЙ и ХОУ, 
то, при такомъ же обозначен угловъ, будемъ имЪть: с 
| `&. 


03-4 У )==е08( А 2)= 605 ==0, 


в А м # 


со ВХ во В) -ооз —=0, 





в03(СХ)=е0( СУ Е 605 ==0. 


“ а 


Поэтому, зам$няя въ предылущемъ равенетвЪ о Ё поел%- 
довательно праны А, В, С, получимъ 


жеоз(АХ) =4'с0°(АХ)--у’соз(А У”) 2603(47’,, 
уго5(ВУ)—='е05(ВХ)-- усоз(В У”) и е0оз(В7), 
| 2е05(02)=5соз_СХ)--увоз. СУ”) 2’с0з(С7’), 


откуда ноходимъ 


05 (АХ) 
_ 27в08(ВХ)-Еу’еов(В У) 2’сов(В27) 
о В) с 
_ #еов(ОХ)-Русов(СУ”)-+ в08(02)) 
6080072) с 


_ ео АХ) Уеоа г воз” АР ) | 
|7: . (2) 


Это и есть хормулы преобразовая координатъ въ разематривае- 
момъ чаетномъ случа. Въ нихъ двзнадцать угловъ, входящихь во вторыя 


— 326 — 


части, должно считать данными, такъ какъ девять изъ нихъ (находя- 
пцеся въ чиелителяхъ) опредфляютъ направлен!е новыхъ осей относи- 
тельно прежней системы, а три остальные опредвляютъ взаимное нэ- 
клонеше плоскостей прежней системы. 


Сокражщенно предыдупия хормулы могутъ быть представлены сл%- 
дующимъ образомъ: 


= —- пу | 
ут НТУ Не еее. . (3) 
а=т’х-Р п’ р М’ 


# 


гдв коэффитенты т, и, 9, т, т... суть данныя величины. 


406. Въ общемъ елучаф, когда прежняя система ОХ, ОУ, 0Й и 
новая О’Х’, О’У’ 0’Й имъютъ какое-нибудь раесположене, т. е. во- 
обще говоря, различныя начала и различныя направленя осей, хор- 
мулы преобразовавтая координатъ получаются елЪдующимъ образомъ. 


Вообразимъ третью сиетему коорхинать О’Х”, О’У”, О’, которой 
оси имфютъ направлен!е, одинаковое еъ осями прежней, а начало со- 
впадаетъ съ началомъ новой сиетемы. Обозначая координаты точки 
отноеительно этой вепомогательной системы черезъ 4”, У’, #’, будемъ 
имфть для перехода отъ прежней сиетемы къ вепомогательной, на оено- 
вании Формулъ (1), 


д—а-- 7, у==Ь-- у”, 2==6-Ё 2”, 


и для перехода отъ вепомогательвой системы къ новой, на основан 
Формулъь (3), | 
’—=тх-пу-Е г, 
ут --ту-Еру, 
2’ — "пу "2 #. 


Исключая отеюда вепомогательныя координаты д”, у”, 2”, получимъ | 


х==тх пу рог Е а 
ут ту +7 }........ (4) 
А УЗИ ЕГС 


Формулы преобразования, А координаты одной и той же точки 
отноеительно двухъ какихъ бы то ни было прямолинейныхъ сиетемъ. 
Изъ нихъ видимъ, чо координаты точки _ относительно одной _ прямо- 
линейной системы выражаются черезь ел координаты ‚относительно друюй 


очень рилкыр4 Ты 47-74 


`динейн НО, 7. е; мноючленами п 6рв0й степени. 
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407. Формулы (2) принимаютъ болзе простой видъ въ томъ елу- 
чаЪ, когда прежняя система координатъ прямоугольная. Въ самомъ 
ДБлЪ, въ этомъ случа прямыя А, В, С можно предполагать совпадаю- 
щими послёдовательно еъ осями ОХ, ОУ, 042, и такъ какъ при этомъ 
будемъ имфть 


_ во8( А Х)==соз(ВУ)==е08(0.2)=1, 
то хормулы (2) обратятея въ 


2—5 е08(Х.Х”) -|- у’еоз(Х У’) 7’е0$( ХР, 
у=2/е08(УХ)-- у’с0з(УУ5)-- ге0з(У7), 
2—1 в05(#.Х”-- у еб (У) гео (227), 
Или 
| —=2’608% | у’созВ-- #’с05) 
у—а’еоза/--у’еовб’-Н2’е0з Г... .... (5) 
2=’еоза”--У’еоз”--=’в05/” \ и 


ЭдЪеь углы, образуемые новыми осями съ каждой изъ прежнихъ 
обозначены особыми буквами о, В..., при чемъ значеюе каждой буквы 
въ отдфльноети указываетея лучше всего таблицею 





| х ЕВЕ 
|4] 8 ву 
У |= ее 
вт . 










гдВ въ началЪ каждой строки и вверху каждаго столбца поставлены 
наименованя осей, уголъ между которыми обозначается буквою, пом%- 
щающеюся въ этой строк и этомъ столбиф. 

. Велфдетвле того, что прежняя система координатъ прямоугольная, 


между этими: девятью Вы должны имъть м3%зето Е соотно- 
шеня: | 


сова, -|- сова -- сова —1 о: 
с0528 —- 0528 -|- в083 8—1 Г... (6) 
| ОР -- ©0382” ==1- 


Кром того, чрезъ тз же девять угловъ могут быть выражены 
‘углы между новыми осями елЗдующимъ образомъ: 


сов(Х’ У’) ==еоваеозВ -[--с0з0геоз В’-|- с05’е08"; | 
во8(Х’7”)—еозаеов у -|- с059’с0з-/”-|- сова” е08/”, 
соз( У’2”) =еовВеов- -|- созВ’е0в\'-|- созВ”еов-”.. 
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408. Если 0бЪ системы кооркинатъ прямоугольныя, то Формулы 

преобразованя координатъ сохраняютъ тотъ же видь (5), но между 

углами, образуемыми осями, будутъ существовать еще три соотношения. 
Въ вамомъ дЪл, такъ какъ въ этомъ случа 


`“. 


воз(Х’ У”) = в03(Х 7 == 03 РР) ео =0,, 


то поелвдн!я три равенства даютъ 


03208 В -- созх’соз В’ -|- сова ’еов В” =0 
©050е05-7 | ©030'е08 ^/ -- 03%”е0$^/” =0 ее. (7) 
е0зВео5-, - е083’е05-/’ -- ве0з8”е03-/”=0 


Такимъ образомъ, девять угловъ ©, 6, у, &...”/”’ оказываются евя- 
занными шестью независимыми между собою соотношенями (6) и (17), 
а потому только три изъ этихъ угловъ могутъ быть взяты произволь- 
но для опредвлетя раеположен1я одной системы координаль отноеи- 
‘тельно другой. 

Когда об системы координатъ прямоугольныя, то, все, что гово- 
рилось о новой енетемв по отношеню къ прежней должно имзть мЪе- 
то и для прежней системы по отношеюмю къ новой. Основываясь на’ 
этомъ, заключаемъ, что на ряду съ соотношенлями (6) и (7) должны су- 
ществовать еще ел5дуюпия: 


‘05% —- е08?В -- е03?у =1 
е0830’ —- в052(7 -- в052^/^ —1 1... . (8) 
050” | ©0526” -{- с082-у" = 1 


050030’ —- созВеозВ’ - е08^/в05`]’ ==0 
е080е080.” | еозВеов В” -- е05-/е08-”—=0 р... (9) 
е050/’6080”-- возВ’созВ”--е08-/е0зу”=0 


Но эти поелфдея соотношевля не независимы отъ прежнихъ, а на- 
‘противъ, еоетавляютъ ихъ слЪдетыя. Чтобы убЪдитьея въ этомъ, за- 
мвтимъ прежде всего, что при услоыи (6) и (7) изъ равенетвъ (5) 
весьма просто получаютея елздуюпия: 


7 
, 


у 


д’ —2е08% -|- уе039 -- 2050” | 


+ 


—=е0зВ -- усоз’ -{- 2е088” }....... ‚ (10) 


2’ =хеоз-/ | уеоз*' 203” 


Такъ, напр., чтобы получить первое изъ этихъ. ране, НУЖНО 
‘только равенетва (5) пОМНОЖИтЬ поелвловательно на 08, ‚0897, е03@.” 
и результаты: СЛОЖИТЬ. 
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ДалЪе очевилно, что при веякомъ положен1и точки М должно имВть 
мзето тождество 


уе Ажя*-у- 2”, 


0бв части котораго выражаютъ квадратъ разетояня этой точки отъ. 
общаго начала обзихъ системъ координатъ. 


Подетавляя во вторую часть на мЪъето 2’, У, # ихъ предыдущия 
выраженя (10), представимъ это тождество въ видв 


даа 2 — 
—2%(е05%% -- 0528 --с03°, )-- ?2у(еозосова" -- со5В сов” -- е0$-ус05`/ + 
+902 -- сз? 8’ -|- оз?” ) -|- 2хг(еовхсозо” -- еовВ созВ” -- е0з` с05-/””) + 
+2? (еоз?о” —-- в082”” | соз?-/”) -- Зуг(воа с08%” - еозВ’созВ” -|- с0з“/’ 08"). 


Такъ какъ это равенство должно имЪть м%ето при веякихъ значе- 
шяхъ 2, 9, 2, то коэффишенты подобныхъ членовъ въ обЪихъ чао- 
тяхъ его должны быть равны между собог. Это и приводить наеъ къ 
ороиотавих (8) и (9). 


409. Изъ соотношений (6) и (7) могутъ быть выведены также, какъ 
«елвдетвя, многмя другя. Такъ изъ двухъ первыхъ енеч группы 
(7) находим 


605% сова” = : сова” 
зо с05"/” — 08” с08^] ” 60887605 —с08 В воз” АЕ —6058' сор 
-Е Уеоз?а, -- 0520г -- 052 а 
> (с В’ с” — се” сз’ -| (езВ” с — езВ сз” - (88 ев’ — езВ’ сз-/)*. 





Но, какъ мы видзли выше (ем. стр. 817), 


(совВ’ е05`” — 036” еоз-у’)?-- (созВ” воз —е08В еоз^/”)-- 
и 
-- (созВ соз-]’— 03’ воз = 7) = 5^-5 == 
Велфдетве этого, принимая во внимате ыы ИЗЪ Е: (6), 
ак имтЬ | 


205“ Я __. 6084 


е05['’608`]” — с05” е0з-’_ — со” с03:/ —е03В с05]” 
055” 
-==СТ. 


_ ©0368 605’ — ©0386’ 05" 
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откуда, | 
05%. == Е (е08’ в08`/” — еозВ” сов’) :. 
сова, == Е (е08В” с05-] —с05В в05\”) ..... (11) 
080” — Е (е088 с05`/’ — е05В” 08“ ) 


Здъеь во вторыхъ чаетяхъ верхее знаки соотвзтетвуютъ верх- 
нИмЪ и ниже нижнимъ. 

Подобныя же равенства можно вывеети изъ каждыхъ двухъ дру- 
гихъ равенетвъ группы (7), а также и изъ группы (9). 

Умноживъ равенетва (11) поелзковательно на 08%, 080’, ©0850” т 
селоживъ результаты, получимъ 


с05(еозВ” сов-/” — еозВ” е0з-/”)- сова (е0з в” с05"/— 08 В с08'”) -- 
- воза” (еозВ соз`’— сз’ сов) == ы 


или, что вее то же, 


08%, с03В , е08\ 
ей со8В’, ие Е 1. 
с0з0”, е08”, 08” 


410. Когда дв5 ирямоуюльныя системы координальь . -ОХ, ОУ, 041, 
И и, ОУ’, 07’ имъютъ общее начало О (Фиг. 104), то для опред- 

лешя расположеня одной. изъ нихъ о отноеи- 
тельно другой можно употреблять слЪдуюпие: 
три угла: 1) уголъ $, составляемый прежнею- 
осью ОХ съ прямою ОЁ пересвченя плос- 
костей ХОТ и Х’ОУ’, 2) уголь 4 наклоне- 
_н1я этихъ плоскостей между собою, который, 
| очевидно, ‹ равняется углу между деями ОЙ и 

Фиг. 104. 07, и 3) уголь $, ‹ соетавляемый прямою-. 
ОГ съ новою осью ОХ”. 

Что этихъ трехъ угловъ совершенно достаточно для названной ц%ли, 
слфдуетъ изъ того, что, зная ихъ и имвя прежнюю сиетему координатъ, 
легко найти построешемъ сперва прямую ОГ, а затёмъ ве плоекоети 
и оеи новой еиетемы. | | 

Удобетво употреблен!я этихъ угловъ. заключается главнымъ обра- 
зомъ въ томъ, что чрезъь ихъ тригонометричеекя величины (еинуеы и 
_ коеинуеы) выражаютея реййонально косинусы везхъ девяти употребляв- 
_щихея выше угловъ а, В, ‘|, @’,... т,-е. ве коэофищенты въ хормулахуъ. 
_преобразован1я координатъ. Еели же мы стали бы употреблять для: 
опредвленя взаимнаго расположен1я системъ координатъ каже-нибудь- 
три изъ этихъ девяти угловъ, то для косинуеовъ. ‘шести остальныхъ- 


нельзя было бы получить изъ уеловйй (6) и (7) или (8) и (9) ращлональ- 
ныхъ выраженй. 
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Соотношен1я, опредёляюцйя коеинусы девяти угловъ ©, 8,... черезъ 


углы ©, фр и } извЪетны подъ назватемъ ‚Формула Ва, Займемсея 
ИХхЪ ВЫВОДОМЪ. 


411. Вообразимъ дв вепомогательныя системы координатъ ОХ\, 
ОУ, 071 и ОХ», ОУь, 025. Пусть первая изъ нихъ имЪетъ такое 
положене въ проетранетв», въ которое первоначальная сиетема ОХ, 
ОУ, 02 можетъ быть приведена поередетвомъ вращеня около оси 
2-овъ на уголъ $. Слдовательно, оеь Ол вовпадаетъ еъ осью 0 и 
ось ОХ: еъ прямой ОГ. Пусть вторая вепомогательная система коорди- 
натъ имфетъ такое положеше въ проетранетвъ, въ которое первая ОХ1, 
ОУ:, О можетъ быть приведена поередетвомъ вралценая на уголъ 4 
около оси 2-овЪ или прямой ОГ. Слвдовательно, овь ОХ» совпадаетъ. 
съ осью ОХз и 0еь 075 съ овью О’. Очевидно далфе, что ееди вто- 
рая вспомогательная сиетема будетъ повернута около оеий г2-овъ на уголъ 
\, то она придетъ въ совпаднн съ новою изъ данныхъ системъ ОХ', 


0У’, 07. 


Итакъ, прежняя изъ данныхъ еистемъ координатъ приводится въ. 
совпадете съ новой поередетвомъ трехъ поел$довательныхъ вращен!й: 
1) около оси 2-овъ на уголъ $, 2) около оеи 2-овъ на уголъ $ и 3) 
вторично около оси 2-овъ на уголъ ф. Понятно, что посредетвомт тВхъ. 
же трехъ вращенй, произведенныхъ въ обрэл- 
номъ порядкз и въ обратномъ направлении, 
новая система координатъ приводится въ сов- 
падене съ прежней. 

Легко видЪть изъ поетроения, что когда 
дв$ прямоугольныя сиетемы координатъ имзютъ 
общее начало и одну общую оеь (напр. ось 
2-овЪ) (®иг. 105), то одна изъ координаль ка- Фиг. 105. 
кой-либо точки, именно координата, отм риваемая по общей оси, бу- 
деть та же самая относительно обфихъ системъ. Зависимость же между 
остальными координатами будетъ выражаться извзетными хормулами 
преобразован1я прямоугольныхъ координать на плоекости (ем. стр. 13). 





На этомь оенованш Формулы для перехода отъ первоначальной еи- 
стемы координатъ ОХ, ОУ, Ой кь Ня вепомогательной ОХ!, ОУ:, 
О. будутъ: К: 


2—2: 608 —увтф ) — 
у=ал ваф-- у1е08Ф ф.о... (12). 
Формулы же для перехода, отъ первой вепомогательной системы ко’ 
второй вепомогательной ОХ, ОУ», 025 будутъ:. 
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откуда 
03%. = Е (е03В’ 08” — еозВ” сов”) | 
воза’ = 5 (е08В” в05` —с08В с0зт”) {..... (11) 
0307” ==-Е (в08В е08-’ — воз’ в08“/ ) 


_Здвеь во вторыхъ чаетяхъ верхне знаки соотввтетаоть верх- 
нимъ И нижн!е нижнимъ. 

Подобныя же равенства можно вывеети изъ каждыхъ двухъ дру- 
гих равенетвъ группы (7), а также и изъ группы (9). 


Умноживъ равенства (11) поелфдовательно на с0з&, 03а”, в05а” и 
сложивъ результаты, получимъ 


е050(е08В’ соз"/” — еозВ” е0$^ Ра 08а’ (со5 В” с05-/— е0зВ воз") -- 
И В с03-’— е05В' нЕ 1 
или, что вее то же, 


08а, в05В, 003’ 
6050, 088’, _ ©08/” |==2Е1. 
с08%”, 088”, е08“” 


410. Когда дв ирямомольныя системы координать - -ОХ, ОУ, 02. 
и 0х, ОУ, 07’ имвють общее начало О (иг. 104), то для опред%- 
лешя раеположемя одной. изъ нихъ‘ отноеи- 

тельно другой можно употреблять олздуюпае: 
три угла: 1) уголь ф, соетавляемый прежнею- 
осью ОХ еъ прямою ОЁ переевченя плос- 
_коетей ХОУи Х’ОУ,, 2) уголь $ наклоне- 
ня этихъ плоскостей между собою, который, 
очевидно, равняется углу между деями ОЙ и 
07, и 3) уголъ ф, составляемый прямою-. 
ОГ съ новою осью ОХ.. 

Что этихъ трехъ угловъ совершенно достаточно для названной цфли, 
елЪдуетъ изъ того, что, зная ихъ и имя прежнюю систему координатъ, 
легко найти поетроенмемъ сперва прямую ОЛ, а зат8мъ веЪ плоекоети 
и оси новой сиетемы. 

Удобство употреблевя этихъ угловъ заключаетея главнымъ обра- 
зомъ въ томъ, что чрезъ ихъ тригонометричеек1я величины (синусы и 
восинусы) выражаются наи косинусы везхъ девяти употребляв- 
ихея выше угловъ %, В, у, ©’,... т.-е. вез коэофищенты въ Формулахтъ. 
 преобразован!я координатъ. Иели же мы стали бы употреблять для 
опредвлен!я взаимнаго расположеня сиестемъ воординалтъ каке-нибудь- 
три изъ этихь девяти угловъ, то для косинуеовъ. ‘шести оетальныхъ. 


нельзя было бы получить изъ ‘уеловй (6) и (7) или (8) и (9) рашлональ- 
ныхъ выраженй. = 
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Соотношешя, опредьляюпйя косинусы девяти угловъ х, В,... черезъ. 


углы ф, {фи 3 извЪетны подъ назвашемъ формуль Эйлера. Займемея 
ихъ выводомъ. 


411. Вообразимъ дв вепомогательныя системы координатъ ОХ\, 
ОУ, 071 и ОХ», ОУЬ, 025. Пуеть первая изъ нахъ имЪетъ такое 
положене въ пространетвЪ, въ которое первоначальная система ОХ, 
ОУ, Ой можеть быть приведена поередетвомь вращен1я около оеи 
2-овъ на уголъ $. Слздовательно, ось О71 вовпадаетъ съ осью Ой и 
ось ОХ, еъ прямой ОГ. Пуеть вторая вепомогательная система коорди- 
натъ имфетъ такое положеше въ проетранетвъ, въ которое первая ОХ\!, 
ОУ:, О можеть быть приведена поередетвомъ вращен!я на уголъ 
около оси 1-9въ или прямой ОГ. Сльдовательно, ось ОХ. совпадаеттъ. 
еъ осью ОХ и ось 072 съ осью О. Очевидно дадЪе, что если вто- 
рая вспомогательная система будетъ повернута около оси 2-овЪ на уголъ 
{, то она придетъ въ совпадение съ новою изъ данныхъ системъ ОХ”, 


ОУ’, ОГ. 


Итакъ, прежняя изъ данныхъ системъ координатъ приводится въ. 
совпаден1е съ новой поередетвомъ трехъ поелдовательныхъ вращен!й: 
1) около оси 2-овъ на уголъ ©, 2) около оеи д-овъ на уголъ $ и 3) 
вторично около оси 2-овъ на уголь ф. Понятно, что поередетвомъ твхъ. 
же трехъ вращенй, произведенныхъ въ обрат- | 2! 
вомъ порядкв и въ обратномъ. направлени, 

новая система координатъ приводится, въ еов- 
паден1е еъ прежней. 

Легко видЪть изъ построеня, что когда 
дв прямоугольныя системы координатъ имфютъ. 
‚общее начало и одну общую оеь (напр. ось 
2-овЪ) (иг. 105), то одна изъ координатъ ка- Фиг. 105. 
кой-либо точки, именно координата, отм5риваемая по общей оси, .бу- 
деть та. же самая относительно обфихъ системъ. Зависимость же между 
остальными координатами будеть выражатьея извзетными Формулами 
преобразовавя прямоугольныхь коорхинатъ на плоскоети (ем. стр. 13). 





На этомъ оенованши хормулы для перехода отъ первоначальной еи- 


стемы координатъ 0.Х, ОУ, ОЙ къ т вепомогательной ОХ:, ОУ:1, 
ОЙ будуть: 


инь: 1605$ — 1 виф 


— а миф--у1с08ф | не а а. (10 
2—1. ы 


Формулы же для перехода отъ первой. вепомогательной системы ко. 
второй вспомогательной ОХ, ОУ», ОЙ» будутъ:. 


1 = #5 
==26089 — 2981$ $... . (13) 
21==928104 сы 


Наконецъ, Формулы ЛЯ перехода отъ второй вепомогательной сви- 
стемы къ НОВОЙ изъ данныхъ ОХ”, ОУ”, 07’ будуть: 


да==1’е08 — Узи 
уе—2 эт - У’с08$ А а Фе в ЗИ 


29—=2’ 


Подставляя въ равенства (12) на мъето 21, 91, 21 ихъ значен]я 
изъ равенетвъ (13) получимъ 


21—2608ф — Уз пф е08$ -- 22811ф 1, 
у=хэзф -{ у2е03Ф ©0859. — 22608Ф э1 $, 
2—5 $ -Ё 226089. 


| Подставляя же въ эти поелёдийя равенетва на мфето 1о, Чо, 29, ИХЪ 
значеня изъ равенетвъ (14), получим: 


1==4'(е089 608 — зш® афьов)- — 
— У’ (созфзшф -Е пФ е08е053:) | г’зтфзт 9, 
у=зшфео8{ + еозфзшфео83') — 
—9(прёш — с05фе08фе053')—2'608ф 511, 
= зикузиы} +7 085119 -- 2’с059. = 


Эти три равенства и прехетавляютъ хормулы преобразоватя ко- 
юрдинатъ, связывающая координаты точки относительно двухъ данныхъ 
еистемъ. Сравнивая ихъ съ Формулами (5), еъ которыми онф должны 
быть тождественны, мы и получимъ Формулы Эйлера: 


с05%—605Ф вовф— 91иФ ви е059,, 
созВ —— 088—811 205 ©0583, 
ры —81199104, 

6084 ‚Тыл овф +. возфешу е08$, 
созВ'==— 811$ разику + е05ф 08 е089, 
еов^ —=— 608$ 819. 

6080” == фз, 

е088”=в08Ф #8, 

вов’ = —608%..^` 
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$ 4. Полярныя координаты. 

412. Въ пространетвЪ, какъ и на плоскости, кромЪ епособа прямо-— 
линейныхъ координатъ могутъ быть употребляемы для опредвленля’ 
положен1я точки многе друпе подобные же епоеобы. Употреблеше по- 
лярныхъ координатъ во многихъ вопроеахъ (и даже наукахъ) оказы- 
вается предпочтительнъе по самой сущноети этихъ вопроеовъ и потому 
необходимо, съ еамато же начала геометрли въ пространетв№, еоета-- 
вить объ этихъ координатахъ етоль же точное понят!е, какъ и о прямо- 
линейныхъ. 


Положимъ, что мы имЪемъ прямолинейную систему координатъ ОХ, 
ОУ, ОЙ и нзкоторую точку М въ проетранетв® (Фиг. 106). нии 
прямою лин1ей точку 1 съ началомъ коорди- 
натъ и назовемъ разетоян1е ОМ буквою х. 

Прямая ОМ будетъ соетавлять съ осью 
ОХ опредъленный уголь МОХ, который уело- 
вимея обозначать буквою $. 

Плоскость МОХ будетъ составлять еъ 
плоскостью ХОТ также опредфленный двугран- У 
ный уголъ, мёрою котораго будетъ линейный 
уголъ МРМ, получаемый отъ пересзченя этого 
двухграннаго угла еъ плоекоетью, проведенною черезъ М перпендику-- 
лярно къ оси ОХ, или равный ему уголь ГОУ, получаемый отъ- 
переевчен!я того же двуграннаго угла плоскоетью УОЙ. Будемъ обо- 
значать этотъ уголъ буквою ^/. | 





Фиг. 106. 


Легко видфть, что тремя величинами 7, Ф, А положеше точки М 
въ пространств вполнз опредвляетея точно такъ же, какъ тремя прямо- 
линейными. координатами. Дъйетвительно, зная уголъ А, можно по- 
строить плоекость МОХ. Затьмъ, зная уголь Ф, можно построить ВЪ. 
этой плоскости прямую ОМ. Наконецъ, зная разетояне ’› МОЖНО 1ПО-- 
строить и точку М. | 


Эти три величины и, ©, \ и называютея полярными координатаме- 
точки Л; при этомъ длину х принято называть радусомь вектором. 

ТЪ начала, отъ которыхъ отмвриваютея эти величины, соетавляютъ. 
собетвенно систему кодрдинать. ОнЪ суть: 1) точка О, ‘отъ которой 
отмфривается разетояше 7 п которая называется полюсомь системы, 2} 
прямая ОХ, отъ которой отечитываетея уголъ ф и которая называется 
полярною осью ‘и 3) плоскоеть ХОУ, отъ которой отечитываетея дву 
гранный уголъ Л и которая называетея полярною плоскостью. 

413. Для того, чтобы въ опредзлен1и плоскости МОХ позредетвомъ- 
угла Л не ветрчалоеь неопред®ленноети,. достаточно отечитывать этотъ- 
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уголъ веегда въ одномъ направлен1и и придавать ему положительныя 
значен!я; не превышаюния 360°. 


Точно также веякое сомнзв1е въ опредВлен!и направлен!я прямой 
ОМ устраняетея, если, при предыдущемъ условш, углу Ф будемъ давать 
положительныя значеня, не превоеходяпая 1807, условившиеь при 
этомъ, отъ какого направлен!я полярной ОСИ И ВЪ ино сторону этоть 
уро долженъ отечитываться. 


Очевидно, что при везхь названныхь уселовяхъ, длин и уже 
нфтъ надобности приписывать отрицательныхъ значенй, такъ какъ 
углами Л и ф вполнЪ опредфляетея направлен!е, въ которомъ елёдуетъ 
отмфривать это разетояне по прямой ОМ. 


Итакъ, вез три полярныя координаты мы можемъ ечитать величи- 
нами положительными, не выходящими изъ опредъленныхъ предфловъ; 
именно: для длины 7 предвлы суть 0 и -| ©, для угла © предёты 
еуть 00 и 180°, для угла Л предьлы суть 0 и 3600. 


Иногда, впрочемъ, для опредвленя направлен1я прямой ОМ въ плос- 
кости [ОХ употребляетея не уголъ Ф, а. уголъ &, дополнительный 


къ нему до 90° и изм5ряющий наклонене прямой ОМ къ плоекоети 


УО7, проходящей черезъ поёюеъ и перпендикулярной къ полярной 
оси. Такъ какъ прямая О2М можетъ быть отклонена отъ. плоекоети. 
УО7 или, что вее то же, отъ прямой ОЁ въ ту или другую . еторону, 
то углу © приписывають какъ положительныя, такъ и отрицательныя. 
значення, но не превосходяпия по абсолютной величин 90°. 


Точно таже можно условиться уголь Л отечитывать въ двухъ про- 
тивОполоЖныхЪ направленяхъ и, елВдовательно, придавать ему какъ 
положительныя, такъ и отрицательныя значеня, но при этомъ абеолют- 
ная величина его не должна превышать 1800. 


Еели уголъ ф равняется нулю или 180°, то точка М должна нэ- 
ходиться на полярной оси, и положеше ея опредвлится въ этихъ слу- 
чаяхъ однимъ только ратуеомъ векторомъ г независимо отъ угла ). 


Точно также. однимъ только услоемъ “==0, независимо оть зна- 


щен угловъ фи А опредьляетея единственная и ‘опредвленная точка 


Врат Н именно м О, полюЮСъЪ системы. 


_ 414. Ве точки, для воторыхь радуеъ векторъ имзетъ одну и ту 
же величину, находятея, очевидно, на ехерЪ, имвющей центръ въ нпо- 


` люев. Положене точки на этой ехерф будетъ, сльковательно, опредВ- 


ляться только двумя координатами ф и А, подобно тому, какъ двумя 
`жё координатами опредвляется положене точки на плоекости. 


При этомъ, вывето угловъ фи Л могутъ быть ВЗЯТЫ. ии ряющя 
ихъ уги. большихь круговъ. Тавкимъ образомъ въ геограви опредз- 
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ляется положеве точки на земной поверхности, гдЪ эти дуги называ- 
ютея мюотою и долютою. Такимъ же образомъ въ аетрономши опре- 
дЪляетея положене точки на небесной схерЪ, гдЪ эти дуги получаютъ 
различныя назван!я, емотря по началамъ, отъ которыхъ он отечиты- 
ваются. 

415. Вопросъ о преобразованш полярныхъ координатъ въ проетран- 
ств рьшаетея при помощи координать прямолинейныхъ. Въ самомъ 
ДЪлЬ, такъ какъ обшйя Формулы для перехода отъ одной прямолинейной. 
системы координатъ къ другой, также прямолинейной, намъ уже 
извзетны, то достаточно найти Формулы, евязываюция полярныя коор- 
динаты точки съ какими-нибудь прямолинейными. УдобнЪе веего для 
этой цёли взять прямоугольную систему, въ связи съ которой мы и 
разематривали выше полярную (иг. 106), т. е. такую, которая имЪетъ 
начало координатъ въ полюеЪ полярной системы, которой ось ОХ еов-. 
падаетъ съ полярною осью и которой плоскость ХОТ совпадаетъ еъ 
полярною плоскостью. 

Для такой систеты координаты точки. Г будуть. 


‚@— ОР, у=РМ, = ММ. 


Но изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ОРМ и ММ№Р имъемъ 
ОР==ге05$, ИР—ито, 
_РМ—МРоеоз), ар 
 Велбдотне. этого будемъ имЪть 
1==7е08ф ее о рр 
УЗИ Фе 0ВА че а а ыжекыы (9 
== тфзшА А 


Эти Формулы и выражаютъ аианне:: координаты въ по- 
ря | 


ии ‚ равевотва (1} въ. Блодрать и сложивъ результаты, но- 
лучимъ. . 


ау. . ь ® к .® м |. з ® ° (2) 


Вели же раздёлиить третье. изъ равенетвъ (1) на второе, то получимъ 
ар 
—==4ю4. . ® + ® ® » о оо ® (3) 


Кром того, вОЗвысивЪ въ квадрат два, поохвиия равенства, (1) 
и сложивъ результаты, нэйдемъ 


у = а ] З 
у 2 —7`51-Ф, 
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откуда 
| Уу?-- 22 = гэт Ф, 


и раздзливъ это равенство на первое изъ равенетвъ (1), получимъ 


ра 
ее. - (4 


Равенетва (2), (3) и (4), хаютъ намъ елВлдуюшуя выраженя поляр- 
ныхъ координатъ чрезъ прямолинейныя 
= 2 --у* + 2*, 
Уз? - 2? 
т 





< == —— 


Л—=аге{ гта 
я у 


З 5. Геометрическое значене уравнении. 


416. Мы видзли выше, какое значенте имфютъ уеловя 
Х==а, у=6, #==С, 


взятыя порознь или въ соединени между собою (ем. стр. 308). Эти 
услов1я, дающия непоередетвенно величины координатъ, сами могутъ. 
быть получаемы, какъ р»шен1я нЪФеколькихъ уравнейй съ соотвЪт- 
ствующимъ чиеломъ неизвзетныхъ, означающихъ координаты. 
Отдвльно взятыя, такя уравнен!я могутъ быть также иетолковаиы 
геометрически. Постараемся найти ихъ значения. 
_ Положимъ еперва, что мы имЪемъ уравнене съ двумя неизв5етными 


в очен 0 


На плоскости ХОУ относительно осей ОХ и ОУ это уравнеше 
ирежаоть, какъ извзетно, нзкоторую линю.АБ (Фиг. 107). Еели возьмемъ 
на этой лини какую-нибудь точку №, которой 
координаты суть х—а и у=б, то величины 
эти будуть удовлетворять разематриваемому . 
уравненшю (1). Проведя же черезь № прямую, 
параллельную оси 07, будемъ имЪть, что вея- 
кая точка Л, на ней лежалцая, иметь т№ же 
координаты х и у. Уравненю (1), какъ ана- 
И | .  литичеекому уеловю, подчиняются, слфдова- 
о > 107. . тельно, ве точки прямой ММ. _ 

о бе “Такъ какъ точка № взята произвольно на 
ли АВ, то сказанное о ней можеть быть отнесено и ко веякой дру- 
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гой точкз этой линш. Поэтому заключаемъ, что уеловю (1) удовле- 
творяютъ точки везхъ возможныхъ прямыхъ, параллельныхъ оси ОЙ 
и пересвкающихъ линю АБ. Веф эти прямыя образуютъ, какъ из- 
вветно, цилиндрическую поверхность, для которой лишя АВ ееть 
управляющая. 


Сказанное справедливо и для уравнен!й 


(т, 2)==0, | Г(у, 2)=0 


еъ тою лишь разницею, что прямыя, образующя выражаемыя ими 
поверхности, будутъ имЪть направленя другихъ осей координатъ. 

Итакъ, всякое уравнеше сь двумя какими-нибудь изь трехь неизвьст- 
ныхь д, у, & выражаеть относительно ‘прямолинейной системы коорди- 
нать цилиндрическую поверхность, образуюиия которой параллельны од- 
ной изь осей координать, 4 именно оси, носящей нанменоваме недостою- 
оло в5 уравнении неизвиетномо. 

417. Если приеоединимъ къ уравненю (1) уелове 


ве, 


то еовмзетно они будутъ опредфлять ве тЪ точки, которыя лежатъ 
одновременно и на цилиндрической поверхности (1) и на плоскости 
КЬГ, выражаемой этимъ условемъ. Другими еловами, еовокупноетью 
ихъ будеть выражаться лия А”В’, по которой цилиндричеекая по- 
верхность (1) пересЪкается этой плоскостью. 

Отеюда слфдуетъ, что и лимя АВ выражается въ проестранетв® 
не однимъ только уравневемъ (1), а совокупностью этого уравнен!я 
съ усломемъ 2=0,`которое опредфляетъ плоскость ХОУ. 

418. Поемотримъ теперь, какое значене должно нызть уравнеше вида 


О, Бе, 


содержащее ве три неизвЪетныя 4, У, 2. 
Будемъ сперва разематривать его еовмЪетно еъ условемъ 2==6с. 
Такъ какъ при этомъ уелови оно обращается въ. 


Ех,у,с)=0 


и, въ этомъ видЪ, содержитъ только двЪ неизвфетныя величины 5 иу, 
то заключаемъ, на основати предыдущаго, что совокупноеть уравненя 
(2) съ услошемъ 2—6 выражаетъ нфкоторую линю, лежащую въ плое- 
кости, выражаемой этимъ услошемъ въ отдфльноети. 

_Еели вообразимъ, что величина с изм®няется непрерывно, то плое- 
кость эта будеть перемфщатьея, оставаясь параллельною плоскости 


: р 
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ХОУ. Вмъеть еъ тъмъ будетъ, очевидно, измънятьея непрерывно же 
и лия, лежащая въ этой плоскости и выражаемая совокупностью уело- 
ня 2==6 еъ уравнетемъ (2). При такомъ измфнеши линмя эта будетъ 
описывать нфкоторую поверхноеть, веф точки которой имзютъ коорди- 
наты, удовлетворяющая уравнен1ю (2). | 

Итакъ, при измвняющемея с уравнеше (2) и услове 2==е выра- 
жаютъ въ еовокупноети поверхноеть. 

Но еели с есть величина, произвольно изм няющаяея, то уелове 
2—6 не имЪетъ никакого значен1я, и потому совмфетно еъ нимъ урав- 
нене (2) можетъ имЪть только то геометрическое значете, какое оно 
имЪфетъ и безъ него, т. е. отдёльно взятое. 

Изъ сказаннаго видимъ, что всякое уравнеше сь тремя неизвьст- 
ными х, у, 2 выражаеть относительно прямолинейной системы коофди-: 
нать ноюкотобую поверхность. 

. 419. Не трудно убЪкитьея въ справедливоети обратнаго предложения. 

Положимъ, что мы имфемъ какую-нибудь поверхность, которую 
будемъ ‘разематривать относительно нзкоторой прямолинейной системы 
координатъ. Придадимъ перем ннымъ х и у произвольныя значешя а 
и 6. Другими словами, возьмемъ два уеловя 

Х=—=а и. Я УО о аьн о) 
въ которыхъ а и 6 суть произвольныя величины. Этими условлями опре- 
двляетея, какъ мы знаемъ (ем. етр. 308), прямая лия, параллельная 
оси 07, которая, вообще говоря, должна ветрзчать разематриваемую 
поверхноеть въ одной или н%еколькихъ точкахъ. Для каждой изъ 
этихъ точекъ координата 2 должна имзть опредвленную величину ‘). 

Если величины 4 и Ф измфнятея, то условя (3) будутъ выражать 
уже другую прямую, а потому и величины координаты 2 для точекъ 
переезчен\я этой прямой еъ поверхноетью будутъ также, вообще гово- 
ря, друя. | | 

Отеюда видимъ, что координаты точекъ, принадлежащихъ разема- 
триваемой поверхности, евязаны между собою такъ, что произвольнымъ 
значен1ямъ двухъ координатъ соотвЪтетвуютъ опредфленныя значення 
третьей, и веякое измёнен1е первыхъ влечетъ за собою, вообще говоря, 
изм нен!е поел дней. Эта поелёдняя координата предетавляетея, такимъ 
образомъ, съ аналитической точки зрётя Функшей двухь первыхъ и 
ея зависимоеть отъ нихъ выражается аналитически въ видЪ 


2==[(х,4), 


*) Исключене можеть имхфть м%сто только въ томъ случа, когда раз- 
_ ®матриваемая поверхность есть цилиндрическая, образуюлия которой парал- 
` жельны оси 01. Но и въ этомъ случа т же разсужденя останутся спра- 
_веддивыми, если придавать произвольныя значешя другимъ двумъ перемфннымъ, 
напр. жи 2. | | 
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что, поелз простыхъ преобразован, приводитея въ виду 


Г 


Е(х,у,2)==0, 


а это есть общий видъ веякаго уравнешя съ тремя неизвзетными. 
Итакъ, всякая поверхность выражается относительно прямоли- 
нейной системы координать нюкоторымь уравнешемь 5 тремя не- 
извъетными. 
420. Два уравненя съ тремя неизвЪетными 


Е(х,4,2)=0 и Е(х,у,2)==0 


опредзляютъ въ отдфльноети двз поверхности. Величины неизв етныхъ, 
удовлетворяющ!я обоимъ этимъ уравнетямъ одновременно, означаютьъ, 
очевидно, координаты точекъ, лежащихъ на обзихъ поверхноестяхъ, 
т. е. координаты веЪхъ точекъ линш, по которой поверхноети перее%- 
каютея между собою. Отеюда елвдуетъ, что совокупность двуть утав- 
ненуй с5 тремя неизвьзтными выражаеть относительно прямолинейной 
системы координать нюкоторую линио, именно линю тересьченя по- 
верхностей, выражаемыхть каждымь изъ этихь уравнений вь отдьъль- 
ности. 

Нетрудно убЪфдитьея и въ обратномъ, т. е. въ томъ, что всякая 
лишя можетъ быть выражена совокупностью двухъ уравнений. 

Положимъ, что какая-нибудь лин1я разематриваетея нами отноеи- 
тельно изкоторой прямолинейной системы координаль. Возьмемъ плос- 
кость, выражаемую условемъ 2=6, гдЪ с есть произвольная величина. 
Разематриваемая линя переезчется этой плоскоетью въ одной или н%- 
сколькихъ точкахъ, для каждой изъ которыхъ координата 2 будетъ 
имЪть величину с. Велачины же двухъ другихъ координать хи у 0у- 
дутъ при этомъ имЪть, вообще говоря, опредзленныя значення, обу` 
еловливаемыя съ одной стороны видомъ самой разематриваемой линии, 
а, еъ другой значетемъ с координаты 2. Изъ этого заключаемъ, что 
координанаты точекъ‘принахлежащихъ разематриваемой лин1и, связаны 
между собою такъ, что каждому произвольно взятому значеншю одной 
воотвзтетвуютъ опредЪленныя значевя двухъ другихъ и, при изм%не- 
ни первой, измвняютея, вообще говоря, и дв послздшя. Аналити- 
чески это означаетъ, что дв координаты суть хункши третьей, что и 
выражается слфдующимъ образомъ: 


&=1р (2) и у=(2) 
или 
Е (5,2) =0 и ЕВ(4,2)=0...... .(4) 


Координаты каждой точки разематриваемой ливи должны, такимъ 
образомъ, удовлетворять двумъ уравненямъ, что и требовалось доказать. 


22* 
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421. Уравненя (4) выражаютъ въ отдльноети дв дилиндричеек!я 
поверхноети, проходяшия черезъ разематриваемую лив1ю, при чемъ обра- 
зуюпия первой поверхности параллельны овеи ОТ, а второй оси ОХ. 

Эти образуюция могутъ, ел5довательно, быть разематриваемы, какъ. 
проектирующия разематриваемую лин!ю въ направленяхъ названныхъ- 
осей. Велъдетвье этого на плоекоети ХОЙ, т. е. при уезоми у==0,. 
первое изъ уравневй (4) выражаетъ проекплю разематриваемой лини. 
Точно также второе изъ уравневюй (4) можеть быть разематриваемо,, 
какъ уравнене проекщи данной лини на плоскоеть УОЙ. 

Если оси координатъ прямоугольныя, то это суть ортогональныя 
проекпли. | | 

Мевключивъ изъ двухъ уравнений (4) неизветное 2, получимъ- 
уравнене, содержащее только неизв$етныя 1 иуи выражающее цилин- 
дрическую поверхноеть, образуюция которой параллельны оеи ОЙ. Такъ- 
какъ координаты точекъ разематриваемой кривой должны удовлетво- 
рять и этому уравнешю, то эта цилиндрическая поверхность также: 
проходитъ черезъ данную лин1ю. СлЪдовательно, полученное уравнене“ 
ееть въ то же время уравненле проекцли данной лини на третью плое- 
кость координатъ ХОУ. 

Изъ того, что уравневя (4) вполнз опредвляютъ выражаемую’ 
ими лин!ю, заключаемъ, что всякая лишя въ проетранетвЪ вполн% опре: 
двляетея ея проекшями на двЪ различныя и непараллельныя плоскости. 

‘422. Величины неизвЪетныхъ #2, у, г, удовлетворяюпйя одновре-- 
менно тремъ уравневн1ямъ 


Е. 1(2,9,2)==0, Е. 2(2,у,2)=0, Е. 3(45,9,2)==0, 


должвы быть, очевидно, координаты точекъ, принадлежащих вебмъ 
тремъ поверхноетямъ, выражаемымъ этими уравнен1ями въ отдЪльности,. 
г. е. точекъ, въ которыхъ лия, опредфляемая совокупностью двухъ изъ- 
этихъ уравненй, пересЪкаетея съ поверхноетью, выражаемою третьимъ. 

Сльдовательно, совокупноеть трехъ уравненй еъ тремя неизв%ет- 
ными опредъляетъ относительно прямолинейной системы координатъ- 
‘группу точекъ въ проетранетвз. Ръшая эти уравнен!1я совы5етно, полу-- 
чимъ координаты этихъ точекъ. | 

Понятно, что еели ве три уравнен1я еуть первой степени, то 
ими опредзляетея только одна точка. 

423. Вее сказанное выше объ опредзляемоети поверхностей и ли-- 
иЙ уравнен1ями относительно прямолинейной еистемы координатъ въ. 
проетранствЪ можетъ быть примзнено въ общемъ смыелВ и ко всякой: 
другой еиетемЪ координатъ. Такъ, очевидно, что уравнеше вида 


Еф) =0,. о Е 
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тдв 7, ©, ^ означаютъ полярныя координаты точки относительно н%- 
‚которой сиетемы координатъ, опредзляетъ поверхноеть и что еовокуп- 
ноеть двухъ такихъ уравневыЙ опредфляетъ линю въ проетранств®. 
“Также и обратно, веякая поверхноеть выражаетея относительно поляр- 
ной системы координатъ уравнетемъ вида (5) и веякая линя сово- 
‘купностью двухъ такихъ уравнений. 

424. Изучене поверхностей и линйй, исходя изъ раземотрзня выра 
‘жающихъ ихъ уравнен!1й, составляетъ главную и наибол5е общую за- 
‘дачу аналитичеекой геометрии въ проетранетв$. Понятно при этомъ, 
что изучен1е поверхноетей должно быть поставлено на первомъ планф. 
„Лии же, кажъ опредфляемыя пересЪченлемъ поверхностей, должны 
быть изучаемы лишь тогда, когда вамыя необходимыя евойства поверх- 
ностей, служащихъ для ихъ опредфлен!я, уже доетаточно извзетны. 

Чтобы внести въ изучеше поверхностей еистематичноеть и поел%- 
довательноеть, ихь подраздфляютъ на отдЪлы или. клаесихицирують, 
при чемъ основамемъ для этой классихикапли служатъ тв же аналити- 
ческе признаки, характеризующие уравнен1я, какъ и въ геометраи на, 
плоекоети (см. стр. 20 и 21). Такъ прежде веего поверхности раздз- 
ляются на алгебраическ!я и транецендентныя. Алгебраичеек!я поверх- 
ноети разд5ляютея зат$мт на порядки, при чемъ поверхноети т-го по- 
рядка суть тв, которыя выражаются относительно какой-либо прямо- 
„линейной системы координатъ уравнен1ями 7-ой степени. 

Мы видЪли, что хормулы преобразоватя прямолинейныхъ коорди- 
‚натъ таковы, что каждая изъ прежнихъ координатъ выражаетея черезъ 
‚новыя линейно. Отеюда елЪдуетъ, что отъ преобразовавнля координатъ 
степень уравнен!я, выражающаго поверхность, не можетъ измфнитьея. 
«Это показываетъ, что порядокъ поверхноети есть ея свойство, неза- 
висящее отъ выбора системы координатъ, къ которой эту поверхноеть 
относятъ. | | 

425. Въ заключен1е едзлаемъ елЪдуюпдя обпия зам чан я объ уравне- 
э1яхъ алгебраическихъ поверхностей, замвчамя, которыя, какъ извЪфетно, 
‚отноеятея и къ уравневнямъ лин! на плоекости. 


1) Если первая чаеть уравнен1я 
Е(Сх,у,2)=0 


разлагаетея на два множителя, такъ что 


Г (2,9 ‚2 ) = Ф(,у,2 ). (у, ), 


дв (0,2) и Ф(жу,г) еуть многочлены низшихъ степеней, то урав- 
‘нее это выражаетъ не одну поверхность, & совокупноеть двухъ по- 
зерхностей, которыя въ отдёльноети выражаются уравнешями 


$(% 9,2)=—0 и Ч(жуу,2) —0. 
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2) Геометрическое значеше веякаго уравнешя не измЪняется, еели 


0б% его чаети будутъ помножены или раздзлены на одну и ту же по- 
етоянную величину. 


Справедливость этихъ зам чай выясняется точно такъ же, какъ и 
въ геометрли на плоекоети (ем. стр. 22). 


`Примфры и задачи. 


1. На плоскости ХОТ прямоугольной системы координатъь найти такую 
точку, разетоян!я которой отъ трехъ точекъ (0, 0, 5), (0,4, 3), (1, 1,1) равны 
между собою. 

Отв. д =—=— 1, у=0, ==0. 


2. Относительно прямоугольной системы координатъ давы четыре точки 


(0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 5, ‚0 (0,0, 6). Найти ралрусь ры и ры 
ЭТИ ТОЧКИ. №. + ря плеер хо Мы 


' иЪтл -4 
. = ; сз 


Отв. "= 3,5. С 

9. Даны дв$ точки (@1, 61, сл) и (а, 6, 2). Найти отношеше, въ которомъ. 
разстояв!е между ними дфлится плоскостью, _двлащею пополамъ двугранный: 
уголь между плоскостями ХОУ и УОЙ. 


Отв. ЕР, 
7% @0д—с> 

4. Найти точку, помфщающуюся на разстояи 7 единицъ оть начала. 
прамоугольной системы координать и притомъ такъ, что средина, ея разстояня 
отъ точки (2, 3, 4) находится на оси 07. 

Отв. х—=— 9, у=— 3, = 6. 

5. Даны разстояя 41, 42, @з точки № отъ трехъ осей прямоугольной си- 
стемы координатъ; найти координаты этой точки. 

Отв. 22 = — 44? -- 45? —- 42, 212 — (11? — 452 + 3?, 222 — 012 -- 42—@3?.. 

6. На прямой, проходящей черезъ назало прямоугольной системы коорди- 
_натъ и составляющей съ осями ОХ и ОУ углы въ 45‘ и 600, найти точку, нахо- 
дящуюся отъ оси 01 на разстоявйи 3 единицъ. 


Отв. 2=\6, у=у\З, 2=\3. ы 


7. Дана прямая, составляющая съ осями ОХи ОУ прамоугольной системде 
координалъ углы въ 120°’и 60°. Найти углы, образуемые съ т$ми же осями пря- 
мою, перпендикулярною къ данной и къ оси 07. 

Отв. & = В ==450. 

8. Дана система координать, въ которой ‘уголь ХОУ равняется 60°, 
улы ХОЙ и УОХЙ прямые. Зная, что прямая линйя соетавляеть съ осями ох 
и ОУ углы въ 45%, найти уголъ, составляемый ею съ осью ОЙ. 


Отв. 6059 =— 


у: Дана, косоугольная система, координатъ, въ которой каждыя двф оси 
‘составляють уголь въ 459. Найти углы, составляемые съ осями этой системы пря- 
мою лишей, лежащей въ плоскости ХОУ и перпендикулярной къ оси ОЙ. 


Отв. с08% == — 6058 = ву. 
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10. Дана косоугольная система координалъ, въ которой улы ХОби УОЙ 
равны 60°. Чему равняется уголь ХОУ, если разстояве точки (6, 7,—9) отъ 
начала коордиватъ равняется 7 единицамъ? 


Отв. ф == 900. 


11. Прямая лин!я составляетъ съ осями прямоугольной системы коорди- 
вать углы и, В, у. Найти уголь между вроекщями этой прямой на плоскости 


ХОР и УОР 


е032*) 
па эВ 








Отв. с08ф = 


12. ДвЪ системы координатъ имЗютъ одинаковое направлеше осей, но раз- 
ныя начала. Зная, что одна и та же точка опредфляется относительно этихъ 
системъ координатами (1, 1,1) и (7, 3,—5), найти координаты средины разстоя- 
н1я между началами по отношеню къ обфимъ системамъ. 

Отв. х =— 3, у=—1, 2 —= 3, 

т Е = 1, 2 =— 3. 
4 13. Относительно прямоугольной системы координатъ дана, точка (2, 5—4). 
Найти координаты той же точки относительно другой системы координатъ, оси 


которой О’Х’, О’У’, О’” дёлать пополамъ углы ОЙ, ХОЙ, ХОТ прежней си- 


стемы. 


— о 
Отв. д’ =—, 27 Е: 


= 
уз уг * уз 
\ 14. Относительно прямоугольной системы координатъ дана, точка, (5, 3, 4). 
Найти полярныя координаты этой точки относительно такой системы, полюсъ 
которой находится въ начал координатъ, полярная ось дфлитъ пополамъ уголь 
ХОТ и полярная плоскость проходить черезъ ось ОЙ. 
1 


3 


^} 15. Какимъ уравнешемъ выражается относительно прямоугольной системы 
координать прямой круглый цилиндръ, ось котораго совпадаеть съ осью ОЙ, а 
радусъь основавля равняется единиц? Какой видъ приметъь уравнене того же 
цилиндра, если ось его, оставаясь въ плоскости ХОЙ, будеть повернута, около. 
начала координатъ на уголъ въ 450 


Отв. 1) Р+УТ—1=0, 2) 22-247 92—2=0. 
\/ 16. Найти проекщи на плоскости прямоугольной системы координать лини, 
выражаемой совокупностью уравнен!й 
2-Е У? =2?==1 ж-у+2=0 
Отв. 2(2?- у? + у) =1, 2(22-+22- 2) =1, 9(4+ 22+ у2) =1. 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 
Плоскость 


$ 1. Уравнеше плоскости. 


426. Плоскоеть есть алгебраическая поверхность перваго порядка. 
Чтобы убъздитьея въ этомъ, нужно доказать, что относительно прямо- 
линейной системы координатъ веякая плоскость выражается уравненемъ 
первой етепени. 

Положимъ, что ОХ, ОУ, ОЙ суть оси данной системы коорди- 
натъ (Фиг. 108), и пусть СА ‘и ОВ будуть прямыя, по которымъ про- 
извольно взятая плоскость переезкаетъ плоскоети ХОЙ и УОЯ. Опус- 
тимъ на эту плоекоеть (АСВ) перпендикуляръ. 
ОР изъ начала координатъ и обозначимъ длину 
его черезъ р, а углы, составляемые имъ съ осями 
координатъ, черезъ о, В, \. 

Величинами ©, В, `) и р опредвляется впол- 
нЪ положен1е точки Р, а съ тБмъ вм%№ет8 и 
самой плоскости АСВ, какъ проходящей „ че- 
резъь эту точку и перпендикулярной къ пря- 

фиг. 108. мой ОР. Уравнеше плоскости АСВ полжно, 

ел5довательно, преретавлять ‚завиеимость между 

этими постоянными величинами (параметрами) и перемёнными коорди- 
натами 5, 9, 2 любой точки плоскоети. | 

_  БВозьмемъ какую-нибудь точку М въ пространетв$ и построимъ ея 

координаты 





х—= 00 у=0ОМ, г=ММ. 


Я | 
_Тавъ какъ пруекшя ломаной ООМИ на перпендикуляръ ОР рав- 


_ няетея проекщи прямой ОМ на этотъ перпендикуляръ, то, обозначая 
длину прямой 01 черезъ Гра уголь МОР черезъ ф, будемъ имъть 


26055 -|- усозВ -|- 208—089. 
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Если точка М лежитъ гдВ-нибудь на плоекости АСВ, то прямая 
МР будетъ перпендикулярна къ ОР и потому изъ прямоугольнаго тре- 
угольника ОИР будемъ имЪть 


10080 ==; козы (0 
велфдетв1е чего предыдущее еоотношенле принимаетъ видъ 


лоза -- уеозВ -- 2605, = 
или 


16059 -|- уе083 -- 2605, —р=0 . о (2) 


Для вевхъ же положен!й точки М вн плоскости АСВ равенство (1) 
не можетъ имЪть мета, а потому и соотношен1е (2) не будетъ спра- 
ведливо. Это соотношен1е предетавляетъ, такимъ образомъ, зависимость 
между координатами только тзхъ точекъ, которыя принадлежатъ плое- 
коети АСВ. СлЪдовательно, оно и есть уравнене этой плоскости. _ 

Первая чаеть этого уравнен1я есть многочленъ первой етепени, въ 
которомъ е050, с086, с0з`у суть коэвеищенты при неизвзетныхъ, а —р 
поетоянный или извфетный членъ. 

Если система координать прямоугольная, то между углами а, 6, зу 
существуетъ соотношеше 


053 -|- е0328 -{- е082`/—1. 


_Еели же система координатъ коеоугольная, то между этими углами 
и углами, образуемыми осями координатъ между еобою, имзеть м%ето 
зависимость (ем. стр. 318). 


' 


1, е05У ‚ еозх ©0594 


созу,. 1, 608  с03В (3) 
сози, 608, 1 603 ка 
с05% , 6088 , 605 1 


гдВ Л, в, у означаютъ поелвдовательно углы УОй, ХОЙ и ХОУ. 
427. Общий видь уравнен1я первой степени съ тремя неизвЪет- 
ными таковъ: 


Аз-- Ву +0. ое 


Постараемся убЪдитьея, что при веякихъ дЪйетвительныхъ значе- 
яхъ постоянныхь 4, В, С, ) такое уравненле выражаетъ плоекоеть. 

Положимъ сперва, что система координатъ прямоугольная. Разд»- 
ливъ 06% части уравнен!я (4) на \/.4?-- В?-|- (?, отъ чего значен1е его 
не можетъ измзниться, дадимъ ему видъ 


Ак--Ву- бе’, ....) 
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гв 
г Е 
Уз -- В3- 0? Удз-- В*-- С° 
ВАСИ о НИЕ ЛИНИИ 
У43-- В*-- С У4з-- В 0? 


Такъ какъ въ этомъ елучаз 


А?-- Б- (7 — , | 


то должны существовать также три угла @, В, */, что 
в08%—=А”, с08В=В’, в05—=0С 


и, притомъ, это будутъ углы, соетавляемые нЪкоторой прямой еъ оеями 
координатъ. Обозначая далзе черезъ р такую длину, чтобы было 


в , 
р —=— ) 
мы можемъ уравневе (5) написать такъ: 


205% -- уеозВ-- 2е08;— =0. 


Въ этомъ вид оно тождеетвенно съ уравненемъ (2) и потому _ 
выражаетъ плоекоеть. СлБдовательно, и уравнене (4) выражаетъ плос- 
кость. 

Такимъ образомъ, уравнен1е одной и той же плоскоети можетъ, 
быть представлено и въ видЪ (2), и въ видф (4). Уравнеше (4) назы- 
вается общимь иравневемь плоскоети, а уравнеше (2) ея уравнемемъ 
вё нормальной форм. | 

Изъ сказаннаго видимъ, что, по коэ®хищентамъ общаго уравнен1я, 
углы, составляемые перпендикуляромъ къ плоекоети еъ осями коорди- 
натъ, опредфляютея селБдующимъ образомъ: 


ПИ. Ве МЕ МИНИ со Е 
Уз ВЕ 6 у ВЕ 0 Ул ВЕ С 


©05%— 


‚а разетояве плоскоети отъ начала координатъ опредфляетея хормулою 
и аи 
у 42-- В? -|- (С 


428. Такъ какъ отъ преобразовав1я координатъ степень уравнен1я 

не измняетея, то заключаемъ, что уравнеше (4), и отноейтельно косо- 
__ угольной сиетемы координатъ, выражаетъ также плоекость. Въ этомъ 
можно, впрочемъ, убЪдитьея и непоередетвенно, доказывая, какъ и въ 
предыдущемъ, что умноженемъ обзихъ частей уравнен!я (4) на н%ко- 
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торый поетоянный множитель это уравнене можеть быть приведено 
къ виду (2). Въ сеамомъ дфлЪ, обозначая этотъ множитель буквою М, 
будемъ имЪть 


в08— АМ, сов = ВМ, е05“/ = СМ. 


Эти косинусы должны удовлетворять еоотношентю (3), которое можно 
предетавить въ видъ 


} 

1 , 005%, ‘вод, ©0589“ 1 , е05у, сом, 0 
с05уУ, 1, 603^, с05В + с0зу, 1, 608^, 0 _ о 
созд, в08^, 1, 608 созм., с08^, 1, 0 я 
е05х, 6©08В, с05у, 0 соз&, ©0538, 05), 1 

ВелЪдетвае этого, обозначая опредвлители 

1, е0$у, со8\ 1 , е05у, ео, 4 
05, 1, 60^| и | 605%, 1, е0А, В 
совш, 08, 1 со5х, 03, 1, С 
поелздовательно черезь А и —Я, получимъ 
о 
НМ`=—А, 
откуда, 
а 
М ——-. 
Н 


| Такимъ образомъ, множитель Л, приводяпий общее уравнен1е (4) 
къ нормальной хормЪ (2), опредълитея, 

Слздуеть замЪтить, что этотъ множитель не можетъ равняться нузю. 
Въ самомъ дЪлЪ, знаменатель Ы предыдущаго выраженля, какъ опре- 
дзлитель, котораго веф элементы суть данныя конечныя величины, 
есть также величина конечная. Что же касается чиелителя А, то онъ 
не можетъ равнйтьея нулю по селздующей причин®. 

Очевидно, что 


А=1 —6053/, — е052 и, — е03?у -- 203 Аеозы.еову. 


Нрибавляя и отнимая во второй части воз? вов? и, дадимъ этому 
выраженю видъ 


А—(1 —с083^) (1 —е ов?) — (е03 воз, — е08у)* 
или 

А— п? Авт? — (е08/ е08. — е08У)? == 
— [е0$( — м) — е08%] [еову— воз(Х-Н и) = 


нА Ул а 
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откуда усматриваемъ, что равенетво А==О можетъ имфть мЪ$ето только 
тогда, когда три оси координатъ лежать въ одной плоскоети, что не- 
возможно. 


429. Уравненйе плоскости часто употребляется еще въ видЪ 
2, у 2 
—— ——| хо фо о о о о о © оф ® 6 
=, (6) 


хъ которому приводитея общее уравнеше (4), если раздВлимъ обЪ его 
чаети на —Д) и положимъ 


__ф р р 
о м = аа (7) 


Похагая въ уравчени (6) у=0, 2=0, получимъ х==а. Слвдо- 
вательно, а означаеть разетоян1е отъ начала координатъ той точки, въ 
которой плоскость пересЪкается съ осью ОХ. Подобное же значене 
имзють величины В и с по отношен1ю къ другимъ оеямъ координатъ. 


Итакъ, три поетоянныя а, 6, с въ уравнении (6) означаютъ длины 
трехъ отр$ззковъ, оте$каемыхъ на осяхъ координатъ плоскостью, кото- 
рая этимъ уравневемъ выражается. 


Если р есть длина перпендикуляра, опущеннаго изъ начала ко- 
орхдинатъ на плоскоеть (6), а а, [, 7 углы его еъ осями координатъ, 
то будемъ имЪть 


0—4608&—$е088 —е0$7. 


Отеюда видно, что, умножая об части уравневня (6) на р, при- 
зедемъ его къ нормальной Форм». | 


480. Въ общемъ уравнени плоскости (4) коэфФишенты 4, В, (С, ) 
могутъ имЪть какмя угодно. дЪйетвительныя значеная. Въ тЪхъ елу- 
чаяхъ, когда нзкоторые изъ этихъ коэвФищентовъ равняютея нулю, 
плоскость имЪетъ особенныя расположеная отноеительно системы коор- 
динатъ. Обратимъ вниман!е на эти случаи. 


Если А==0, то уравнен!е обращаетея въ 


зи еодержитъ только два, неизвзстныхъ у и 2. Соглаено сказанному о 
такихъ уравнен1яхъ вообще (ем. стр. 337), оно должно выражать плос- 
коеть, параллельную оси ОХ. 

Подобнымъ же образомъ, въ случаяхъ, когда В=0 или (==0, 
обнхее уравнене (4) выражаетъ плоскость, параллельную соотв тетвенно 
юей ОУ или оси ОЙ. 
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Еели О)=—0, то уравневю (4) удовлетворимъ, полагая х==0, у=0, 
2==0. Это значитъ, что плоекоеть проходитъ въ этомъ елучав черезъ 
начало координатъ. 





Еели 4=—=6==0, то уравнеше (4) обращается ВЪ 
С )=0 


и удовлетворяется только единственнымъ значенемъ неизвЪетнаго & 
при неопред5ленныхъ значен!яхъ двухъ другихъ неизвЪетныхъ. Оно 
равнозначуще, слздовательно, съ условемъ 2==с и представляетъ плос- 
кость, параллельную плоскости ХОТ. 

Подобнымъ же образомъ, въ елучаяхъ, когда А=О==0 или 
Б = (С==0, общее. уравнене (4) выражаетъ плоскость, прааохриую 
соотвфтетвенно плоекоети ХОЙ или плоекоети УОЙ. 

Нели А—0—0, то уравненю (4) удовлетворимъ, полагая у==0» 
2—0, при неопредвленномъ значени 5х. Сл$довательно, плоскость со- 
пержить въ себз ось ОХ. Вь елучаяхъ же В—=ШО=оО или С—=ШО=0, 
она проходитъ соотвфтетвенно черезъ ось ОУ или ось ОЙ. 

Нели А—Б—0О==0, то уравневе (4) обращается въ 2—0 и вы- 
ражаетъ плоскость ХОУ. Подобнымь же образомъ, при А—=0=—=Д==0, 
оно выражаетъ плоскость ХОЙ, а при В=0С=—=0О==0 плоскость УОЙ. 

Наконецъ, можетъ случиться, что А= В = (С==0, но постоянный 
членъ О) не равняегея нулю. Въ этомъ случа уравнене (4) невозможно: 
ни при какихъ конечныхъ значеняхъ неизвзетныхъ. Но его слздуетъь 
понимать, какъ выражающее плоскость, безконечно удаленную вефми 
своими точками. ДЪйествительно, представивъ уравневе (4) въ видЪ (6), 
мы будемъ имфть изъ Формулъ (7), что въ наестоящемъ случав 


Я —— со, р — со, ео 


Это показываетъ, что точки перес$ченля плоскости съ осями коор- 
динатъ, & елздовательно и вс$ остальныя ея точки, суть безконечно 
удаленных. 

. 431. Плоскость можеть быть разематриваема, какъ данная или какъ 
искомая. Въ первомъ случа должны ечитатьея данными или извЪетными 
вез постоянныя величины, входяпия въ уравненше плоскости, въ ка- 
комъ бы изъ указанныхъ выше видовъ это уравнен1е ни разематрива- 
лось. Нели же плоскоеть неизвЪетна и ищетея по какимъ-либо уело- 
вямъ, то вопроеъ еостоитъ въ нахождени этихъ постоянныхъ по ве- 
 личинамъ, извзетнымь изъ условий. 

При этомъ нужно замЪтить, что если уравнен1е искомой плоскости 
разематривается въ общемъ видв 


Ах- Бу (2-- О=0, 
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то опредфленю должны подлежать не самые коэфФфищенты А, Б, С, О, 
а отношен1я какихъ-либо трехъ изъ нихъ къ четвертому или как1я-либо 
четыре величины, пропоршональныя этимъ коэфхищентамъ, —величины, 
изъ коихъ одна можеть быть совершенно произвольною. Это елфдуетъ 
изъ того, что значене уравненя не м$няетея отъ умножешя веъхъ его 
членовъ на яроизвольный постоянный множитель. 

Въ елБдующемъ мы раземотримъ нЪеколько проетыхъ, но важныхъ 
по своему теоретическому значемю задачъ, въ которыхъ плоекоети 
даютея или отыекиваются. 


$ 2. Задачи на плоскости. 


432. Найти уюль между двумя данными плоскостями. 
Пусть уравненая данныхъ плоскостей будутъ 


д —=0* уз : 
ы | де РУ ро т. № 


Уголъ между двумя плоекостями равняетея, какъ извЪетно, углу 
между прямыми, къ нимъ перпендикулярными. | 

Еели система координатъ прямоугольная, то, называя, чрезъ с, В, 
^/ углы, составляемые пир нузяром къ первой плоскости еъ осями 
координатъ, а чрезъ с’, [’, 1’ углы, имвюпие то же значене для вто- 
рой плоекоети, будемъ и (ем, стр. 816), что искомый уголъ ф опре- 
ДЪлитея по ФхормулЪ 


08 Ф—605 & с05@/’ - е0з В сов В’-{ еоз-уеоз-/', 
изъ которой мы также имфли (ем. стр. 317) 


510? ф==(е08%с03 ’— е0в Веов ог)? -|- (воз Веоз-/’ — е0з-уеов В”)? -- 
и (608 05 `/’ — е05^уеов а’. 


Но мы види выше, что для плоекоети ‚ выражаемой первымъ изъ 
уравневай (1), должно быть 


ин ыы п”. ба 
узо ^^ узрврО °°” уда ЕЕ 


ты | Точно также для второй ‘плоекоети должно быть 


ь. 


фл 


аа р воз’ ———— в. НИНЕ 
‚. АЯ. < АТИ 


О” 
ТЕРЯЯ ся 


с05 с — — 
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ВелЪдетв1е этого для косинуса и синуса искомаго угла ф получимъ 
елЪдуюпия выраженя: | 
05ф— ААЕВВ РОС ) 
У А?-- 2 (12 УА”?-- В’ (2 
УАВ’— ВА” (ВО— СВАО — СА’) 


У 42-- В? 0? у А’2- ВР (7 











5иф== 


откуда 
_У(АВ— ВА’ (ВС’— 0В’*-+ (АС’— СА’ 
ф 44’- ББ’ СС’ 

433. Когда разематриваемыя плоекости взаимно перпендикулярны, 
то в08ф—0. Отеюда заключаемъ, что услове перпендикулярноети двухъ 
плоскостей, выражаемыхъ относительно прямоугольной системы коор- 
динатъ общими уравневями (1), ееть 

| | АА’-- ББ’ СС’ —0. * ъ + . о ® ° ® з (2) 
Еели же данныя плоскости параллельны между собою, то перпен- 


дикуляры къ нимъ составляютъ равные углы съ осями координать, 
такъ что должно быть 


5 


6084—6050”, в08В ==05[’, е08/==608%/’; 
отеюда находимъ 


А_В_СО \4?-- В+ 0? (3) 
| Де в С’ Уд В+ 0” ъ @ 5 9 — @ 9 - 
СлЪдовательно, услов!е параллельности двухъ плоскостей есть про- 
порщюональноеть коэффищентовъь при неизвфетныхъ 5, 9, 2 въ ихъ 
уравнен1яхъ. 





434. Если система координатъ косоугольная, то уголъ ф между 
илоекоетями (1), опредзлитея изъ соотношен!я 


1 ,‚ 605% ‚ ео, е0ова 
08, 1, ©03А, еб 
совм, ©05^, 1, 605 
с03%’, 605”, с05’’, 608$ (ем. стр. 318), 


тдв ©, В, |, ©’, В’, ”, означаютъ также углы перпендикуляровь къ 
этимъ плоскостямъ.еъ осями координатьъ. | 


Это соотношенше можетъ быть представлено въ видЪ 


1 , 6е05У_ , еозл , ева 
созу, 1 , 6©08^ ‚ е0зВ 
совм, с05^, 1 , 605 
с05%’, 088’, 05, = 


] ,‚ е03%, ео 
--| е05У, 1, е08/| е039=0 
возд, ©08^, 1 


3 
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и такъ какъ въ настоящемъ елучаъ 


05% —= АМ, с0зВ = ВМ, воз“, = СМ, | 7 
с080,— А’ М, сов’ —=В’М’, воз ’—0 Г, |" оо (4) 


гдз Л и ДГ суть поетоянные множители, приводяпие уравнешя (1) къ 
нормальной хормЪ (ем. стр. 347), то будемъ имфть 


] , 05%, еозу, А 
сеозу, 1, ©08Л, В ММ’ 
совы, 08 1,0 А 
д» ВБ’, С. 0 


в08Ф=— 


Принимая во вниман!е, что, какъ показано выше, множители М 
и Ш не могутъ равняться нулю и опредълитель А есть величина ко- 
нечная, заключаемъ, что услов1е перпендикулярноети плоскостей (1), въ. 
случаЪ косоугольной системы координатъ, есть 


1 , еову, еозы, А 
созу, 1, ©08А, В 
воз, в08^, 1, С 
А, БВ, С, 0, 


—0...... ‚. (5) 


Что же касается услов1я параллельноети двухъ плоскостей (1), то, 
какъ видно изъ равенствъ (4), оно въ случа коесоугольной системы 
координатъ то же самое, какъ и въ случаь прямоугольной. 


435. Найти точку переспчетя трехь данныхь плоскостей. 
Положимъ, что уравне!я данныхъ плоскоетей суть — 


Ах + Ву + 02 р =0, 
Ав Ву Са р’=5, 
А”х-- Б”у-- ("г --О”=0. 


Координаты искомой точки, какъ принадлежащей веёмъ тремъ. 
плоскостямъ, должны удовлетворять этимъ тремъ уравненлямъ. Рщая, 
эту систему уравнев1й, получимъ, елфдовательно’ (ем. стр. 30) 


Р о В 
—_—— Я У сии т 9) о о ® > ® ® © ® 6 1 
#—^ у—^ #7 (6) 
ГДЗ 
А, В, О, 
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ИЛИ 


А— А(В’О”— СВ”) АСВ" С— 0"В)-+- АКВО— ОВ’ 


Р=Г(С’В”—В’0”)+ О(С"В—В"0)+ ТОВ ВО), 
9=—(А’0”— 04”) + 74" (-— А) РАС 04), 
В—=Г(В’А”— А’В”)+ РВ" А— А”В)--Р”ВА’—Ф АВ). 


Кром общаго случая, когда три данныя плоскоети образуютъ 
триграяный уголъ и, елВдовательно, имъютъ единственную и опредз- 
ленную общую точку, возможны вы частные случаи ихъ отно- 
сительнаго расположеня. 

1) Когда три данныя плоскости параллельны одной и той же пря- 
мой и, елЪдовательно, образуютъ тригранную призму. Въ этомъ елу- 
ча ихъ общая точка, какъ находящаяея при пересвчени параллель- 
ныхъ прямыхъ, ееть безконечно удаленная, и потому обиий знаменатерь 
А выражен (6) долженъ равняться нулю !'). 

2) Когда вез три плоекоети проходятъ черезъ одну прямую. Въ 
этомъ елучаЪ ве точки этой прямой принадлежать каждой изъ дан- 
ныхъ плоскостей, а потому координаты искомой общей точки должны 
быть неопредленными. Сл$довательно, должны равняться‘ нулю веЪ 
четыре многочлена А, Р, ©,„В. Сюда же относитея и тотъ случай, 
когда вез три плоскоети параллельны между собою. Равенство нулю 
опредЪлителей А, Р, ©, А въ этомъ елучаЪ очевидно изъ уесловя 
параллельноети. 

3) Когда три данныя плоекоети совпадаютъ. Въ этомъ елуча® 
каждая точка одной изъ плоскостей принадлежитъ и двумъ другимъ, и 
искомыя р%шен1я должны быть также неопредвленными. Такъ какъ три 
данныя уравненя имЪфютъ въ этомъ случа одно и то же геометриче- 
ское звачене, то первыя ихъ части могутъ различатьея только поето- 
яннымъ множителемъ. Это значитъ, что должно быть 


д‘ вор й в 6 
ИН и и ии у 
Аз 5,9 ОА. ® — «Вы, © © ” 
436. Вед точка перееъченя трехъ ИЗЪ плоскостей, выражвеныхь 
уравненями 


я Бу (2 +В =0, 
2 -- Ву-+- С’ Г’=0, 
А” -- В”у -. (" 2 —- р^— 0, 

А” д-- В”у ть [6.2 + Д”=0.: 





т) Если при этомъ три прямыя, по которымъ перес$каются данныя нлос- 
кости, параллельны одной изъ плоскостей координатьъ, то одинъ изъ числите- 


лей р, ©, Е также будетъ равняться нулю. 


Андреевъ. Аналитическая гоометрия. р 23 
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принадлежитъ и четвертой, то координаты этой точки должны удовле- 
творять всзмъ четыремъ уравнемямъ. Эти уравненя должны быть, 
слЪдовательно, совместимы, для чего, какъ извЪетно (ем. стр. 32), 
должно быть 


А” В” я С” | Г” 
А” ь В”” | Е" " Ту” 
` 





Это равенство представляетъ, такимъ образомъ, услове, при ко- 
торомъ четыре плоекоети, канныя общими уравненями, проходятъ че- 
резъ одну точку. 

437. Найти плоскость, проходящирю черезь три данныя точки. 

Положимъ, что данныя точки суть (21, Ул, 21), (22, Уз, 2э), (23, Уз, 23), 
и пусть уравнене искомой плоскости будетъ 


Ах-- Бу-- (2+ 0=0............ (7) 


Вопроеъ соетоитъ въ отыеками величинъ, пропорщональныхъ 
воэФФфищентамъ А, В, (, О, по координатамъ данныхъ точекъ. 

Условне, что искомая плоскость проходитъ черезъ каждую изъ дан- 
ныхъ точекъ, выражается равенетвами 


Аз: + Ву -- Са -- р=0 | 
Ат Ву» -- Со П— бр еее енеь. . (8) 
Ажз-- Буз-+ О О=0 
изъ которыхъ находимъ (ем. стр. 31 и 32): 
| 


Гу, 2, 1 2, 21, 1 
А—А 42, 95, 11, В=— Хо, 2, 1|, 
Уз, 23; Пя 23. 23, 1 
1, 49, 1 1, 91, #21 
(—й ж, №, 11|, Р—=р— А 22, 4 2 |, 
| 2, 9, 1 73, 93, 23 


гдв К ееть произвольный множитель. 

Подетавляя эти величины на м$Ъето коэфхищентовъ уравнения (7), 
_мы и получимъ уравневн!е искомой плоскости. 

Такъ какъ это уравнене есть результать исключевня изъ четы- 
рехъ равенствъ (7) и (8) величинъ, А, В, 0, Г, то его можно пред- 
ставить въ видЬ 

д, 9, в, 1 
Х, У, 2, 1 
42, 12, #853, 1 
| фз, Уз, #8, 1 
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Если плоскость, проходящая черезъ данныя три точки (51, Уи, 21), 
(хе, Уз, 2°,), (2з, Уз, 23), проходить еще черезъ четвертую (24, 91, 24), 
то координаты этой поелвдней должны удовлетворять найденному урав- 
неню, т. е. должно быть 


43, 93, 83, 
74, 44; 94, 


ыы ыы > 
| 
> 


Это равенство есть, ел$ковательно, услов!е, что четыре точки, дан- 
выя ихъ координатами, лежатъ въ одной плоскости. 

488. Найти плоскость, проходящую черезь двъ данныя точки и 
перпендикуляюную кь данной плоскости. 

Похожимъ, что относительно прямоугольной системы координатъ 
данныя точки опред$ляютея координатами 21, У1, 21, И 4%, \, 2%, & 
данная плоскость выражается уравненемъ 


Ах ВУ-- Се Д1==0. 
Вели уравнене искомой плоскости представимъ въ ВИЗ 
Аз-- Ву 02+ 2=0,............. (9) 


то усломя, что эта плоскость проходить чрезъ данныя точки, будуть 


А Бу - Са --Рр=0 


Аль Вуз С + р=0. 


Уелове же перпендикулярности искомой плоскости съ данною есть, 
какъ извЪетно, 


АА. ВВ, + 00,—=0. 


Подобно тому, какъ и въ предыдущей задачв, искомое уравнеше 
должно получиться, какъ результать иИсключеня неизвЪетныхъ 4, В, 
С, О) изъ уравневшя (9) и поелёднихъ трехъ уеловй.. _Это—уревнене 
естьелВдовательно, 
| 


|, у, 2, 1 
#1, 91, 41, 1 
2, У, 2 1 
Ат, Вт, Ст, 0 


439. Найти плоскость,  перпендикуляюную к туемь данным 


. Ялобкостямь. 


23* 
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Положимъ, что уравнев1я ланныхъ плоскостей суть 


Ах Блу Се Л = 

Ах-- Взу -- Сза- Де —=0, 

Азх- Бзу-- (г -- Дз=0, 
и пусть > 


Ах-- Бу-- (2 р=0............. (10) 


будетъ уравнене искомой плоекоети. 
Уелов1я перпендикулярноети искомой плоскости еъ данными будутъ. 


АА -- ББ. + 00:=0 
АА. -- БВ.-- С0.=0 И (11 
АА:-- ББ: СС:=0 


Для того, чтобы они были возможны совмФетно при 4, ВБ ип Сне 
равныхъ нулю, необходимо, чтобы было 


Ат, Вл. С 
42, Бо. С. 
Аз, Вз, С 


ВО со зыеако сы & 





т. е., чтобы три данныя плоскоети были параллельны одной и той же 
прямой (ем. етр. 853). 

Еели это соотношен1е дфйствительно иметь мъЪето, то изь уело- 
вй (11) находимъ, что коэвФишенты 4, В, С въ уравневши (10) про- 
поршональны опредфлителямъ 


Б1 (.— С.Б, С.А2— А! (5, АБ? РЕЙ 651.45, 


постоянный же членъ Ш оетаетея неопредзленнымъ, что и должно 
быть, потому что въ этомъ елучаЪ требован1ямъ задачи должно удо- 
влетворять безчиеленное множество плоекоетей, параллельныхъ между 
собою. 
_  Еели же соотношение (12) не имфетъ м%ета, то, исключая, какъ въ 
предыдущей задачЪ, неизвзетныя А, В, О, ) изъ уравнешя (10) и 
_уезовй (11), получимъ иекомое уравнен!е въ видЪ 


Г, у, 2, 1 
Ал, Б:, Ст О... 


Ао, Во, (5, 0 ть 
Аз, Въ, (3, 0 | 


Разлагая опредвлителя, составляющаго первую часть, по элемен- 
тамъ первой етроки, видимъ, что въ этомъ уравнени коэффищентьь 
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при 4, 9, 2 суть нули, а постоянный членъ не равенъ нулю. Это по- 
казываетъ (см. стр. 849), что требоватямъ задачи можетъ удовлетво- 
рять только безконечно удаленная плоскость. 

440. Найти плоскость, проходящую черезь данную точку и парал- 
лельную данной плоскости. 

Юели положимъ, что данная точка ееть (21, у1, 21), а данная плос- 
коеть выражаетея уравненлемъ 


А1х-- Б:у -|- С1г -- 1—0, 
и допустимъ, что уравнене искомой плоскости имфетъ видъ 
Ах-- Ву-- (8+ О=0, 


то въ силу перваго изъ услов!Й задачи должно имзть м%Ъето тожде- 
отво 


Ал -- Бут —- Са 0—0. 
Велфдетв1е этого поелзднее уравнене можно представить въ видЪ 
А(#— 1) Ву—и)- е— а) =0. 


При неопредфленныхъ 4, В, С это ееть уравнен1е любой плоеко- 
ети, проходящей черезъ данную точку. Но чтобы выполнялось и второе 
услове задачи, коэофищшенты А, ВБ, С колжны быть пропорцональны 
<оотвЪтетвующимъ коэффищентамъ въ уравнен1и данной плоскости. 

Принимая ихъ, въ частности, равными этимъ коэффищентамъ, по- 
лучимъ окончательно уравнен!е искомой плоскости въ вид 


А: (— 2) В (и--м)-Е С1(ё—21)==0. 


441. Найти длину перпендикуляра, опущеннаю изь данной точки 
на данную плоскость. 
Положимъ сперва, что уравнене плоекоети дано вънормальной Форм 


1еоза -|- усозВ --- 2608 —=0, 


ий пуеть координаты данной точки ‘будутЪ 21, 91, 21. 

Вообразимъ плоскость, проходящую черезъ данную точку и па- 
раллельную данной плоскости. Уравнене ея, какъ видно изъ .предыду- 
щцаго, будетъ 


(&— 21)еова -- (у—у1)еозВ -{ (#-—г1)еову=0 
ИЛИ | 


| _ жеова -- усов В-|- 2608 — 2’ ==0, 
Аз и | 
р’=ал сова -- у1е08В - 21е08\. 
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Иекомая длина, очевидно, равняетея разетоян1ю между этими двумя 
параллельными плоскостями, т. е. разности перпендикуляровъ р’и 7, 
‚ опущенныхъ на нихъ изъ начала координатъ. Обозначая ея абеолют- 
ную величину черезъ [, будемъ, слФдовательно, имЪть’ 


[—(р— р), 


гдв верхь!й знакъ соотвфтетвуетъ случаю, когда р’>»р, т. е. когда 
данная точка находитея по другую сторону отъ данной плоскости не- 
жели начало координатъ, нижей же знакъ — случаю 7’<« р, т. е. когда 


данная точка и начало координатъ находятея по одну и ту же еторо- 
ну оть данной плоскости. 


Подетавляя въ поелфднее равенетво на мъЪето р’ его {предыдущее : 
выражене, получимъ окончательно 


[— = (длеова-- улеозВ -| 21е08^/ — 1). 


Такимъ образомъ видимъ, что длина перпендикуляра изъ данной 
точки на данную плоскость равняется результату подетановки въ пер- 
вую часть уравневля данной плоекости, предетавленнаго въ нормальной 
ФормЪ, на м5ето перемънныхъ 4, у, 2 координать данной точки. 


Еели уравнен1е плоскоети дано.въ общемъ видЪ 
Ах-- Бу (#2 0О=0, 


то, чтобы найти длину перпендикуляра, нужно прежде веего привести 
это уравнеше къ нормальной ФормЪ. 


Такъ въ елучаЪ прямоугольной системы координатъ искомая дли- 
на перпендикуляра выразитея елБдующимъ образомъ: 


ыы ЕВ о, *, (18) 
— в. У4А-- В+ 


442. Найти чеометрическое мьсто зточекъ, находящился на равныхль 
разстоящяхь оть двужь данныхь плоскостей. 
Пуеть уравнен!я данныхъ плоекоетей будутъ 


А1х-- Ву Са-- 01=0, 
Аож- Вгу-- (ь2-- ).==0. 


_ Еели обозначимъ черезъ 2; и №2 множители, приводяшйе эти 
уравнен1я къ нормальной хорм%Ъ, то разетоявля какой-нибудь точки 
(2, у, 2) отъ данныхъ плоскоетей выразятея елфдующимъ образомъ: 


(А+ Ву-+ 0-м и = -(Ся-Ву- Се Г) М.. 
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Отеюдазаключаемъ, что уравнене искомаго геометрическаго мзета есть 
(Ах -- Б:у-- (12 —- 2).М; ты (Ах —- Бгу -- (02 _- 79) М. ==, 


что предетавляетъ дв плоскости, проходяпия черезъ линю перее®че- 
‚в я данныхъ плоекостей и дЪляшая двугранные углы между ними по- 
поламъ. 

Если сиетема координатъ примотоханан, то ура этихъ плос- 
костей будутъ 


415 -- Блу Са- 01 + 42 Бзу-- Сог-- По 
У А, 2 - В2- (12 У А»?-- В. Со? 
443. Найти площадь треуюльника по координатамь ею верцинг. 


Положимъ, что данныя вершины суть (41, Ул, 21), (22, 2, 2%), (2з, Уз, 23), 
и обозначимъ черезъ .4, ВБ, С опредВлители 


—=@ 


. @ 


| 

1, 21» 1 1, 1, 1. 1. Ут, | 
У2, 25, 1 ) 22, 42, 1 . 42, 2, в 
уз, 23, 1 23, 2з, 1 23, Уз, 1 


Мы видфли (ем. стр. 354), что это еуть коэвгищенты при х, 9, 2 
въ уравнеши, выражающемъ плоскость даннаго треугольника. 

Нели сиетема координатъ прямоугольная, то эти выражевая озна- 
чаютъ, какъ извЪетно (ем. стр. 54), удвоевныя площади треугольни- 
ковъ, находящихея на плоскоетяхъ координатъ и предетавляющихъ, 
очевидно, проекщи даннаго треугольника на эти плоекоети. Велздетвле 


этого, обозначая черезь 0 площадь ханнаго треугольника, будемъ имЪть 
(ем. стр. 323). . 


р 


= 


Е есь 8 


444. Въ елучаЪ косоугольной системы координатъ выражеше пло- 
щади даннаго треугольника, можно вывести елфдующимъ образомъ. 

Будемъ обозначать, какъ и прежде, черезъ А, и у углы УОЙ, 
ХОЙ и ХОУ, и пуеть С’ будетъ площадь проекщи даннаго треуголь- 
ника на плоскость ХОУ прямыми параллельными оеи 07. Въ такомъ 
случав будемъ имзть (ем. етр. 53) 


2 (= Озпу. 


Очевидно, что ортогональныя проекцщи площадей (и (” на ка- 
кую-нибудь плоскость, перпендикулярную къ оси 07, должны быть 
равны между собою. Это равенство можетъ быть выражено такъ: 


2 0е05-/=2 О’соз-у’ = ОБшу в03\', 
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гдВ и ‘7’ суть углы оси ОЙ еъ перпендикулярами къ плоскости дан- 
наго треугольника и къ плоекоети ХОУ. у 

Нели обозначимъ далЪе черезъь М и М’ постоянные множители, 
приводяпие уравнеюе этихъ плоскостей къ нормальной хормв._то бу- 
демъ имЪть 


е05-/—= СМ и ев’ —= ЛМ, 


и потому изъ предыдущаго равенетва находимъ 


20—-—— зшу. 


И 


Но какъ видно изъ указаннаго выше значеня множителя Л (ем. 
стр. 347) | 





М’ Ун 
м ун’ 
гЪ 
1, е03%, ев, А 
605%, 1, еозл, В 
| возим, соя), 1, ОС 
А, В, С, 0 
и 


1, 05%, со5д, 0 











Не. 05%, 1, еовА, 0 р. 1, ©0$% а, 
совы, со8л, 1, 1 | еозу, 1 
0 , 0 ) 1 ) 0 | 
Олвдовательно, 
ко УН орет ев. 


Равенетво (14) получаетея отеюда, какъ частный случай. 
445. Найти объем» тетраэдра по координатамь ею вершинь. 
Объемъ тетраэдра или тригранной пирамиды равняетея, какъ иЗ- 
_вветно, трети произведен!я площади основаня на выеоту. 

_ Пусть вершины даннаго тетраэдра будутъ (271, У1, 21), (52, 4, 22); 
{2з; 3, 2з), (24, 4, 24). | | 

Примемъ плоскость, проходящую черезъ три первыя. изъ этихъь 

точекъ за основане тетраэдра и обозначимъ черезь (’ площадь тре- 
угольника, имвющаго эти три вершины. Обозначая далзе черезъ { 
длину перпендикуляра изъ четвертой вершины на основан!е, а черезъ 
_У иекомый объемъ тетраэдра, будемъ имЪть 


З37==0.: [. 
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Если система координатъ прямоугольная, и мы положимъ, что 
плоскость основан1я выражаетея уравнешемъ 
Ах Ву (8 )=0, 


которое, какъ извЪетно (см. стр. 854), имъетъ видъ 


д, 9,2, 
11, У1› 215 
о, 12, 489; 
Лз, 3, 23, 


жд рый рый ры 
<> 
`` 


ни 


то должно быть (ем. стр. 358 и 359) 


4 РВ (Ш 
У? ВЗ- 0? 








И 








‚_\У4*-- Ва С° 
аа 


Слздовательно, 
Аж-- Бу. | Ог-- 
РРР | 
ИЛИ 
71, У1, 21, 1 | | 
1 | 22, 42, 25, 1 
У—— р : г . о “ . ъ 16 
6 дз. Уз, 23, 1 ) 
| Ла, 4, 94; 1 
Еели система координатъ косоугольная, то, какъ мы видзли, 
1—( Аж - Ву Е Са Е РУМ 
И У 
уУН 
(1—-—-, 
и ай 
и такъ какъ 
М? А _ 
=— — 
`Н 


то ПОЛучимъ 


—_ (4 Ви би РУЗ 
и +. 


ИЛИ 
| 41. 1, 21, 1 | 
УА 42, У2, #3, 1 17 
Ри хз, Уз, 2, 1 | "ИВ 
24, Уз, 24, 1 
гдБ 


1, в05%, воз, | 
А—| е0зу, 1, с08А, |... (18) 
совы, возл, 1, 


446. Въ чаетномъ случаЪ, когда три какя-нибудь грани тетраэдра 
совпадаютъ еъ плоекостями координатъ, послфднее выражене прини- 
маетъ боле простой видъ. Въ самомъ дЪлЪ, обозначивъ длины трехъ 

2 _.  реберъ тетраэдра ОА, ОВ, ОС (виг. 109), вовпада- 
| ющихъ съ оеями координатъ, посл5довательно черезъ- 
а, 0, с, будемъ, очевидно, имЪть 


для точки О 21==0, 91=0, 21==0, 
для точки А 212==4а, у2==0, 22=0, 





для точки В 13=0, уз3==6, 23=0,_ 
для точки С 24==0, у4.=0, 2. =. 
Фиг. 109. 
Велздетв1е этого получимъ 
абе — 
УРЕУл, еее неенее . (19) 


_выражене объема тетраэдра черезъ длины трехъ его смежныхъ реберъ. 
и углы между ними. 

Еели положимъ, что @’, 0’, с’суть длины трехъ оетальныхъ ре- 
беръ ВС, АС, АВ, противолежащихь. послвдовательно ребрамъ а, 6, с, 
то изъ треугольниковъ ВОС, АОС, АОВ будемъ имъть 


в’? ==02-- с? — 2ЬсеовА, 
р ==а?-|- с? — Засеовц, 
?==а2--$?— 2офеову. 


Опредвляя отеюда созА, совы, сову и подставляя ихъ въ равенетво- 
(18), получимъ 
Е У ЕЯ 


у 


26 _ 2ас 
ат 64 Ё 62 62— а? 
к 2 ’ ! ее — 
р 02 ) 
а-- с°—6* . бо —а Ь 


зас о '’. — 9Бе 
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ВелЪдетвье этого изъ разенетва (19) находимъ 


242 ›‚ 92-5 —5 Ф-—? 
288 72—| @а*--5?—с?, 20, Р-Н? 
а с°— 02, Б-Р 9— а, 262 


выражен1е объема тетраэдра черезъ длины его реберъ. 
ПоелЪднее равенетво, очевидно, тождественно съ слздующимъ 


0, а , 62 с? ‚1 
а  — 90 ‚6—2 — 0, В 620 
288 У2—— | 62, с — 2—6, — 25 а 0 р 
8 а — 6, а — 6—6,  — 90? „0 
1, о, о 0 0 


въ чемъ легко убЪдитьея, разлагая поельдей опредЪлитель по элемен- 
тамъ пятой строки и пятаго етолбца. 

Нели же въ этомъ опредълителЪ прибавимъ элементы первой стро- 
ки къ элементамъ трехъ сл$дующихъ строкъ и элементы перваго столбца. 
къ элементамъ трехъ слвдующихъ етолбцовъ, отъ чего, какъ извЪзетно: 
(ем. стр. 28), величина опредфлителя не измфняетея, то получимъ 


0, а?, 6%, 22, 1 

0, 0, с, 9, 1 
288 7—— и. с, 0, а? 1 |. 
2 и а 

рат, сх: 


447. Найти объемь тетраздра по уравнетямь ею ‘фаней. 
Пуеть уравнен!1я граней будутъ 


А1х-- В:У-- С1е-- 0, =0, 
Ах -- Бу —- Сог-- р — 0, 
Азх-- Взу -- Сзё-- 3 —=0, 
А ах —- В. — Са Д.=0. 


Рашене вопроса соетоитъ въ опредфлении координатъ точекъ пе- 
ресъченя этихъ плоскоетей (т.-е. вершинъ тетраэдра) и внесейи ихъ 
въ выражене (17) или (16). 

Обозначимъ черезъ А опредЪлителя 


1, Вл, Ст, р | 

45, В», С», ЛР». 

Аз; Бз (С, ШП 
| 44, Бу, С+, 1 
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и черезъ в, В1, “1, 01, о... его опредфлители миноры, сботвЪтетвую- 
аще послЪдовательно элементамъ 1, ВБ:, С1, П:, 4... Въ такомъ 
елучаЪ для координать вершинъ тетраэдра будемъ имЪть выражения 
(ем. стр. 352) 





х __ ба == 1 2 ИС 
1=— < 1-— © — 
91’ С 9 
92 6. Ре 

до — = =>, Фе—=-- 
1. та А 


ит. д. 


Вноея эти значен1я координатъ въ выражене (17) объема тетра- 
эдра получимъ | 
| ^ 

и, В, “1. 0: 

у УА 2 , В? у \? ) бо 
— хи 

| 601020304 %3 , В: Юю |3, оз 


0.4 в. ; < э 0. 


Опредвлитель, еоеставляюциИй поел дн1Й множитель этого выражения, 
ееть производный опредвлителя А и, селЪдовательно, равняется АЗ. 
Такимъ образомъ окончательно получимъ 


В А 
— 66102636. 


$ 3. Примфнене сокращеннаго способа. 


448. Сокращенный способъ состоитъ, какъ мы видфли (ем. стр. 
77), въ разсуждени надъ первыми частями уравнен!й, какъ надъ ко- 
личествами, зависимость которыхъ отъь перемёвныхъ координатъ опре- 
двляетея лишь въ общихъ чертахъ. При изучени геометри въ про- 
етранетвВ, гдё, велВдетв1е большаго числа перемённыхъ, частныя евой- 
ства такихъ зависимостей предетавляютъ больше разнообраз!я, прим%- 
неше этого способа бываетъ особенно выгодно. 

Пуеть 01—=0 и 02=0 будуть уравнеюя двухъ какихъ-нибудь 
_ плоскостей. Въ такомъ случаз уравнен1е 


Вон сво У 


при неопредвленномъ поетоянномъ множителв #, будеть выражать ц%- 
_«лую систему плоекоетей, проходящихъ черезъ лин!ю пересъчеюя дав- 
ныхъ. Эту систему называютъ уучкомь плоскостей. 

о `Важдому опредёленному значентю Ё соотвЪтетвуетъ опредёленная 
‚и единственная плоекоеть пучка (1), и обратно. Сл$довательно пучекъ 
плоскостей есть сиетема одного измёрен1я (ем. стр. 94). 
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зли 0—0 есть уравнене какой-нибудь плоекоети, принадле-. 
жашей пучку (1), то поетоянному Ё можно дать такое значен1е, при’ 
которомъ многочлены 01—05 и Оз будуть различаться только по- 
етояннымъ множителемъ, такъ что должно имЪть м5ето тождество 


Д— 0—0. 


Помножая 0бЪ его части на какое-нибудь постоянное 17: и 0б0- 
значая —Ар: черезъ 12, а — 1. черезъ рз, дадимъ ему видъ 


1-00 рзОз=0......... (2). 


Существоване такого тождеетва есть, сл$довательно, уелове, что. 
три плоскости 


(Л ==0, (5—0, Оз=0 


проходятъ черезъ одну прямую. | 

449. Положимъ теперь, что О! ==0, О›=0, Оз=0 суть урав-- 
нен1я трехъ плоскостей, не проходящихъ черезъ одну и ту же прямую. 
Въ такомъ случаЪ уравнене 


ДП — 05 —10з=0, ооо (3). 


при неопредзленныхъ значенляхъ Ё и [, будетъ выражать безчиеленное: 
множество плоскостей, проходящихъ черезъ точку переезченая трехъ. 
данныхъ. Систему плоскостей, проходящихъ черезъ одну точку, назы- 
ваютъ связкою плоскостей. | 

Такъ какъ уравнеше (3) предетавляетъ одну опредзленную плос- 
кость только тогда, когда постоянныя А и { имвютъ опредзленныя зна- 
чен1я, то заключаемъ, что положене плоскости, принадлежащей данной 
связк5 опредВляетея двумя величинами (координатами). Сл довательно 
связка плоскостей ееть система двухъ измЪрений. 

Еели 0—0 есть уравнеше какой-нибудь плоекоети, принадлежа-. 
щей связкЪ (3), то должны существовать такя значен1я поетоянныхъ. 
Е м р, при которыхъ первая часть уравнен!я (3) отличаетея оть Пл 
только постояннымъ множителемъ, т. е. должно существовать тождество. 


(7 — Е 05— —7т 0. 


‚ Это тождество, по умножени обфихъ частей на какое-нибудь по- 
етоянное #1, можетъ быть представлено въ видЪ 


Р-Н 0» (5 - 23 Оз 2401=0, ооо (4)- 


гдв положено —йр1==7, — 1=13 и — тр: =74. Оно предетавляетъ- 
слфдовательно, уелов1е, что четыре плоскости 


(1—0, (5—0, (4—0, (.—0 


проходятъ черезъ одну точку. 
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450. Изъ уеловй (2) и (4) легко обнаруживаютея соотношен1я 
между коэхфищентами плоскостей, проходящихъ черезъ одну прямую 
или черезъ одну точку. Такъ, если Оз, (0, Оз, означаютъ многочлены 


Ах В1у-- Се Пу, 
Ах-|- Бзу-- Сзе- Г», 
Азх-- Взу-—- Сзё-Р ДЛ, 


то возможноеть равенства (2) при веякихъ значемяхъ х, 9, 2 тре- 
буетъ существованя равенетвъ 


01-41 -- ро. Аз рзАз==0, 
Р1. 61 9262 + 2з.Бз==0, 
РС - р С» - рз(з==0, 
2.0 р» Ое-— рзз=0. 


Но сущеетвоваве трехъ величинъ 11; 02, 0з, удовлетворяющихъ 
одновременно этимъ четыремъ равенствамъ, возможно только тогда, (см. 
отр. 31), когда имЪютъ мВето соотношен1я 


\ 


Ал, Ао, Аз Ат, Аз, Аз | А1, Ао, Аз 
В, В», Вз |=0, | В, В» В|=0, | Ц, 0, 06. |=0 
С, (2, (3 ДЛ, 0, [ Г, Л», Дз 

| Б', Б2, Вз 

| Ст, Сэ, Сз —0. 

| 0, 0, Оз 


Очевидно, что изъ этихъ соотношен1й как1ля-либо два суть необ- 
ходимыя елфдетвля другихъ. 


Если положимъ, далЪе, что 0. означаетъ многочленъ 
Ах —- Бу —- С42 —- 4, 
то изъ условия `(4) заключаемъ такимъ же образомъ о сущеетвовани 
равенетвъ | 


р Ал Н.А Роз Аз-Р ра А4==0, 
‚ р.В:-- В рзВз + Ва==0, 
21 С1-- рэ О2-- рз Оз-- 04 С4==0, 
р-р а-НрзБз- «О. =0, 


еовизетимость которыхъ обуеловливаетея, какъ извзетно, сотношешемъ 


ВОТ 


Б1, Б», Бз, .Б: 
С, (2, (3, Са ра 
Г, р», 0, 0. 


Ат, А», Аз, в. | 


что было показано выше (ем. етр. 354). 


451. Прихожимъ еказанное къ доказательству елздующаго евой- 
ства плоскостей. о 

Два тетраэдра мозуть быть вписаны одновременно дру въ друа. 

Иными словами это предложене можетъ быть выражено такъ. 


Черезъ вершины даннаго тетраэдра можно провести четыре плос- 
кости, пересвкаюцляея между собою по три на его граняхъ. 


Положимъ, что уравнен1я четырехъ граней даннаго тетраэдра суть 
Пр —=0, 0=0, Оз=0, 0:==0, 
& уравненя граней второго тетраэдра пуеть будутъ 
7: =0, Г.=0, Тз=0, 7. —0. 


Услов!я, что каждая изъ поел$днихъ плоскостей проходитъ черезъ. 
точку переевченя трехъ изъ первыхъ, выразятся елздующимъ образомъ 


(о (Ло --- аз ат! —=0, 


61 (Л 60-5. («ф-т У=0, 
с От -- с 03 | — 24 И4--тИГз=0, 
4 (А-а Оз - 43 Оз тТ.=0, 


ТД 45, @з...бл, 6бз...@з, т еуть нЪкоторыя поетоянныя. 
Разематривая эти равенства, какъ систему уравнен1й еъ четырьмя 


нензвзетными Оз, 02, Оз, 04 и рьшая ихъь относительно этихъ 
неизвзстныхъ, получимъ (ем. етр. 29)} 


А 01—71 оо 7. - из Гз- ва Г4 
_ АО— В, Г: - В» Рз-Н Вз 73-Е ВТ: 5 
А = уа Ра ра Рота Р-Р “`` © 
; А (0—0 7 ба У.-- ОзУз-- 47. 


гдв А есть опредвлитель 


61 з 0 3 63 4 04 
1, 6, 0 ‚› (4 


41, ФФ, 4, 0 
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а 1, 0... 6, з В». .. его опредфлители миноры, помноженные на — 1%. 
С . . 
Такь въ частности 01, 02, зи 04 имфютъ елфдуюцщия значения: 


0 ; 63 , 64 | | 0 ‚› @3, @4 
=== ©, 0, (4 |, Вв=—т| <, 0, 6 ь 
фо у Е 0 ( ; (43. 
10, 42, а О, а», аз 
уз=— т 1, 0. ина 0.—— т 6, 0, 6 , 
Я, 42 , 0 1, 2, 0 


или, по разложени опредфлителей 


0] ——7(624зб4 - (ф2бзса), Во == -— 7 1 394 —- (1 @3С4), 
3 ——7(6142а1 -- 419264), О —— 7% (61с2аз —- с14263з). 


Изъ равенетвъ (5) видно, что если плоскость О1==0 проходитъ 
черезъ точку перее5ченя плоскоетей У. =0, Уз=0, 7.==0, то должно 
быть 1—0. Точно также уеловшемъ, что плоекоети (02=0, Г! =0, 
Тз=—0, Т.==0 проходятъ черезь одну точку, служить равенетво В2=—0 

а услонемъ, что плоекоетм Оз==0, Г1=0, Г.=0, Г.=0 проходятъ 
черезъ одну точку, равенетво 3—0. | 


Но, какъ видно изъ выражен, для 0, > ‚ зи 4, необходимым. 
селЪдетвемъ равенетвъ 


\ 
1—0, 6—0, з3==0 


должно быть равенетво 
^ 
0—0. 


а это показываеть, что, при названныхъ условяхъ, и: плоекости (4—0, 
7!=0, У.—=—0, Уз==0 проходятъ черезъ одну точку. 

Такимъ образомъ предложете доказано. 

452. Положимъ, что 


А1=0 и 4.—0 


суть уравненая двухъ данныхъ плоскостей, пивка въ нормаль- 
ной Форм, такъ что 


А! —260501 + 1605 Вт -- 2605^/1 —11 
с: . | . е х о Ао— 200502 —- усов В —- 2605^/3 — о. 


.Пуеть _ р з г 
ИЕ : а г Г | А — А. —0 Е .... (в. 
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будетъ уравневн1е опредзленной плоскости, проходящей чрезъ прямую 
ихъ перееЪченя. Въ такомъ случа множитель  будеть имЪть опре- 
цфленную величину, геометрическое значене которой легко обнару жить. 

Въ самомъ дЬлЪ, если 21, 91, 21 еуть координаты точки, лежа- 
щей на поелЪдней плоскости, то должно быть 


(хлеозал -- У1е08В1 -- 216081 —21)—#(21е05% -- Уле08а В —- 21608— р) 0 


и, ел5ховательно, 
} __ 27100804 -- 91608 В: -- 216081 — 91 
2160802 -- у1608Вз -- 21608] — 15 


Отеюда заключаемъ, что множитель Х въ уравнени (6) означаеть 
отношен1е разетоян1й какой-либо точки на плоскости, выражаемой этимъ 
урэвнетемъ, отъ двухъ данныхъ плоскостей. 

453. Нетрудно показать, исходя изъ этого заключеня, что поло- 
жене точки въ проетранетвз можетъ быть опредфляемо четырьмя ве- 
личинами, пропорцональными разетоян1ямъ этой точки, отъ четырехъ 
данныхъ плоскостей, не проходящихъ черезъ одну точку. 

Въ самомъ дЪлЪ, положимъ, что уравнешя данныхъ плоекостей, 
предетавленныя въ нормальной хормЪ, суть 


А1=—=0, А—0, Аз=—0, А. —=—0 о ооо о $ (7) 


и пусть #1, Йз, Аз, йа будуть разетоян1я какой-нибудь точки М отъ 
этихъ плоскостей, & 21, 42, 43, 4 каюмя-нибудь величины, пропор- 
п1ональныя этимъ разетоямямъ, такъ что 


228 9 8 
й йо 3 Йа ® Э ® ® ® ® 9 ® ®* Ф з-- 9 Е 


Вообразимъ три плоекоети, проходящ!я черезъ лиши переефчен!я 
первой изъ данныхъ плоскостей съ каждой изъ остальныхъ. Уравнен!я 
ихъ будуть. | 


А— КА —0, А1— {Аз ==0, А1—т.А.—=0 о фе (9) 


Если эти плоскоети проходятъ черезъ точку Л[, то, еоглаено пре- 
дыдущему, должно быть 


й1 Йа И 
— — [——., т ——> 
Йо Йз | р 
или, какъ слфдуетъ изъ (8), 
__ Я й ей __ 
——. ——, и——, 
5 123 774 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. аа Зы 24 


=. `370 24 


Отеюда видимъ, что величинами 21, 2, 23, 2. опредБляютея 
множители (, [, т, а такъ какъ чрезъ это вполнз опредзляютея плос- 
кости (9), то и точка М будетъ опредёленною, какъ точка ихъ ‘пере- 
езченля. 

Величины 21, 2%, 43, 44, опредЪляюпия такимъ образомъ поло- 
жеше точки М въ проетранетвЪ, могутъ быть разематриваемы, какъ 
координаты ЭТОЙ Точки. 

Четыре плоскости (7) называются въ этомъ случав илоскостями 
координать, а тетраэдръ, ими образуемый, координатнымь тетраэдромь. 

Понят1е объ этихъ коорхинатахъ есть непоередетвенное обобщеше 
понят1я о трилинейныхъ координатахъ на плоскости. Поэтому вее, что 
говорилось о трилинейныхъ координатахъ, можетъ быть раепроетра- 
нено въ общемъ смыел$ и на эти новыя координаты Въ проетранетв®. 
Ихъ называютъ иногда зиетраэдюическими. 

Частный видъ этихь новыхъ координатъ предетавляютъ четыре 
величивы, пропоршональныя тремъ прямолинейнымъ координатамъ х, 
у, 2 и единиц длины, чрезъ которую он выражены. Это суть одно- 
родныя координаты въ проетранетвЪ. 

454. Вели плоскоеть выражается общимъ уравненемъ 


Ах-- Ву-- (2-Е )=0, 


то, какъ мы видъли (ем. етр. 350), она будетъь вполн опредфленною, 
когда извфетны четыре величины 1, 4%, 4%, и, пропормональныя 
коэфФишентамъ 4, В, С, О. На эти величины можно, елфдовательно, 
емотрЪть, какъ на координаты плоскости, опред ляюпия ея положеше 
въ проестранетвЪ такимъ же точно образомъ, какъ однородными (или 
вообще тетраэдричеекими) координатами опредъляетея положене точки. 
Чрезъ это обнаруживается двойетвенноеть воззрЪн1я на вез возможныя 
геометричеек1я ‹хигуры въ пространетвЪ. Поелвде1я предетавляютея 
©ъ одной стороны, какъ образуемыя точками, съ другой, какъ обрэ-. 
зуемыя плоскостями, иначе говоря. какъ геометрическая м%Ъета точекъ 
или какъ геометричеек1я мета плоскоетей. 

Двойетвенность эта имъфетъ мЪето по отношению ко везмъ возмож- 
нымъ уеловямъ и заключенмямъ аналитической геометр1и;ибо веякая 
зависимость между координатами можетъ быть иетолкована двоякимъ 
образомъ, емотря по тому, опредвляются ли этими координатами точки 
или плоскости. | 

Это есть обпий законь двойственности или взаимности, на, который 
мы указывали еъ нЪфеколько большими подробностями и въ геометраи 
на плоскости (ем, стр. 94). Но тамъ его оенованлеиъ служить взаим- 
ность между точками и прямыми, какъ элементами Фхигуръ; въ проетран- 
ств же онъ обусловливается взаимностью между точками и плоскоетями. 
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Прим5ры и задачи. 


№, Плоскость, отстоящая отъ начала прямоугольной системы координатъ на, 
разстояе 10 единицъ, оте$каетъ на, осяхъ этой системы отр$фзки, пропорщюналь- 
ные числамъ 2. Зи 5. Составить уравнеше этой плоскости. 

Отв. 15-10% +62—190=0. 

2. Найти двугранные углы, образуемые каждыми двумя изъ трехъ плос- 
костей, данныхь относительно прямоугольной системы координатъ уравнен!1ями 


х-у-2=0, ао, О 104 
пуле а 


Отв. 60524 = --=. 6037 = з сб. 


„8. Найти углы между треия плоскостями, проходящими черезъ точку (@, 
6, с.) и черезь каждую изь осей координалъ. 





Отв с03о - сои Е 
, ттт сонет Е Е 
Уа-+ 62 Ма?+ с? Уа?+ 52 Ур? с? 
аб 
©0359 = 


Уз Уйче 

4. Найти плоскость, проходящую черезъ ось ОХ и черезъ точку перес*- 
чения трехъ плоскостей: | 

ху =-+2=0, эх-+=—1=0, ж—у-3 = 0. 

Отв. у. 2=0. 

5. Найти услов!е, при которомъ двз ‘плоскости, ханныя общими уравне- 
НЯМИ 

Ах -- В+ (С2+0)=0 и 4’ + Ву+ 0. ми == 0, 

перес$каются по прямой, параллельной одной изъ плоскостей координалъ. 

Отв. АВ’= ВА’ или АС’—= ОА’ или ВС’= СР’. 

6. Даны три плоскости уравнешями 

х=<су-+0=, у=ех + аз, === -+ ау. 

Найти услове, при которомъ он проходятъ черезъ одну прямую. 

Отв. а? -- 6? с? Зафе =1. 

7. Найти услове необхотимое и достаточное для того, чтобы три плоскости, 
выражаемыя уравненями 

ру—п2=а т:—ру=ф, п—ту=с, 

проходили черезъ одну прямую 

Отв. ат | бт {+ ср =0. 

3. Относительно прямоугольной системы а дана плоскость урав- 
ненемъ 

42—89 | 52 —2=0. 

Найти уравнен!я плоскостей, перцентикулярныхь къ этой плоскости и проходя- 
щихъ черезъ лиши перес5ченя ея съ плоскостями координатъ. “^ 

Отв. 40 —Зу—5:—2-=0, 125'-- 41у + 152 —6-==0, 17% + бу—10= + 4=0. 

9. Относительно прямоугольной системы координатъ дана плоскость урав- 
нешемъ 

я ‚42 —Зу + 1224180: 


Найти длину периендикуляра на эту плоскость изъ точки (3, 8, 1) 
Отв. д мы 
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10. Относительно прямоугольной системы координатъ дана плоскость- 
— 


уравнемемъ 
48х + 39у— 205 =0. 


Найти нлоскости, параллельныя съ нею и отстояшя оть нея на разстоян!е 
2 единицъ. 

Отв. 485 - 3Э9у—20==130==0. 

11. Относительно прямоугольной системы координатъ даны дв% плоскости: 


уравнен!ями 
125 | 9у—205+1=0 и 165—12у+15:—7=0. 


Найти на оси ОЙ точку, отстоящую отъ первой плоскости вдвое дальше, чмъ.. 
отъ второй. 
Отв. 2=0,3 или 2=1,3. 
12. Относительно прямоугольной системы координатъ дана плоскссть- 
уравненемъ 
2605 + усо5В -- 2605)—_р==0. 
Найти площадь треугольника, образуемахто прямыми, по которымъ эта плоскость. 
перес$ кается съ плоскостями координатъ. 


о 
Отв. Д == Ра 
2605% ©038 08°] 








13. Относительно прямоугольной системы координать найти плоскость, 
проходящую черезъ данную точку (21, 1, 21) и притомъ такъ, чтобы плошади’ 
треугольниковъ, образуемыхъ осями координать съ ливями перес$ченя плос-- 
_ костей координалъ искомою плоскостью, относились между собою какъ данныя. 
величины 7, ®, 1). 


Отв. т( 2—1) + (9—9) + (2—1) =0. 

14. Относительно прямоугольной системы координатъ даны вершины тре-- 
угольника координатами (1,5, 2), (1,—7,—3), (-3, 8, 0); найти площадь этого- 
треугольника. 

Отв. А—32,5. 

15. Найти объемъ тетраэдра, вершины котораго даны относительно пря- 
моугольной системы координатами: (4, 0, 8), (—2, 5, 1), (5,—1,0,) (0, 2—1). 

Отв. У==4. 

16. Найти объемъ тетраэдра, грани которато даны относительно прамо-- 
угольной системы координатъ уравнешями: 

6х + Зу-+2=—6=0, 125+ 3у- 4#—12=0. 


4% + Зу-+ 22—6=0, 185 - 99 8#—18=0. - 
Отв. У—1. 


ГЛАВА ТРЕТЬБЯ. 


Прямая линия. 


$ 1. УравненНя прямой линии. 


455. Веякая лия въ проестранетвз выражаетея, какъ мы видфли 
{ем. стр. 339), совокупностью двухъ уравненай, которыя въ отлвльноети 
опредъляютъ двЪ поверхности, проходяпия черезъ эту линю. Такъ 
какъ прямая лиюя можеть быть разематриваема, какъ пересвчеше 
двухъ плоскостей, то заключаемъ, Что она должна выражаться еово- 
купностью двухъ уравненй первой степени, напр. 


в Ву 0#-—- Т’=0 | бк сы м. 


Чрезъ одну и ту же прямую можно провести безчиеленное множе- 
ство плоскостей, составляющихъ пучекъ, и каждыя двъ плоскости ото 
пучка будутъ опредълять ту же прямую. Такъ, обозначая черезъ (Ги 0 
первыя части уравнений (1), будемъ -имть, что прямая, выражаемая 
ими, выражаетея также двумя уравнен1ями 


в0— (= 0, 
ИГ—Р 0—0, 
гд5 А, К, 6 Г камя угодно поетоянныя величины. 
Полагая въ частноети =’, К=В, 1[=А’, Г—=А и замвняя 
О и Г ипхь значетями, получимъ для опредъленя той же прямой 
уравнен!я 
(АБ’ЬВА-(СВ’— ВО» (ОВ’—ВТ”=0,, 
(БА’— АБ)у--(СА— АО (РА’— АП’)=0, 


которыя можно разематривать въ вид» 


_д==те-а. № о 
у=иг + |. ал 
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ГдЪ 
вс’ — СВ’ _ 04—40 
"явл "АВВ 
‚Вр ,_РА-АР 
— АВ ВА” —АВ—ВА’ 


Уравнен1ями (2) ‘можеть быть, елЪдовательно, выражена какая 
угодно прямая въ проетранетвЪ. Это есть одинъ изъ наибол%е употре- 
бительныхъ видовъ уравненй прямой. 

456. Уравневая (2), которыя суть не что иное, какъ результаты 
исключеня изъ уравнений (1) перем$нныхъ у и 2, предетавляютъ въ 
отд5льноети дв плоскости, проходяця черезъ разематриваемую прямую 
и параллельныя поелёдовательно осямъ ОУ и ОХ. На плоекостяхъ же 
Хой и УОХ эти уравнен1я выражаютъ проекши разематриваемой пря- 
мой. Въ елучаЪ прямоугольной системы координать это суть ортого- 
нальныя проекпли. 

Выражать прямую уравнен1ями вида (2) значитъ, садовательно, 
опредзлять ее поередетвомъ двухъ проекпай. 

Повятно, что результатъ исключен!я неизвзстнаго 2 изъ уравнен1й 
(2) или (1) будетъ предетавлять проекцию той же прямой на плоекоеть 
ХОУ (ем. стр. 340). 

457. Точки, въ которыхъ прямая лин1я пересзкаетея съ плоеко- 
сетями координатъ, называются ея сльдамы. 

Полагая въ уравненяхъ (2) 2==0, получимъ 


&==а, у==6, 


откуда заключаемъ, что поетоянныя @ и 6 въ этихъ уравнеяхъ суть 
координаты елЪда прямой на плоскоети ХОТ. 

Что же касается коэзхищентовь тж и и, то ими опредзляется на- 
правлен1е прямой. Такъ, изъ геометри на плоекоети извЪфетно (ем. 
стр. 40 и 41), что т означаеть отношене синуеовъ угловъ, составляе- 
мыхъ проекщею прямой на плоскость ХОЙ съ осями Ой и ОХ. Точ-. 


= ———. 


но такъ же и означаеть отношене синусовъ. _ УГЛОВЪ, соетавляемыхъ 








=. —.„--—->—-> „ 


проекшею прямой на плоекость УОЙ еъ осями ОЙ и ОУ! у: | 
Полагая въ уравнешяхь (9) сперва д==0, а потомъ у=0, полу- 
чимъ, что координаты елзда прямой на плоскости УОЙ будутъ 


4 6% — аи 
тие © 


т т 





') Зависимость отъ этихъ коэффищентовъ угловъ, составляемыхь самою 
прямою съ осями коордиватъ, будетъ указана ниже. 


— 3175 — 


а на плоскости ХОЙ 


в ай— бт 
———, = 


7 7 





Если въ уравнеюяхъ (2) 4=0 и 6—0, то прямая, выражаемая 
ими, проходитъ черезъ начало координатъ, въ которомъ будутъ, ел5до-. 
вательно, находитьея елфды прямой на вебхъ трехъ плоскостяхъ коор- 
динатъ. 

458. Мы видфли выше (ем. стр. 310 и 311), что еели какая-ни- 
будь точка № находитея на прямой, соединяющей дв данныя точки 
Ил, 41, 21) и М5 хо, 42, 22), то координаты ея д, р 2 удовлетворяютъ 
условямъ 


хр т у т 2—2 т 


а и.) 


— } з 
Дю — 7 9/5 — 7 82 —9 п 


И 
ГДЪ >_ веть отношене разстоян1й точки М отъ данныхъ точекъ, алге- 


браическимъ значемемъ котораго опредзляетея положен1е этой точки 
‚на прямой. 
Понятно, что при неопредзленномъ значен1и этого отношев1я точка 
°М будеть любою точкою этой прямой. 
®  Шоелфдеая равенства можно предетавить въ видъ 

Хх —м т ум—и_ т а —и _ т 

















э—д три фи тю афа ти 


откуда слЪдуетъ, что при веякихъ значеншяхъ т и я должно быть 





д— а—2 — г —2 
и И ‚нивы — в ера (9) 


до— М 22—81 3/2 — 91 29—81 











Такъ какъ этимъ еоотношен1ямъ удовлетворяютъ координаты всякой 
точки прямой 1.5, то они суть не что иное, какъ уравнен1я этой 
прямой. Въ отдвзльности ихъ можно разематривать, какъ выражающая 
проекши прямой.на плоскости ХОЙ и УО7. 

'Уравнене 

ан 
2— у— 1’ 


которое ееть ихъ необходимое слздетве, выражаетъ проекцю той же 
прямой на плоскость ХОУ. 
Уравнен1я (3) принято изображать олфкующимъ образомъ: 


РЯ У А 


2 
9 — 21 У— 1 2—1. 
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и такъ какъ значене ихъ не можетъ измЪнитьея отъ умноженя веЪхъ 
членовъ на какую-нибудь постоянную величину, то знаменатели 220 — 21, 
2—1, 22—21 могутъ быть зам$нены какими-нибудь величинами, имъ 
пропоршональными. 
Отеюда заключаемъ, что веякая прямая въ пространств можеть 
быть выражена уравневями вида 
х—а чу—6 2—с 


зао ны а 08 


т 7 ф 





гдь а, 6, с суть координаты какой-нибудь точки этой прямой, а т, 
п, р величины, пропорцональныя разностямъ координатъ двухъ ка- 
кихъ-нибудь ея точекъ. Это ееть одинъ изъ употребительныхъ видовъ 
уравнев1Й прямой, предпочитаемый уравнен1ямъ вида (2) велЪдетне 
симметричноети относительно ве$хъ трехъ перем$нныхъ. 

Уравнен1я (2) могутъ быть приведены также къ виду (4). Въ са- 
момъ д54$, ршивъ каждое изъ нихъ относительно 2, получимъ 

—а _у— 6 


==, 
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что предетавляетъ частный елучай уравневй (4) при с=0 и д=1. 
Уравнен1я (4) предетавляютъ прямую, проходящую черезъ начало 
координатъ, когда въ нихъ а=0, 6—0, с=0. 


) 2. Задачи на прямыя лини и плоскости. 


459. Найти флы, составляемые прямою сё осями координатъ. 
Положимъ, что сиетема координатъ прямоугольная, и пуеть урав- 
неня прямой даны въ видЪь 


—а ‘9—® _ 2—с (1 


т 7 р 








По свойству пропорщй имфемъ 


пов Р  уия-рия Ея 


—а__ 9—6 а е Уха (у—6--(#2—с 


ЗдВеь предыдущий членъ поелЪдняго отношения есть выражение 
разетоян1я между’ точками (2, у, 2) и (а, 6, ©). Обозначивъ это разетоя- 
не черезъ 4, получимъ 


И 74 ра 


(а, —( — А, (2—0) = о, 
утери О уизеятеь" “О уиттриер 





— 577 — 


Но такъ какъ система координатъ прямоугольная, то разноети 
({х—а), (4—6), (2—6) суть ортогональныя проекщи отрфзка @ между 
названными точками на три оси координатъ. Поэтому, обозначая черезъ 
©, В, 7 иекомые углы прямой съ осями координатъ, будемъ имЪфть 


1—@==4е080, у—6—=4088, 2—с==4е08“. 


Сравнивая эти равенства еъ предыдущими, находимъ 


о м сов, ОР, (9) 
Узи? - и? р? Ут? и2-- р? У? и -- р? 
что и предетавляетьъ рзшене задачи. 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что постоянныя т, И, и р въ 
уравнен1яхъ (1) пропоршональны косинуеамъ угловъ, еоставляемыхъ 
прямою еъ осями координатъ. 

Еели уравненя прямой даны въ видЪ 


д==те-а | 


Увень Вы як «8 


то, замъчая, что въ этомъ елучаЪ они предетавляютъ частный видъ 
уравненй (1) при с==0 и р=—1, будемъ имзть для косинуеовъ иско- 
‚мыхъ угловъ сл$дуюпля выраженя: | 


т и 1 
СО) 0 а * 
Ут? -- 1 Ут? и?--1 . Ут Ни 


Наконецъ, если прямая дана уравнен1ями въ общемъ видЪ 


Аа Ву Се О’=0 уе оо в 


то, приводя ихъ къ виду (3), будемъ имфть, какъ показано выше, 


„ _ ВО’ СВ _ СА’-АО 
—АВ-ВА “ "-АР_ВА 


х : 
х - 


Внесене этихъ выражен! на м%зето т и я въ предыдущия ра- 
_венства даеть намъ выраженя искомыхъ величинъ въ вид 


ВС— ОВ’. 
) в088 = 


СА’— АС’ АБ’— БА’ 
В в ия 


е089%== — сои — = (5) 








‚ГДЪ 
В—=\УСВО— СВ’+(ОА— Аб-(АВ-ВА. 
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460. Если сиетема координатъ коеоугольная и разематриваемая 
прямая выражаетея уравненями (1), то разетоян1е между точками (5,9,2) 
й (а,6,с) выражаетея, какъ мы видфли, слфдующимъ образомъ (ем. 
етр. 319): 

4 —(в—а--(и—В--е—0+ 
2(—6)(2— с)деозл- 2(х—а)(#— вдвозц-+ 2(#—“)(у—5)с0вУ, 


гдЪ Л, м, у суть углы между оелми координать УО7, Хой, ХОУ. 
Отеюда заключаемъ, что 





д—а 9—6 2-с а 


— ——- —— —3 


И п ф г 





Гл 
= т и? -- р?-- 2преозл- 2треови.-- 2тиеову. 


Слздовательно, 


тф — па 
(= 9-е 





ДалЪе, обозначая искомые углы прямой еъ осями координатъ че- 
резъ а, В, ^/ и замъчая, что отрёзки (х— а), (у—6), (2—6), по ево- 
ей величинз и направлен!ю, могуть составить ломаную линю, замы- 
кающуюея отрфзкомъ 4 разематриваемой прямой, будемъ имЪть по евой- 
сетву проекци (ем. етр. 517), что 


4е089—(2—а)-- (у— Б)еозу Е (2—в)еоз, 
4е0зВ—=(х— а)еозу--(у—6)- (#—в)еовЛ, 
4ео8“/—=(5—а)еози.-- (у — б)еовА-Н(#—с). 


Внеся сюда на мЪето разноетей (1— а), (у—6), (2—6) ихъ пре- 
дыдупйя выражен1я, получимъ, по еокращеви на @, 


т-- 9соз псозу ь У-— реови. , | 


г 
Ау 
т ` 


теози. + 5 но = 


605% — 


тео 605 
а В= теову —- неро ф 
605^/= 


_Отеюда нетрудно уже получить, какъ зе феь показано, выра- 
_ жешя е080, е088, с05“/ и для елучаевъ, когда прямая хана уравненями 
вида (3) или (4), 
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461. Найти уюль между двумя прямыми, отнесенными къ прямо- 
уюльной системь координат. 


Вели дВЪ прямыя составляютъ еъ оеями координатъ поелфдо- 
вательно углы ©, В, у ис’, В’, -’, то, обозначая уголъ между ними че- 
резъ Ф, будемъ, какъ извЪетно, имЪть (ем. етр. 316 и 317); 


е05ф==е05%е0во/ -- созВеоз’-|- е0зуе0з-’. .. о... (Т) 


31029 —(в08%6086’ — созВе0з0)?-|- (08 р — 605^/608 р 7 т 














Е (©05%е03-/’ — е05“/е050)?. . .. . (8) 
/ 
Полагая, что прямыя даны уравненями 
д—а 9—6 2—с ь ж—а _у—® 2—6 (9) 
т п ф ж п Е Е 


< 


мы составимъ по Фхормуламъ (2) выраженя коеинуеовъ ихъ угловъ съ. 
осями координатъ. Внеся, затёмъ, эти выражения въ предыдупия ра- 
венства, получимъ 


` 


фи (и. & (10% 
Ут?-- 2 р? ут?” 


Убит — тт’) (пу — т -- тр’ ри отр — ют) 
Ут” --ю"--р? ут? и’--р” 
что и составляетъь рЪшен1е задачи. 


Еели положимь въ этихъ равенствахъ 2—1 и р’=1, то поду- 


чимъ, очевидно, р$ёшене задачи для случая, когда уравнен1я прямыхъ- 
даны въ видз 


©05Ф — == 


заф = 


‚ (11) 


—та--а | ь х—те-а | 
у=—е-ЁРЬ } у=—ие--ь’)} 


Подобнымъ же образомъ легко получить изъ выраженй (7), (8) и 
(5) рьшеше задачи для случая, когда ‘уравнешя прямой даны въ. 
видъ (4). 

Если разематриваемыя прямыя перпендикулярны между собою. 
ТО 605Ф—0, и потому изъ выражешя (10). ИИ, что равенетво 


тит Рим" Е ру’ гы 


есть уеловле перцендикулярнобти двухъ прямыхъ. 

с дс 

Еели же прямыя поражехьны, то пф=0,. и потому, какъ видно- 
изъ (11), должно быть 


х 


ии’ — тит —=0, пр’ — рп "0, и’ — т’ —0, 
откуда 
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Услов1е параллельноети двухъ прямыхъ соетоитъ, такииъ обра- 
‹зомъ, въ пропоршональноети поетоянныхъ, обозначаемыхъ черезъ т, 
и ир Это видно, межлу прочимъ, изъ того, что эти поетоянныя про- 
поршональны косинусамъ угловъ, еоставляемыхъ прямыми съ осями 
координатъ, а въ случаЪ параллельноети прямыхъ эти косинусы еоот- 
вътетвенно равны (съ одинаковыми или обратными знаками). 

Еели прямыя выражены уравнен1ями вида (3), то услове ихъ 
‚перцевдикулярности будетъ 


ту и’ —=— 1. 


Услове же параллельноети приводится въ этомъ елучаЪ къ рэ- 
‘венству угловыхъ коэфФищентовъ 


97=—=ИГ И и—’. 


Это значитъ, что признакомъ параллельноети двухъ прямыхъ 
‹елужитъ параллельноеть ихъ проек! на двЪ плоекости коор динатъ 
что очевидно геометрически. 

462. Если система координатъ` коеоугольная, то уголъ ф между 
прямыми (9) опредЪлитея (см. етр. 318) изъ воотнощеюя 


| 1), 609% ‚ с0зщ, е084 

с05У, 1 , 603/ , ©0868 

еовд, е08^, 1 , с08“, 
у у у 

05%’, с08б’, г08’, 089 


==. 





тдз на мфето е05@; е0зВ, с08“], е03%’, е030’, с05^/ колжны быть поетав- 
лены выражен1я внда (6). | 
Отеюда легко видзть, что уелоше перпендикулярности прямыхъ 
{9`) есть 
ит И рр - 
бр Вы )еозу - (ир’ - рт, увови-- (ир’-- ри) вов =0. 


Въ случа же параллельноети прямыхъ, изъ равенетвъ 
1 / 
6054—6080’, созВ==е05В’, е0з/==е05-/ 
будемъ имЪть, еоглаено хормуламъ (6), 


т-Р иеову--реов. _ те0зУ теозу-{- и--реозЛ 
т и в08у — р’ес вов т тсозу---Ер’еовА. - 
д МАН -- пеовл -пвовл--р р. 
— теози- я исовХ - р’ 
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откуда получимъ 
т п_ р 
ши эр 
Уелов1е параллельноети двухъ прямыхъ при коеоугольной сиете-- 
м координатъ есть, елЗдовательно, то же, что и въ елучаЪ прямо. 
угольной. 
463. Найти прямую линию, проходящую черезь данную точку и па-: 
фаллельную данной прямой. 
Пусть уравнен1я данной прямой будутъ 
д—а__у—б_2—с 


т 7 ф 
Если координаты данной точки обозначимъ при этомъ черезъ- 
21, У1, 21, то уравнеме искомой прямой можно предетавить въ видь 


о у 9—1 


— нете ® 
7 | 











т’ п [р 
ВелЪдетв!е параллельности этихъ двухъ прямыхъ, %, #’, 0’ долж-- 
ны быть какими-нибудь величинами, пропорплональными еъ 2, п, р. 
Принимая ихъ равными этимъ поелЪднимъ величинамъ, получимъ, что. 
уравнен1я прямой, удовлетворяющей уеловямъ задачи, будуть. 


дж УМ 2—2 
7 7 $ 


464. Найти прямую, яроходящую через» данную точку и перпенди-- 
кулярную ко двумь даниымь прямыль. 
Положимъ, что система коорхинатъ прямоугольная, и пуеть урав-. 


нен!я данныхъ прямыхъ будуть 


—@ _У—@ 2—1 
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И 
д — @__У— 02 _2— 62 
т 1 — р 


Такъ же какъ и въ предыдущей задачЪ, уравнен1я искомой пря-- 
мой можно предетавить въ видЪ 


х—м УМ 2—2 


оный о о ттннннь 


9 я р 


ГДВ 21, 91, 21 суть координаты данной точки. 
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По уеловю перпендикулярности этой прямой еъ данными должно 
быть 


тит: —- т -- рр1=0, 
тт» - пт ооо = 0. 
откуда 


7% че 7) ф 


7102—2112 Пт —1Пт т — то 


СлЪдовательно, уравнен!я искомой прямой будутъ 





1—1 Рь. И 7—1 ® — #1 
7102—9109 И — то ИИ — то 





пе 


| Въ елучав коеоугольной системы координатъ, условия перпенди- 
кулярноети му быть представлены въ видЪ 


(ти -Нтеозу - рлеози т -- (тлеозу Е рлеовлж-- 
-- @еозш-| ялеоз АН р1)р==0, 


(7 -- 7260$у -- роеози)т-(тосову- из Е роеозл дж -- 
-Н Споеози.-- пзвоз Л {+ родр=0. 


Такъ какъ изъ уравнен1и искомой прямой мы имфемъ 
т—(2— и), п=(б— ЖЖ, 9={<@— 2, 


тдЪ К величина неопредвленная, то, замЪняя въ поелЪднихъ условяхъь 
т п ир чрезъь (д—21), (У—91) и (2—2), потучимъ два уравнетя 


(та + 1е08% - р1еози,)(1 —2)-- (тисозУ т + ллеовлХу— у) 
-- (левы - илео8 А 01 (2—21)==0, 


0% -- 72е03у —- 22605 иХа =: рэвозЛ(у —/1) -- 
-- Спзеозл-|- пзеов А 92)( —21)=0, 





еовокупноеть которыхъ и выражаетъ, очевидно, искомую прямую. 

465. Найти уюль, образуемый данной прямою и данной ` плос- 
_ костью. 

Угломъ прямой лини еъ плоекоетью называетея, какъ извЪетно, 
уголь между этою прямою и ея ортогональною проекцей на плоскость. 
Очевидно, что этотъ уголь есть дополнительный до 90° къ углу между 
данной прямой и перпендикуляромъ къ плоскости. Обозначая этотъ по- 


ельдийЙ ‘уголь черезъ ‹{, а искомый черезъ ф, будемъ имёть, въ олу- 
чав прямоугольной системы координатъ, 


81? —е05\/ —е08%е08%. -|- е0зВе080” - е05`/е08"', 
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гдв ©, В, | суть углы, образуемые съ осями координатъ данною пря- 
мою, а в, В’, `’ углы, образуемые съ осями координатъ перпендику- 


ляромъ къ данной плоскости. 
Если положимъ, что данная прямая выражаетея уравненями 


х—а _у—6 _2—с | =. (42) 


ия: 
ам дееасчечыси 
— — 


т ту р 








а данная плоскость уравненемъ 


Ах Ву (ё- )=0, р ева .(13) 


то будемъ имЪть (ем. стр. 377 и 346) 
р 


| И , 
6080 — и 608 = =, 605“ — _ 
Ут? -- и? В Ут?-Р и? р? г лия изу? 


Й 
ь А В 
О созВ | иьесьитиоиек . 
В*-- (С? У 4? В*-- С? 


уз 


С05 














/ С 
в 


СлЬдовательно, 
ре А-В РС 
Тута уд 


что и предетавляеть рЪшене задачи. 
Изъ поелЪняго равенства видимъ, что уеслов1е пэраллельноети 
прямой и плоскости, выражаемыхъ уравненями (12) и (13), ееть 
тАиБ-р (==0. 
Еели же прямая перпендикулярна къ плоскости, то должно быть 
с05%==608%/, с08В==е088’, е08у ==е0в-/ 


и, сл6довательно, какъ видно изъ .предылущихъь выражен этихъ ко- 


синусовъ. | 
А-В о 
Еели прямая лин1я дана уравнев1ями вида 
=тмге-—а, 
у==ие- 6, 


то уелов16 ея параллельности еъ плоскостью (13) будеть 


тА-иВ-- С—0, 
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а услове перпендикулярноети приводитея къ равенствамъ 


В 


Е: 5 


71 — 


С’ 
466. Въ случаЪ косоугольной системы координатъ уголъ ф прямой 
лини (12) еъ плоекоетью (13) опредЪлитея изъ соотношеня 


1], е05у ‚ возд , 05% 





005% , 1, е05^ ‚, созВ 
= 


| совы, вол, 1 , е05- 
р созВ’, 05’, эшо 


въ которое на мФето с0зх, е08В, с03“, ©0589’, воз’, е08`’” должны быть 
поетавлены слфдуюция выраженя (ем. стр. 378 и 347): 


т-- иеозу + реозы. сов тсозу и 60$Л 
ЕТ ЗЫ, ЗЕЕ АЯ а } 
7 ; г 


0$ — 


7084 пез 
бу ЕН, 
р | 
6050 — АМ, созб’—= ВМ, воз’ = СМ, 
ГД 


ут? и рЗ- Этисозу -- Злпреоз &-- Зпреоз А 


и гдБ М ееть множитель, приводяпий уравнев!е (13) къ нормальной 
ФОрмЪ. | 

Отеюда легко видфть, что уелов!е параллельности прямой еъ плос- 
коетью есть 


тАРи ВЕ рС=0, 


т. е. то же, что и въ случа прямоугольной виетемы координатъ. 
Уелове же перпендикулярноети, какъ видно изъ равенетвъ 
6054—6080’, в088 ==608[’, е03-)—608`]', 
т. 
должно соетоять въ селБдующемъ: 


_ тр пеову -- реозы __ теову-- в --реоз^  теови -[иео8^--Р (14) 
С А ПЗ в Ас 


_ 467. Найти прямую, проходящую черезь данную точку и пер- 
пендикулярную къ данной плоскости. 

Положимъ, что система координать прямоугольная, и пусть урав- 
 неюме данной плоскости будетъ 


Ах-- Ву 02+ О=0. 
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Еели, кром того, координаты данной точки обозначимъ черезъ 
21, 91, 21, то уравненя иекомой прямой будутъ имЪть видъ 


Х— Уф 2—1 
Е и зоо В 


Но, по уеловю перпендикулярноети ея съ данной плоскостью, 
должно быть 


т п р 


——— о —-— 


ета ооииио чиние 
д. 
велвдетв!е чего поелфде!я уравненя обращаютея въ 


х— у [ие а, 


А в С 





что и предетавляетъь рфшеше задачи. 

Если система коорхинатъ косоугольная, то уравнен!я искомой 
прямой получимъ, исключая 7, и ир изъ уравненй (15) и условя 
перпендикулярности (14). Легко видёть, что эти уравнен1я будуть 


(2—2! )--(у— 91)е0зу--(е—21)е08 _ (2—1 )еову--(у—уП-Н(е—е1)е08А __ 
А А т ПЗ’ ы, а 
_ (#— ж)еози- (у — ул) воз -- (2—1). 
БИ С 


468. Найти плоскость, проходящую через» данную точку и пертен- 
дикулярную къ данной прямой. 
Положимъ, что данная прямая выражаетея уравненями 


х—а 9—0 2—с 
ть 








Уравневе всякой плоскоети, проходящей черезъ данную точку 
(11, Ул, 21), продотанидется, какъ мы видзли (ем. стр. 857), слдую- 
щимъ образомъ: 


А(в— 2) Ву —и)-+ бег )=0. 


Еели эта плоекоеть перпендикулярна къ данной прямой я и система. 
координатъ прямоугольная, то’ должно быть 


И п _ р 


ый 


АРы В 
Слвдовательно, уравнен1е искомой плоскости будетъ 


тв — а )-Нту— у) ре — а) =0. 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. 25 
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Въ елучав же коеоугольной системы координатъ, какъ видно изъ 
услов!Й перпендикулярности (14), уравнене искомой плоскоети будетъ 


(т -- 9е05% ое) —- (теозу и рсоз^)(у —у1)-- 
—- (теозы. - пеовл-- р)(2—21)==0. 


469. Найти точку пересьченя прямой лиши с5 плоскостью. 

Такъ какъ прямая выражаетея уразненями "двухъ проходящихь 
черезъ нее плоскостей, то вопроеъ евохитея на отыекане‘ точки пере- 
свченя трехъ данныхъ плоскостей. СлЪдовательно, въ общемъ видъ 
настоящая задача оказывается уже рьшенною въ предыхлущемъ (ем. стр. 
352). Укажемъ ея рьшеше для частныхъ виховъ уравнен1й прямыхъ, 
въ которыхъ, какъ замвчено выше, они чае веего употребляются. 


Пуеть уравненя данной плоскости и данной прямой (будутъ 
Аз-- Ву + р=0 


д—а ч-—Ь 2—с : 











т И р 





Обозначивъ отношене черезъ Ё, бущемъ, ‘очевидно, имфть 


д—а= т, у—В—йп, 2—с=. 
Предетавивъ зат мъ уравнение данной плоскости въ видъ. 
А(1—а)-+ В(4—)-- 0(#2—6)-- Аа-- В+ 08-- Р=0, 

получимъ на основаюи этихъ поелфднихъ равенетвъ, 


(Ат-- Вп-- Ср)уЕ-- Аа-- ВЫ Се П==0, 
_ откуда 
_ Аа Бо-- (О. 
Ат--Вт-- Ср 
Сльдовательно, 
Аа Во -- -—-р } 
д—=а—т— а ы 
_„4а-+- В р. {У 
Ат-- Ви - Ор 
 Аа-- ВЬ-- 8 - р 
_ Ат-+ Ви- Ор | 


что и предетавляетъ рьшетше задачи. 


ныЬх | и, -а6 





#=6— 


вы 81 35 


Изъ этихъ выражен!й видно, что точка переевченя будетъ без- 
`’конечно удаленною и, ел5довательно, прямая будетъ параллельна плос- 
кости, когда 


„Ат--ВБп-- Ср=0. 


Такимъ образомъ, мы другимъ путемъ получили уелове парал- 
лельности прямой съ плоскостью, которое было выведено выше. 

Еели прямая совпадаетъ съ плоскостью, то общая ихъ точка бу- 
деть неопредвленною. Изъ предхылущахъ выражеюй видно, что это 
иметь м%Ъето только тогда, когда, 


, Аа-+ В -- в-- р==0 
Ат-- Бт-- Ор=0 


Эти два равенства предетавляютъ, елфдовательно, уелове, что. 
данная плоскость проходитъ черезъ данную прямую. Изъ нихъ второе 
есть услове параллельноети, а первое показываетъ, что точка (а, 6, с), 
принадлежащая данной прямой, находитея на данной плоекоети. Отеюда 
совмфетное ихъ значене, какъ условия совпаденя, очевидно само собою. 

Если прямая лин1я дана уравнен1ями 


—702 а, 
у—иг +, 


то координаты точки пересзчен!я получимъ, рёшая ихъ совизетно съ 
уравнещемъ плоскости 


Ах-- Ву 0(2- ОЭ=0 


ть 
= 


Результатъ исключен1я неизвзетныхъ д и у будетъ, очевидно, 


А(те На) Виз 6) С++ О==0, 


_ Аа Вор 
Ат-Р`Ви- С 


откуда 


и, ел5довательно, 
„а Аа -- В ВЬ 0 
"Ат Ат-- Ви О о 
в Аа + ВО 
р - ОН 
25* 
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Эти выражен1я могли бы быть получены прямо изъ выражевий (16), 
полагая с—=0 и р—1 (ем. етр. 376). 
°— Уелов1я еовпаден1я прямой съ плоекоетью будутъ въ наетоящемъ. 
елучаъ 
Аа — Б-- )=0, 
Ат-- Ви (=0 


470. Найти услове, что три данныя точки лежать на одной 
прямой. 
у Пуеть данныя точки Баня 2%. Ул, 21), (52, Уз, 22), (зв, Уз, 23). 
Мы видфли (ем. стр. 375), что прямая, проходящая черезъ дв%. 
первыя, выражаетея уравнен!ями 
х — 21 





Е ИЕ 
По— М 22—21 92—91 22—11 





Нели и третья точка лежитъ на этой прямой, то эти уравнен!я 
должны  удовлетворяться ея координатами, т.-е. должны имЪть мЪето 
тождества, | 

23—21 23—21 Уз— У1__ 28—21 
— и = 
12—41 #2—81 2—1 22—21 


хоторыя и представляютъ искомое уелове. 
Легко видЪть, что они могутъ быть предетавлены въ вид 











41. &1, ] #1. 91, 1 
Ф9. #5, в И #2. \2, 1. 1—0 
43. 23) 1 @з, Уз, 1 





и что изъ нихъ, какъ елёдетвая, получаются равенства, 


| 91, 21, 1 | 21, У1» 21 | 
9/2. 12. 1 —0 И 1,2, 1/2. #2 — 0. 
Уз, 3, 1 2:3, 4/3. 23 


Вообще, изъ четырехъ поелёднихъ равенствъ каждыя два еуть- 
_необходимыя елфдетыя двухъ рругихъ, а тому любыя два изъ нихъ. 
предетавляютъ искомое условте. 

Мы видзли выше (ем. стр. 354), что первыя чаети этихъ четы- 
_рехъ равенетвъ суть коэеФищенты въ уравневи плоскости, проходящей 

черезъ три данныя точки. Равенетво ихъ нулю показываеть, что эта. 
плоекоеть неопредвленная, что и д%йствительно должно быть, когда. 
 опредъляюция ее точки. лежать на одной прямой. 
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471. Найти плоскость, проходящую черезь данную прямую и пер- 
пендикуляюную ко данной плоскости. 
Пуеть уравненя данной прямой и данной плоскоети будутъ 


да 60 2—с 


ЧЕ пиооньвь “АИТ ринимнининии «иаприиииыищю р 


77 п р 





Ах- Ву (#2 + )=0. 
Полагая, что уравнен1е искомой плоскости ееть’ 
А’к- Ву С’ Т’==0,......... (17) 
будемъ имЪфть, по первому уелов!ю задачи, 


А’а-- ВЪ-- Ов-- Т’=0] 


Ат ви б- са оС 


а 
э 


а, по условшю перпендикулярности, въ елучаВ прямоугольной системы 
координатъ, 


АРА В+ 00—0. 


р Сары ичиаь алеф чая ымниф, 23 


—-- 
нивы 


Въ еилу перваго изъ этихъ трехъ равенотвъ, ‘уравнению искомой 
плоскости можно дать видъ 


А(#—@-+ ВВС е—9=0; 
изъ двухъ же поелзднихъ равенетвъ находимъ 
а аа бе 
Вр—Си Ст—Ар Ап_Вт 
Вельдетвье этого искомое уравнеше будетъ 
(Вр— Сп)(#—а) (бт 4) (у) -+(4Ап—Вт)(8 -в==0. 


Оно ееть не что иное, какъ результатъ исключеня неизвЪетныхъ 
коэфФищентовь 4”, В’, С’, 0)’ изъ уравневя (17) и условйЙ задачи. 
[Въ случаз косоугольной системы координатъ еперва находимъ 
изъ (17) и (18) 
'Д’ В’ ( 
п(г-—с)—2(и—5) р(а-а—т2-о ту —па—& 


и затвмъ, подетавивъ послвдуюпие члены этихъ трехъ отношенй на 
`мЪето 4’; Б’, С’ въ. уелоше перпендикулярноети 
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1 ,‚ 605%, е0зи, А” 
05, 1, е05л, В’ 

| е0зы., вовл, 1 С? 
д в бо 





получимъ уравнене искомой плоскости. 


412. Рьшеве предыдущей задачи можно получить еще слфдую- 
щимъ образомъ. 


Данная прямая опредЪляетея пересзченемъ двухъ плоскостей. 
Пуеть уравнемя этихъ плоскостей будутъ 


А х- Ву (18 -- 0: ==0, . 
Аох -- Бу = (52 —- Д5=—0. 


Искомая плоскость, какъ проходящая черезъ лиюю ихъ перее%- 
чензя, можетъ быть выражена уравненемъ 


(Аж Бу-- Се-- Р)=Е(Аж-- Ву Се Г.) 


или _ 
(А: —Аз)д-Е СВ. КВож-+ (С, -— Озе-- (Ф.О; 


гдЪ А постоянный множитель, подлежапий опреджлен!ю, 
Но уелоню перпевдикулярности искомой плоскости еъ давною 


Ах-- Бу-- (#2 О=0, 


будемъ имЪть 


АА —№42)-Р ВСВ. —Во)-Р С(О—Е0.)=0 


ИЛИ 


(АЛ - В.В, С6)=и АА» -- В.Б» - СС:), 
откуда Ё опредфляется. 


Уравнен1е искомой плоскоети получается, такимъ образомъ, въ ви». 


Ах Би Се-- Г: _ Ах-- Б2у- бг-- О» 


473. Найти плоскость, проходящую черезь данную точку и парал- 
лельную двумь даннымь прямымь. 
3 Положимъ, что уравнемя данныхъ прямыхъ суть 
= х— @1 _У— 1 2—1 
ыы т — и р1 
фу 


я о ка 61 
712 М2 2 





“ 
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Еели данная точка есть (21, 91, 21), то уравненю искомой плос- 
кости можно дать видъ 


[4(е—а1)-- Ву—у)- Ое—вд==0 


и такъ какъ, по уеломю параллельности ея съ данными прямыми, 
должно быть | 


Ат: —- Виь-- Ср 0 


Ат»-- Виз Срз=0, 
то находимъ, Г 
А | В С 


7105—2172 101т2— тр  тпПо-етто 














СлЪдовательно, уравнен1е искомой плоскости будетъ 


(7102 —11т:) (2—1) -- (рут — т 02) (у— у) (ии — пт) —21)=0. 


Отеюда находимъ въ частности, что плоскость, проходящая че- 
резъь первую изъ данныхъ прямыхъ параллельно второй, выражаетея 
уравненемъ 


(7102 —11:792)(%— ал) —- (4219 — 71102} (у ны 1) —- (7172 ры. 7171 )(в—с1)— 0, 


а плоскость, проходящая черезъ вторую изъ данныхъ прямыхъ парал- 
лельно первой, уравненемъ 


(710—112) (— а) (рить — пир) (у— 65) (тип — пит) (2 — с2)=0. 


Еели данныя прямыя пересфкаются, то поелЪдейя дв плоекости. 
совпадаютъ и, елБдовательно, должно быть 


(ура — риа) (аа — ав) (рлте — ти рз) (61 — 8) + (тии — И12) (с1 —с2)==0. 


Это равенетво предетавляеть, такимъ образомъ, услове перее5че- 
вя прямыхь (19). Оно можетъ быть записано еще такт: 


СИ , 61 $ С] (2 9 бо 3 Со 
я т, р [= т, т. РР 
72, 72, 12 772, 72, [2 


и, очевидно, имзетъ место также въ случаз параллельносети прямыхъ. 
474. Найти плоскость, проходящую черезь данную точку и дан- 
ную прямую. | 


Пусть уравнен!я данной прямой будутъ 
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Въ силу перваго условя задачи, искомая плоекоеть должна вы- 
ражатьея уравненемъ 


А(в— ал) Ву— и) бе — 10. 


По второму же уеловю должно быть 
А(а— 1) В(6—у,)--(е—21)=0 


Ат -- Би-- Сь=0 


Исключая А, В и С изъ этихъ трехъ равенетвъ, получимъ урав- 
нее искомой плоскости въ видЪ 


®—. УЧ, #—1 
Я— 1, 6—1. с— 21 |—=0 
т , п , р 


[0 —у1)— (с —21)](#— 21) + [(т(е— =) —рка— 1) (у— у )-- 
+ [иа— 21) —т(6 — у1)](# — 21)=0. 


Это р»шен1е можно было бы получить изъ ршен1я предыдущей 
задачи, такъ какъ искомая плоскость можетъ быть разематриваема, 
какъ параллельная данной прямой и прямой соединяющей точки 
(1, Ч, 21) и (а, 6, ©). 

475. Найти уравнеме и длину периендикуляра, опущеннаю изъ дан- 
ной точки на данную прямую. 

Иекомый перпендикуляръ есть кратчайшее разетоян1е между точ- 
кою и прямою. Очевидно, что онъ опредЪхяется пересВченлемъ плоско- 
сти, проходящей черезъ данную точку и данную прямую, еъ плоскостью, 
проходящей черезъ данную точку и перпендикулярною КЪ данной прямой. 

Поэтому, полагая, что система координатъ прямоугольная и что 
данная точка опредЪляется координатами 21, 9/1, 21, а › уравнен1я дан- 
ной прямой суть 

д—а _У—6 2—с 


чзньннннннь  “ничиччиииниь 


т п р 








? 


будемъ имЪть, на основанш предыдущаго, что искомый перпендикуляръ 
выражаетея совокупностью уравненй 


т(х— а) и(у— о-в, 
б-р 6 — 21)] (#— 21) [ие — г )—(а—а71)] (у— 9) 
ве т ИИ ВЛ 


`` 
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Чтобы найти длину его, обозначимъ коордипаты его основаня 
чрезъ 22, У2, 22. Въ такомъ елучав будемъ имЪть 


(а — м) ту — (2—2) =0 ..... (20) 


12 —@ _\№—6 2—6 


7 И р 











Называя черезъ В величину каждаго изъ трехъ поелЪднихъ отно- 
шен1й, можемъ написать 


(д2—1)=и-(а—41) | | | 
(уз— 1) == ИВ... .... (20 
(ваний + @—2)) | 


Если помножимъ эти равенетва поелфдовательно на т, п, ри ре- 
зультаты сложимъ, то получимъ, въ виду равенетва (20), 


(ти и о ика--а)- 6 — 91) рре—а 0. 


Съ другой стороны, если возвыеимъ равенетва (21) въ квадратъ 
и еложимъ результаты, то, обозначая черезъ @ длину искомаго перпен- 


дикуляра, будемъ имфть 


@— (т? -- из -- ра -- та —41)-- ($ уе) Е 
(аж — и -Н(е— 2. 


Умноживъ 06% чаети этого равенетва на (т???) и замв- 


'нивъ д его значетемъ изъ предыдущаго равенства, получимъ 


(тир (тй и -- р") (а—21) ь (—м-(С-—=)— 
— [а #0 (6 — у) -Нре— 21] 


ИЛИ 


(тё-- и? м — В 
=[26 —у1)—(е—м [ие 1) —а—а1)]-Н[иКа—а)-т— у), 




















‚откуда 
\/ р, (@—я) |, |т, @—2) "| |», @—) 
Я и, (6-91) р, (е— 21) т, (а— #1) 


476. Найти прямую, переспкалющую * дъ данныя прямыя и пер 


‚ пендикулярную къ нимь обтимо, 
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Искомая прямая есть та, по которой измЪряетея кратчайшее раз- 
стояте между данными прямыми. 

Будемъ полагать, какъ и въ предыдущей задач, что система ко- 
ординатъ прямоугольная и пуеть уравневая данныхъ прямыхъ будутъ 


—@ 9—6 __ #61 | 


т т р 





х—@2 1—0 2—6 
пе М ро 











Въ такомъ елучаз, какъ мы видфли выше (см. стр. 382), уравне- 
в1я всякой прямой, перпендикулярной къ обзимъ даннымъ, будутъ 
х— а 7—6. , #—с 
8—1 Бип- Пир  пии—фтто 








гдз а, 6, с неопредъленныя. 


Иекомая прямая опред хится, очевидно, перееъчетемъ двухъ 
плоскостей, параллельныхь къ этой поел5дней прямой и проходящихъ 
 поел5довательно черезъ ранныя прямыя. Соглаено сказанному выше 
(ем. етр. 391), уравнене первой изъ этихъ плоекоетей будетъ 


[тии — и112) — (рии — 7102) (— а) 
-Е [219 — ри) — тт — и) (у— 6) 
—- [271(0172 —т102) — (7192 — 7172) (2— 1 )=0 


Очевидно, что оно можетъ быть представлено также въ вид» 


[7 (71 —- 7172 — 2103) = (та? —- 1? -- 01°) (х и: ат) —- 
Е [ибтть = 1 - 0122)— Иэ(т?-- п1°-- 212) (Уф 6-Е 
7 (тить -- зипа + рр) — рот? ти? 1) (#—е)=0. 


Подобнымъ же образомъ находимъ, что уравнев!е второй‘ изъ на- 
званныхъ плоскостей есть 


= 


[и (11? -—- из? 22") — т2Отлть -- и» - 0103) х— а) 
+ (и по? ре?) — п›(тать ить раз) (4—5) 
Е (те п? -- оз?) — ре(тить + итал) (#—6)=0. 


Совокупностью этихъ двухъ уравнев!Й и выражается искомая прямая. 

Нели положимъ, что первая изъ данныхъ прямыхъ еоетазляетъ еъ 
оеями координатъ углы 01, Вт, |1, а вторая углы оз, В», о, и обозна- 
чимъ черезъ ф уголь наклонен!я этихъ прямыхъ между собою, то по- 
елфднйя два уравнен!1я, по раздВлени поелЪдовательно на 


#41395: 4 
та? ти? рить? - эре? 


(то? | по? ро?ут три, 


приведутея къ виду 


(с0591608® — 60542)(х— ал) (еозВле08ф — созВ2)(у—61)-- 
— (с0$/1е05< — е05*]2)(2 — 1) ==0, 

(©0801 — 60542605$) (2 — аз) | (е0881 — 05 Вс0зФ)(у— 6) -- 
—- (©0381 —е08^/2е08$)(2 — с2)==0. 


477. Нини кратчайшее разстоянше между двумя прямыми. 

ПЦоложимъ, что данныя прямыя выражаются т$ми же уравненлями, 
какъ и въ предыдущей задачъ. 

Иекомое разетоян1е есть, очевидно, въ то же время разетояне- 
между двумя плоскостями, проходящими черезъ данныя прямыя и парал- 


лельными имъ [обЪимъ. Эти плоскости выражаются, какъ мы видьли, 
уравнен1ями 


(р? — 2112) (х— а) (рип — т) (у— в) (из — я1т2)(#2—с)==0, 
ЧОН? — 2172) (5 — а2)-- (фут — тр) (уУ— 6) бит — т) (Е— с3)=0. 


Длина перпендикуляра изъ точки (а1,61,с1), принадлежащей первой, 


плоекоети, на вторую выражается, какъ извЪетно (ем. етр.’ 358), ел$- 
дующимъ образомъ: 


;_ бир рии (а аз) (рие—турз 6) (ии — тт) 
А 
__ Убир-риь- (рть— тр тт тт 
Такимъ же точно образомъ, но съ обратнымъ знакомъ, выражаетея: 


длина перпендикуляра изъ точки (а, 62, с2) на первую плоекоеть. 
Это и есть искомое разетоянте. 


| Знаменатель поелздняго выражен1я, по раздвлети на 
И 72+, ‚ Ут? из? ро 


обралцаетея въ выраженте синуса угла ф между данными прямыми. Что- 


же касается чиелителя, то, по раздфлев1и на то же произведене, онъ- 
ображаетея въ 


(с08[1605`/з— 081е08В» (ал — аз) -|- (с08`/леоза», — еозое08ту5)(: — 2) -|- 
- (созонеоз В» — е03В1605@2)(с1 — сз) 
ИлН | 
41 — 45, 6. — 6», 61—62. 
| ©0800,  ©03В:, ео8\а. |, 
| 6082,  е08В»,  е08\ р 
газ 0. Ва, ....]2 ИМЪЮТЬ ТО же значевше, какъ и въ предыдущей задачь._ 
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Такимъ образомъ видимъ, что кратчайшее разетоян1е между двумя 
данными прямыми можетъ быть выражено еще ел5дующимъ образомъ: 


и — @2, 61—62, с1— со 

[— 60501 605 о ©03^/1 |. 
пФ Рь № 
с059», ©0882, ©08*] 


478. Положимъ, что М:, №, Мз, М. суть четыре вертины ка- 
кого-нибудь тетраэдра. Обозначимъ черезъ 4 и 42 длины двухъ его 
реберъ 1,145 и М3 Ма, и пуеть Ф будетъ уголъ ихъ взаимнаго накло- 
нешя, а { кратчайшее между ними разстояне. Въ такомъ случаЪ, для 
угловъ, образуемыхъ этими прямыми съ осями координатъ, будемъ 
имЪзть елЪдуюция выражен1я 


__ 12—91 92—21 





НЙ созВ е0$ 
т Е = , у — 
Ч а Е 
24——23 94 — | 24—23 
20$ о —= ————, 20500 —===——, ©0802 ——-—; 
(фо В | (фо ф (р 


гдВ 1,391, 21...24 суть координаты вершинъ тетраэдра. 


Поэтому, на основани предыдущаго, должно имЪть мзето елЪдую- 
зцее равенетво 


1—2, 91—65, (1—6 
[9пФ———-| 22—21, 92—91, 22—21 |. 
| : 14 

24—43) 4—3, 24—83 


Такъ какъ здВеь 01, @, с1 суть координаты какой угодно точки 
прямой 1:2, то ихъ можно принять равными 21, Ут, 21, и точно также 
можно положить | 


>= Хз, 02—13, С8==23. 


Но легко видвть, что опредзлитель 


1—3 91—93, 21—23 
2—9, 2—1; 22—21 
б4—з, 4—3, 24—83 


равняетея по абеолютной величинз опредзлителю 
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1, 191, 21, 
45. У, 25, 
дз, Уз, 83, 
24, 94, 84, 


о 
чз 


который, какъ мы вид%ли (ем. етр. 361), выражаетъ ушеетеренный объемъ- 
разематриваемаго тетраэдра. Обозначая этотъ объемъ черезъ У, будемъ:- 
сл5довательно, имЪть 


[аф = р 
ГАА, 
откуда находимъ 
у— 42 и 


выражен1е объема тетраэдра черезъ длины двухъ его противополож-- 
ныхъ реберъ, ихъ кратчайшее разстояе и уголъ между ними. 


_8 3. Системы прямыхъ линй. Мнимыя плоскости и прямыя. 


419. Уравненя прямой лини содержатъ поетоянныя величины, зна-. 
чен1ями которыхъ опред®ляетея положене этой прямой. Въ томъ елу- 
чаз, когда уравненя прямой имфютъ видъ 

д—а у—б 2с 
—_——> 


т п ф 








Е 


этихъ постоянныхъ шесть, именно величины 71, п, 2, а, 6, с. Шегко- 
видзть, однако, что двЪ изъ нихъ могутъь быть выбираемы произволь-. 
но, не оказывая вимяюя на положеше прямой въ проетранетв$. 


Въ самомъ дЬлЪ, а, 6, с означаютъ координаты ироизвольной точки 
на разематриваемой прямой; понятно, что эта точка можетъ быть взя- - 
та такъ, чтобы одна изъ ея координатъ (напр. с) имъла данную ве- 
личину. 

Что же касаетея величинъ т, п, р, то одна изъ нихъ потому мо- 
жетъ быть взята произвольно, что отъ умноженя вефхъ частей урав- 
нен!й (1) на какую угодно поетоявную величину значен!е этихъ урав- 
нен1й не изм»няетея. 

Выборомъ для с и р значенй с=0 и р—1 уравнен1я (1) приво- - 
дятея, какъ мы видъли (ем. етр. 876), къ виду 


2—2 - С | : 
у=жи2.-- 6 ) м. саб р " о 2) у 


въ которомъ они содержатъ только четыре поетоянныя. 


558 398 35 


Такимъ образомъ видимъ, что положене прямой въ проетранетвЪ 
вполнз опредъляется четырьмя {постоянными величинами или пара- 
‚метрами, которые могутъ быть разсматриваемы, какъ координаты прямой. _ 


430. Для геометричеекаго опредзлен1я прямой даютея обыкновенно 
как!я-нибуд8 чвометричесяя услотя, которыя должны быть выражены 
аналитически (уразненями) для того, ‘чтобы по нимъ можно было найти 
параметры прямой. Еели данныя уелов!я достаточны для опредЪлевая 
прямой, то, находя по нимъ ея параметры, получимъ для каждаго 
вполнЪ опредЪленное (хотя, можетъ быть, и не единетвенное) значе- 
не. Въ противномъ случа, въ уравневяхъ прямой будутъ оставаться 
неопредЪленные параметры, и данныя уеловя, выЪето того, чтобы опре- 
дзлять прямую, будутъ выдЪлять изъ везхъ возможныхъ прямыхъ въ 


проетранетвз сиетему или совокупность прямыхъ, евязанныхъ между 
в0бою опредзленнымъ образомъ. 


Но чиелу неопредвленныхъ параметровъ (координатъ) системы пря- 
мыхъ могутъ быть раздФляемы на системы одного, Зхвухъ, трехъ. изм$- 
рен!й (ем. стр. 364 и 365). Совокупноеть веЪхъ возможныхъ прямыхъ 
въ проетранетвЪ предетавяяетъ, очевидно, систему четырехъ измЪренй. 


481. Оеобенное внимаше слВдуеть обратить на случай, когда, 
уравненя прямой еодержатъ только одинъ неопредзленный параметруь 
и выражаютъ, елБ5довательно, систему одного измфретя. 


Обозначая этотъ параметръ черезъ х, можно уравненя такой ви- 
©темы представить въ видЪ 


(ау, =0, Ееул0........ (3) 


Они суть первой степени относительно перемзнныхъ координатъ 
2. у. &. | 


Прямыя линш системы предеставляютъ въ этомъ елучаЪ воевозмож- 
ныя положетя одной и той же прямой, перем щающейея непрерывно 
въ завиесимоети отъ непрерывнаго измненя параметра 2. | 


При непрерывномъ перемвщени, прямая описываеть н%зкоторую 
поверхность, которая предетавляетъ собою геометрическое мЪето вевхъ 
положен!й этой прямой. Еели прямыя, составляюцщия виетему, выража- 
ютея уравнешями (3), то уравнене названной поверхности, которому, 
‘очевидно, должны ‘удовлетворять значеня 2, 9, 2, уловлетворяюция 
_ураваненямъ (3) при веякомъ &, получитея, какъ результать исключе- 
н1я изъ нихъ этого параметра. 


> Поверхноеть, образуемая перемъщающеюся прямою, или, хругими 
еловами, которая можегь быть разематриваема, какъ геометрическое 
мВето системы прямыхъ, называется, вообще, линейчатою. 
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Къ чиелу такихъ поверхностей принадлежатъ, какъ мы знаемъ, 
‚ поверхности цилиндричеек!я и коническ1я 1), а также и плоскость. 

Раземотримъ нзеколько примвровъ, въ которыхъ геометрическое 
мЪето системы прямыхъ ееть плоскоеть. 

482. Требуется найти зеометримческое мльсто системы  прямыхжь, 
иоходящихь черезь данную точку’ и пересъкающихь данную прямую. 

Положимъ, что кооодинаты данной точки суть 41, 1, 21, И пуеть 
данная прямая выражаетея уравненями 

х—а 9—6 2—с 


кокжеечнь икиниии  ® 


78 7 фр 





Веякая прямая, проходящая черезъ данную точку, будетъь выра- 
жатьея. уравнен1ями 


| И — 9 я =] 


п т. (9 











гв я’, и, р’ суть неопредъленныя поетоянныя. 


Услове, что эта прямая пересЪкается’ съ данною, выражается, 
какъ мы видфли (ем. стр. 391), сл6дующимъ образомъ: 


(пр’— ри’) (а—ж)-Н(рт’— т) —и)- (тт —пт)(е—г2)=0 
ИЛИ и 
[2 — у) —е— ит [ие — 2) — (а —2)и’ 

+ (а—)—т— у)’ =0. 

Исключивъ поередетвомъ этого уелов!я неопредъленныя величины 
т. пт’, р’ изъ уравнен! прямой (4), получимъ уравнен!е искомаго гео- 
‚ метрическаго мфета. Это будетъ, очевидно, результатъь замвны въ по- 
слЪднемъ соотношении величинъ т’, 7’, 7’ пропоршональными имъ раз- 
ноетями (2—1), (У— 91), (&—21), т. е. 


[2 — 1) — (е— 21) — ал) 5 [ие )—р(а— а) (у — у) 
++ [(Жа— 1) —т® — 1) (2 —2)=0. 


Выше мы нашли это уравнене, какъ выражающее плоекость, про- 
ходящую черезъ данную точку и черезъ данную прямую (ем. етр. 392). 

Услов!я настоящей залачи представляютъ частный случай опредзле- 
ня коническихъ поверхностей (ем. стр, 256). Плоекоеть можетъ, елЪдо - 
вательно, быть разематриваема, какъ коническая поверхность, для ко- 
торой управляющая лин!я есть прямая. 


1) Цилиндричесыя и коническя поверхности представляютъ примфры такъ 
‚ называемыхъ развертываеляхь линейчатыхъ поверхностей, т. е. такихъ, которыя 
могутъ быть развертываемы въ плоскость. Ниже мы будемь имть также при- 
м$ры линейчатыхъ поверхностей, не обладающихь этимъ евойствомъ. 
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488. Найти зеометрическое место системы прямыхь параллель- 
ныхь одной изь двуть данныль прямыть и переспкающиитея съ друюою. 


Пусть уравнен!я данныхъ прямыхъ будутъ 


х—@ У—0 2—@ 
о 1 








7 


х—а у—[0 2—6 
7 —ь #2 г“ 22 











Предполагая, что прямая, удовлетворяющая услов!ямъ задачи, вы- 
ражаетея уравнен1ями 


» 


2— бу 9,26, (5) 
м — я —_ т оо обв | 











предетавимъ эти уелов1я елфлующимъ образомъ (ем. стр. 880 и 391): 


и 


пи и м 
(пр: 





А 





_ Въ г перваго изъ нихт второе принимаетъ видъ 
(и\р2:— ра = а2) -- (рлтт> =—= пир (6 — 65) — (71172 ее 7172 (с — ва )— 0. 


`ЗдЪеь, какъ извфетно, величины 4, 6, с суть координаты любой 
точки прямой (5) во веякомъ ея положени. СлВдовательно, он% суть ко- 
ординаты любой точки искомаго геометрическаго м%ета. Это позволяеть, 
заключить, что, зам$няя въ поелВднемъ равенетвЪ а, 6, с поелЪдова- 


тельно чрезъ 4, 9, 2, мы и получимъ уравнеше искомаго геометри- 
ческаго мъФета, 7 | | 


(илрз — 012) (—аз)-- (фут —пирз)(у — 62) (пит — тт?) (# —с2)==0. 
Въ этомъ же не трулно убЪдитьея, произведя дЪйетвительно исклю- 
чене реличинъ а, 6, с изъ предыдущаго соотношеня и уравнен!й прямой 


—а 9—6 _ р: #—с 








771 71 р 


Полученное уравнене приводилось выше (ем. стр. 391), какъ вы- 
ражающее плоскость, параллельную первой изъ данныхъ прямыхъ и про- 
‚ ходящую черезъ вторую. 
| `Услоя настоящей задачи предетавляютъ частный случай опред- 
„летя ‘цилиндрическихъ. поверхностей (ем. етр. 819). Слъховательно, 
нлоскоеть можно разематривать, какъ цилиндрическую поверхность, для 
которой рр ао рАя лин!я есть прямая, 
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484. Найти чеометрическое мъсто системы прямиль, пролодящиль 
черезь бчиную точку и параллельныхь данной плоскости. 


Положимъ, что уравнене данной плоскости есть 


Аз-- Бу (2 О=0. 


Обозначая черезъ 21, (1, 2: координаты данной точки, предета- 
вимъ уравнетя веякой проходящей черезъ нее прямой въ вид% 








Прл этомъ уелов!е параллельноети ея сЪ данной плоскостью бу- 
детъ (ем. стр. 383 и 384) 


Ат-- Би-- Ор==0. 


Иеключая, при помощи ‘этого еоотношен!я, поетоянныя т, и, р 


изъ уравнев1й прямой (6), мы получимъ уравнеше искомаго геометри- 
ческаго м5ета | 


А(#— 1) Бу у) ((е#—л)==0. 


Это есть уравнен1е плоскоети, проходящей черезъ данную точку 
и параллельной данной плоекоети (ем. стр. 3517). 
_ 485. Найт чеометрическое мъсто системы прямыхь, проходящихь 
черезь данную точку и перпендикулярныхь къ данной прямой. 


Положимъ, что данная прямая выражается уравнен1ями 


х—а 9—6 2—с 


—- 
——ын ыыы чз —ж——ы. зы 
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| Уравнене веякой прямой, проходящей черезь канную точку 
(л1, Ч1, 21), можно предетавить въ видЪ 


м УИ 2 
т 7 р 


Услове перпендикулярноети этихъ двухъ прямыхъ, какъ мы ви- 
дьли (ем. етр. 380), будетъ 


тти пи рр -- 
+ бт ит )сову + (пб -ртивов, + (пра ри )возА = 
или 
(ти -Е ®1е08У --р1ео5)т-|- (тлеову и рлеовлж-Е 
-- @теози-- и1еов Л 91 р =0. 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. с. 26 
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Исключене неопредвленныхъ постоянныхъ 9, я, 9 изъ этого ео- 
отношен1я и уравневй прямой (7) дастъь намъ уравнен1е искомаго гео- 
метрическаго м%Ъета 


(7 —- 71е05% + лозы.) (д—ж)-- Отлеозу В 1 91е08^) (уф) 


-- @дтлсози. + и1е08 А -- 21) (#—21)==0, 


или, въ елучаЪ прямоугольной системы координатъ, 


т(х— т) и (у— у) 1 —21)=0. 


Это есть плоскость, проходящая черезъ данную точку и перпен- 
дикулярная къ данной прямой (ем. стр. 385). 

486. Нели дв данныя прямым не перееёкаютея, то прямая ли- 
ня, переезкающая ихъ 06% и проходящая черезъ какую-нибудь данную 
точку, будетъ опредфленная и единственная. = 

Въ вамомъ дл, это будетъ, очевидно, прямая, по которой пе- 
реефкаютея между собою дв» плоскости, проходяпия черезъ данную 
точку и черезъ каждую въ отдБльности изъ данныхъ прямыхъ. 

Вели даны три не перее5каюпйяея прямыя, то будеть сущеетво- 
вать безконечное множество прямыхъ, перее$кающихея съ ними одно- 
временно. Это видно изъ того, что черезь каждую точку одной изъ 
данныхъ прямыхъ должна проходить прямая, пересекающая двЪ другя. 

Прямая лин!я можетъ, слвдовательно, перемвщатьея въ проетранв- 
ствЪ$, пересБкая постоянно три данныя прямыя (скользя по нимъ)и 
описывая н»зкоторую линейчатую поверхноеть. Эта поверхноеть, гео- 
метрическое м$ето системы прямыхъ, пересекающихся съ р дан- 
ными, не будетъ, однако, плоскостью. 

Примемъ за оси координатъ три прямыя, проходящая черезъ про- 
извольную точку въ пространетвЪ и параллельныя тремъ даннымъ пря- 
мымъ. Въ такомъ случаЪ уравнен!я данныхъ прямыхъ будутъ поел%- 
довательно | 


1) $ —61. ® — ст, 
2) &==ар, ВЕСЬ: 
3) 2==03, /— 63, 


Полагая, что четвертая прямая, выражаемая уравнен1ями 


7—4 У— В. 2—5 
хо Е Еж Е 





переекаетея съ каждой изъ данныхъ, будемъ имЪфть, что’ уеловя пе-. 
реевчешя заключаются въ слёдующемъ: 


— 408 — 














9—6 с—с 
т 
2—6  а2— а 
рот’ 
аз—а _6:;—Ь 
т ‘и 


Перемноживъ эти равенства почленно, иолучимъ, по сокращен! 
чеопредзленныхь поетоянныхъ #7, и, р, 


(6 — 61) — с (а аз) == (е—с1)а— а —63). 


ЭдВеь @, 6, с еуть неопред$ленныя координаты любой точки пря- 
мой (8) во веякомъ ея положени. Обозяачая ихъ, какъ координаты 
любой точки поверхнсети, описываемой этою прямою, черезъ 2, 9, 2 
получимъ, что уравнен1е этой поверхноети ееть 


(У— 61 )(2— с Хх—аз)==(2— 1 )(х-—а(у— 6). 


Это есть уравнеме второй етепени, потому что, по раекрыти 
екобокъ, въ немъ члены третьяго измфрев1я сокращаются. 

Отеюда заключаемъ, что геометрическое мфето системы прямыхъ, 
перее$кающихъ три какя-нибурь данныя прямыя, есть нЪкоторая по- 
верхность второго порядка. 

Ниже мы ознакомимея подробно ео свойствами поверхностей этого 
рода. 

487. Котда точка въ пространств опредфляетея по какимъ-либо 
услов1ямъ, выражевнымъ апалитичееки, т. е. уравнен1ями, то для ко- 
ординатъ ‘ея могуть получитьея выраженя мнимыя. Въ этомъ етучаз 
сама точка называетея миимою. 

Подобнымъ же ойразомъ для выражен1я плоскостей и прямыхъ 
лин1й по даннымъ аналитичеекимъ условямъ могутъ получаться урав- 
неня еъ мнимыми коэФФищентами. Плоскоети и прямыя лини, выра- 
‘жаемыя -такими уравнен!ями, называютея также мнимыми. | 

Употреблете мнимыхъ выражей при изучени хигуръ въ про- 
странетвз имЪетъ то же значене, какъ и въ геометрли на плоскости. 
(ем. стр. 68). о 

Если соотв тетвенныя координаты двухъ точекъ суть величины 
мнимыя сопряженныя, то и еами точки называютея сопряженными. 

Полагая, что координаты одной изъ двухъ еопряженныхъ мни- 
мыхъ точекъ суть 


—=а- Ут уже а/—Т, ^ э=е М, 
будемъ имфть для координатъ другой елвдующця выраженя: 


—=а—В/—1, у—е— @\ —1, е—е— | — 


26* . 
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Легко вывести, такъ же какъ и въ геометри на плоскости, елф- 
дуюцщия заключеня о сопряженныхъ мнимыхъ точьахъ: 

1) Середина разстояюмя между двумя манмыми сопряженными точ- 
ками есть точка дЪЙйетвительная. 


2) Прямая, проходящая черезъ двз мнимыя сопряженныя точки, 
есть дЪйествительная. 


3) Отношеюе разетояня между двумя мнимыми сопряженными 


точками къ разстоян!ю между двумя другими такими же точками ееть 
величина дЪйствительная. 


488. Обпий видъ уравневня мнимой плоскости ееть 
(АА Те ВИТУ (О-- ОТ Ф-+ЬУ=0. 


Двз плоекости или прямыя, въ уравнемяхъ которыхъ евоотв$т- 
ственные коэффищенты суть величины сопряженныя, называютея так- 
же сопряженными. 


Уравнене плоскости, сопряженной съ предыдущей, будегъ, ел%- 
довательно, 


(ААУ —Пз--(В—ВУ—Ту--(С—0У—Те--ФЬ—РУ-—П=0. 


Очевидно, что оба эти уравнен1я удовлетворяются координатами 
точекъ дЪйетвительной прямой, выражаемой совокупностью уравненай 


Ав Вч-+ С’ё-+- Г’=0. 


Это показываетъ, что на всякой мнимой плоскости находится без- 
численное множество лия точекь, именно всъ точки прямой, 
по которой эта плоскость пересюкается со своею сопряженною. 


'Уравневе всякой плоскости, проходящей черезъ точку (2, Чл, 21), 
имфетъ видъ 


А(&—ал) + Ву—)- Ое—)=0. 
Нридавая координатамъ этой точки мнимыя значеня 
инт 1, 1, у-е-а/—Ъ а=е- ИТ, 
будемь ‘имть т. | | 
Ав—а-+Ви—9-+ 0—9 -У-Т( 4ь-- Ва-- = 


Это уравнеше_ можеть представлять двйствительную. ‘плоскость 
только тогда, когда, козфищенты А, В, С удовлетворяють условию 


А в. ва == С7=0. 
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Бъ такомъ случаЪ эта плоекоеть, выражаясь уравнешемъ 
А(х—а)- Б(у—®- С((г-— ©) =0, 
проходитъ, очевидно, черезъ дьйетвительную прямую 


х—а ч—с 2—е 


п = 


соединяющую мнимую точку (11, 91, 21) съ ея сопряженною. 


Итакъ, черезь всякую мнимую точку проходить безчисленное мно- 
жество дъйствительныхь плоскостей, которыя проходять въ то же время 
% через» точку, сопряженную съ данной. 

489. Мы видфли, что въ уравнемяхъ прямой 


д—@ _У—6 2—с 





—— —— 


т 7 фр 


двЪ изъ поетоянныхъ величинъ с и р могутъ быть взяты произвольно. 
Это показываетъ, что уравнев1я всякой мнимой прямой можно разема- 
тривать въ видъ 


д=—=(т- у ис. ак, Фа В 
у=(и -- И —Т)е-+ 6-1) 


Уравнен!1я прямой, сопряженной съ этою, будутъ 


#=(т—т/\/ —1)е--(а-а\/—1)] о. (10) 
у=(и — ®\/ —1)2 че-—и=р 


Предетавивъ уравневая (9) въ видз 


х—т2—а= —=\ —1(т а’), 
у— пг—Ь—\У—1 (иг Ь), 


заключаемъ, что въ елучаф, когда эти уравневля удовлетворяютея дЪй- 
ствительными значен1ями перемвнныхъ, должно быть 


жг--а=0 и тео’ —=0 
и, слзковательно, | 
па —=туь ФФ @® э ъ -'® @ о © @ ® з о о Ф (11) 


Легко д что КЪ этому еоотношеню сводитея уеслове, что 
прямыя (9) и (10) переевивются (ем. отр. 391). 
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При условш (11) дЪйствительныя величины координатъ, удовде- 
творяюпия уравненямъ (9), будутъ, очевидно, 


ат’ — пи’ фи’ — пб’ ИХ 
—=—— >, =, ммм — = — 


7 ий 7 и 





Эгими величинами удовлетворяютея и уразневая (10). Слфдова- 
тельно, если мнимая прямая проходить черезь дъйствительюто точку, 
10 она пересюкается вь этой точкь со своею сопряженною прямою. 

Помножая уравневя (9) поелЪдовательно на я ит’ и вычитал 
результаты, получимъ, при уелови (11), 


юх—ту— (пит —тп)2- От —аи)=0. 


Это есть уравнене дъйетвительной плоекоети, проходящей черезъ 
прямую (9). 

Это же уравнев1е получимъ, при уеловли (11), поступая такимь, 
же образомъ еъ уравневями (10). 

Итакъ, если деть сопряженныя миимыя прямыя пересткоаются, то; 
какь точка иль пересъченя, такь и плоскость, чрез нихь проходящая, 
суть дъйствительниыя. 


Примбры и задачи. 
1. Найти зависимость между постоянными а@, 6, с, т, п, 0, при которой 
уравнен1я 
у аз-- т=0 2+6 п=0, х-су-+р=0 
выражають проекши одной и той зе прямой. 
Отв. абс =—1, т=а(п--5р), п=0(р— ст), р==е(тр— ат). 


(Искомая зависимость рии двумя изъ эгихъ равенствъ, два, же остальныя 
суть м сл6дствиЯ). 


2. Дана плоскость относительно прямоугольной системы координалъ урав- 
нешемъ 
Ах - Ву-+ (= +О)= 


Найти углы между лин!ями ея перес$чешя съ плоскостями координатъ. 
ВС АС 


тт Е 
_ Ув-в уве “”” ужчы ув+е 
с05.9 = 2 -а С ГУ ВЕС Ё 


3. Найти углы, составляемые сь осями координагъь прямоугольной системы 
пеиою лин1ей, выражаемой уравневями 


Отв. 


ах. бу - с12 == 5% 609 - в;2 == аз -Е Взу -{ саг. 


Отв, . | -608% —А[ 6 (со — сз) -- 65(3— 1) - 6. (с, — с), 
‚созВ == К[с1 (ао — аз) + с›(аз — а1) + сз (91 — а), 
„08 — Ка (65—65) + 45 (63 —61) + аз, —%)], 


причемь Ё ропрелыватой изъ условя сова --соз"В--с08* 1. 
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4. Дана косоугольная система координатъ, въ которой оси ОХи ОУ 
перцеядякулярны между собою и составляютъ углы въ 600 съ осью ОЙ. Найти 
уголь между прамыми, выражаемыми относительно этой системы уравнешями: 


* 
= =——щ и х-у=0, [2 == 109. 
Отв. ф —= 909. 
5. Относительно прямоугольной системы координатъ дана прямая лия 
уравненями 
ЕС 
7 п р 





Найти углы, образуемые этою прямою съ тремя прямыми, соединяющими ея 
слЗды на плоскостяхь координатъ съ началомъ координатъ. 


(т — апт) + р(сет— ар). 
Ут? - я? + р? Убт— ат) + (ет— (ст—ар} ' 
т(ап— 9т) - р(еп—6р) _ 
Уля - 7? + р? У@ап— т} + (сп — -5р) 
сов = тар — ст) + ®6рр— сп) _ 
Ут ++ р У@р— ст): реп) 


Отв, с08ф = 


со8ф = 


м 6. Относительно прямоугольной системы координатъь найти прямую, лежа- 
шую въ плоскости Хот, проходящую черезъ начало координатъь и иерпендику- 
лярную къ прямой 


д. оны в 
. бе ЧАТ. 
Отв. 52 + 2у=0, ==0. 


\ 7. Найти относительно прямоугольной системы координатъ прямую, про - 
ходящую черезъ точку (1, 1, 1), параллельную съ плоскостью Х-у--2==0 и 
перпендикулярную съ прямою /—2%5, х==32. 





Отв. 2 т ве 


У 8. Относительно прямоугольной системы коордивать найти плоскость, про- 
ходящую черезь прямую 
Х==32 +1, у=5:—2 
и составляющую равные углы съ прямой Зх==5у, 3у=42, и съ осью ОХ. 
Отв. 331—529 - 612—97=0. 
9. Относительно прямоугольной системы координатъ дана плоскость и 
прямая лия уравнен1ями 
Аж -- Ву+ Се-+)=0 и аж==фу=сх, 
Найти прямую, лежащую въ этой плоскости, перпендикулярную къ этой прямой 
и перес$кающуюся съ осью ОЙ. 
2 у ,„_ (2+ р__ 
а(Вь— 0) 50б— Аа) б(Ав— В) 
10. Найти уравнеше прямой, проходящей чер начало координатъ и пе- 
ресфкающейся съ прямыми 
2 = —=5, у— 2 и 2=3, 2=—]. 
и 


Отв. 
| 


о 2. 
Отв. = в : 
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11. Даны плоскость и прямая лин1я уравненями 


Найти прямую линю, проходящую черезъ начало координалъ, параллельную 
данной плоскости и перес$кающуюся съ данной прямою. 


я 


тв. оо оао аа а. В 
В(ап — бт) + С(ар —ст) А(бт — а”) + СФр— сп) 


НВ 
`\/ 12. Даны три прямыя 
ыы х=—=#—1, у=32—4; х==51, у=2— 5; х=22 +1, у=42— 8; 
найти четвертую, цпересЗвающуюся съ двумя первыми и параллельную третьей. 
Отв. х=22—1, у=42—4. 


413. Найти длину перпендикуляра, опущеннато ва прямую 1—9==2е изъ 
точки (1,—1, 2). 


Отв. ` 52. 


414. Найти разстояве между параллельными прамыми: 
х—3 у—2 2—5 212 91 2—5 
16 15 а“ 16а 2" 
Отв. 4==0,68. 

\ 15. Даны двЪ прямыя 
2—1 УЗ 2—2 
2 5 4 
найти плоскость, проходящую черезъ первую изъ этихъ прямыхъ и перес$ка- 
ющую ось ОХ въ точкф, отстоящей отъ второй ирямой на разстояши равномъ 

единиц$. 


Отв. | 66% —8и—232 —44=—0. 
16. Найти прямую, перес$кающуюся съ прямыми. 
д=—32—1, у=22—3 и у=2х—5, 2=10 +2 

И Ея къ нимъ обЪимъ. 

Отв. х=—32—1, у=—52—4, 25. 

У 17. Найти геометрическое м$ето прямыхъ, параллельныхь плоскостямъ 
32—2у +52—1=0 и 82—49 -+2—2=0 

и перес$кающихъь ось ОУ. 
Отв. 455 -- 92 = 0. 


18. Найти ее мъето прямых, перпендикулярных» КЪ ДВУМЪ 
прямымъ 














и /=1, 2=32— 2; 


| 2—9 =0, у—82=0 и ‚3% -- Зу=0, ву 
и поресфкоющихоя съ прямою 
| х—8 9+1. 2—1 





я дип иииииниьчиащий 27 
——_ 


`Отв. 2 — 9у— 102—9=0. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. | 


Обиля свойства поверхностей. 
второго порядка. 


с 1. Опредблеше поверхностей второго порядка и ихъ отноше- 
не-къ прямымъ линямъ и плоскостямъ. 


490. Проетфйшими посл плоскости алгебраичеекими поверхно- 
етями должны быть поверхноети второго порядка. 

Обний видъ уравненй второй степени еъ тремя неизвЪетными, 
предетавляющихъ поверхности этого рода относительно прямолинейной 
системы координатъ, ееть елфдующий: 


Ай Ву?-- ОР Рау Еле Руг- = Ну Л К=о. 


Очевидно, что, не нарушая общноети этого уравнешя, можно 
разематривать его также въ слВхующемъ видф: 
Ах? -|- Вуз (2--2Плу-- 2Ех2--2Еуё .. 
| рома 
2х 2Ну--242- К==0, 


‘что предетавляеть нЪфкоторыя удобства” для’большей простоты т®хъ 
преобразован1и, которымъь намъ придетея подвергать это уравнене 
впоелдетви, | | 

При неопредёленныхъ значеняхъ поетоянныхъ 4, В, С, О, Е...К, 
уравнев1е (1) можеть выражать любую поверхность второго порядка, 
относительно любой еистемы координатъ; поэтому ‘ве заключеня, вы- 
водимыя изъ него въ предположени, что эти постоянныя суть как1я 
угодно дЪйетвительныя алгебраичеекня величины, будуть общими свой- 
отвами поверхноетей второго порядка. 

491. Такъ какъ оть умножевя уравненя (1) на какую-нибудь 
поетоянную величину его геометрическое значене не измъняетея, то 
видъ и раеположене поверхноети обуеловливается лишь отнощенями 
какихъ-либо девяти изъ коэфФищентовъ этого уравненя къ десятому. 
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Эти отношеня могутъ, ел5довательно, разематривальея, как‘ь параметры 
поверхности. 


Для того, чтобы найти поверхность второго порядка по какимъ- 
= . . 
нибудь условямъ, нужно опредфлить по этимъ уеломямъ названныя 
: 2 «т» 2 43 г - 
девять отношен! или, что вее то же, найти как1я-нибудь десять вели- 
чинъ, пропорщональныйь коэфФищентамъ уравнешя (1) этой поверх- 
ноети. 


Отеюда елЪдуетъ, что девять точекъ, принадлежащихъ поверхно- 
сти второго порядка, предетавляютъ условя, вполнз доетаточньыя для 
ея опредБленя. Иначе говоря, яоверхность второю порядка виолиь 


т 
— = 


Дъйствительно, полагая, что данныя точки суть (21,/1,21), (2,2, 23), 
Хз) Уз) 23)...(519, Ч, 29), будемъ имЪть девять равенетвъ: 


Ах? -- Бу? (21? —- 2.07511 -- не 221 -|- А —0, 
Ал" Ву?-- Са? 2 Дуо — -|- 2/25 -- К = 0, 


® & ® з ® ® ® ® ® Ф Ф Ф Ф ® ® ® ® ® ® ® ® Ф 


Ау” —- Ву? -- (20? -|- 2.17799 — 55 -- 2/29 -- К — 0, 


изъ которыхъ, какъ изъ однородныхъ линейныхъ уравневй отноеи- 
тельно десяти неизв%етныхь А, В, С, О... К, получатея единетвен- 
ныя значен:я для отношен!Й между неизвЪетными. Самое же уравнен1е 
иекомой поверхности получитея, какъ результалть иеключев!я этихъ 
неизвЪетныхъ изъ поелфднихъ девяти уравневай и уравненая (1) въ ел%- 
дующемъ видфЪ: 


$ 


2 2 р | о 

27, У, 2, 24, 42, у, <, у, 4,1 
гр. 9 2 р. 2 2 у 2 
1”, 417, 217, 4191, 4141, 9121, 41, У1, 91, 1 


; * *) Эд ^ 
297, 49°, 297, 299, 292%, У329, №9, 9, 29, 1 


Оно не будетъ представлять опредъленной поверхности только Въ 
_томъ случаф, когда въ первой чаети вез опредзлители миноры, соотвВт- 
ствуюцие элементамъ первой етроки и предетавляющ!е коэффхищенты 
уравнея, будутъ одновременно равнятьея нулю.] Такъ „дакъ это „Зна- 
чило бы, Аа между координатами данныхъ точекъ иметь мЪефо из- 
которая завиеимоеть, то в что | девять точекъ поверхности 
второго порядка, всегда достаточныя для ея опредвлея по евоему 
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числу, могуть въ чаестныхь случаяхъ быть недостаточны по своему 
относительному расположеню. 

2. Найдемъ точки пересвчен1я поверхности (1) еъ осью ОХ. 
Полагая для этого въ уравнени поверхноети у=0, &—=0, получимъ 


Ах?--З3ав- К=0 


Два значен1я 2, получаемыя отеюда, будутъ разетояв1я искомыхъь 
точекъ отъ начала координать. Такъ какъ, въ зависимости отъ коэФ- 
Фищентовъ А, @, К, эти значевая могутъ быть дЪйствительныя или 
мнимыя, то и самыя точки пересзчев1я будуть дЪйетвительныя или 
мнимыЯя. | 

Принимая во внимаюе, что одна и та же поверхность выражается 
 уравненлемъ вида (1) относительно всякой прямолинейной системы ко- 
ординатъ и что всякая прямая можетъ быть ие за ось ОХ, заклю- 


] > ——.—- 


= --- 


двух оно или и мНимылЬ очках 

Въ томъ случаЪ, когда точки пересвченя дЪйетвительныя, отр%- 
зокъ прямой, заключающиея между ними, называется 20рд0ю... 

Нели точки пересЪчен1я совпахаютъ и, слъдовательно, хорда рав- 
няетея нулю, то прямая называется хасательною къ поверхноети. 

498. Найдемъ линю пересвченя поверхноети второго порядка съ 
плоскостью ХОУ. Полагая рля этого 2==0, получимъ изъ уравнегпя (1) 


Ал? Ву? 2Плу 3 Чж--ЗНУу-К=о0..... (2) 


Это показываетъ, что искомая лишя перес$чен1я есть также вто- 
рого порядка. 

Уравнеше (2), при нёкоторыхъ значешяхъ его коэффищентовъ, 
можетъ вовсе не выражать дЙетвительной ливни (ем. етр. 136). Такь 
какъ при этомъ веякая прямая, лежащая въ плоскости ХОУ, имфетъ 
съ поверхностью (Г), а елфдовательно и съ искомой литей (2), двъ 
мнимыя обиця точки, то говорятъ, что въ данномъ случаЪ перееЪчея1е 
проиеходитъ по мнимой кривой второго порадка. 

Принимая во внимаше неизмзняемоеть вида, уравнения (1) для 
всякой системы координатъ, можно, слфдовательно, сказать, что #о- 
верность второю т орядка пересткается всякою_ плоскостью по. дйстви- 
тельной или мнимой лини тою же порядка. о 

494. Извзетно изъ геометр!я на плоскости (ем. етр. 75), что когда 
коэфФфищенты уравненя (2) подчинены услов1ю : 


мл 


и | 


ли 


= 419% 


АВК-+ЗОСНЬ— АН:— ВС— РК=0, 


то это уравнете выражаетъ совокупность двухъ дВйствительныхъ или 
мнимыхъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ дЪИетвительую точку. Въ этихъ 
случаяхъ говорятъ, что поверхность соцрикаезетея еъ плоскостью ХОУ 
и эта плоскость называется касательною къ поверхноети. 

Смотря по тому, будутъ ли двЪ прямыя, выражаемыя уравне- 
в1емъ (2), дЪиетвительныя или мнимыя, соприкоеновен1е имфеть двоякй 
характеръ. Въ посльднемъ изъ этихъ двухъ елучаевь поверхность 
имфетъ съ плоскостью только одну общую пЪйетвительную точку, ко- 
торая и называетея точкою прикоеновевня. Въ первомъ же суще- 
ствуеть безчиеленное множество дЪйствительныхъ общихъ точекъ, ле- 
жащихъ на двухъ прямыхъ, и точка прикоеновен!я есть точка пере- 
е$ченя этихъ прямыхъ. Можно сказать, елЪдовательно, что въ этомъ 
поелфднемъ случаЪ плоскость соприкасаетея съ поверхностью и въ то 
же время пересЪкаеть ее. 

Если уравнене (2) выражаетъ двз прямыя, совпадаюния въ одну, 
то каждая точка этой прямой есть точка касаня. Соприкоеновене по- 
верхноети съ плоскостью будетъ въ этомъ случа боле тфеное, чфмъ 
въ предыдущихъ. 

495. Возьмемъ какую-нибудь прямую, проходящую черезъ начало 
координатъ и выражающуюея уравненями 


ДЕ. ЗЕЕ ИР в в ча аш & (0 


Исключая х и у изъ этихъ уравневмй и уравненя поверхности 
(1), получимъ уравнене съ однимъ неизвзетнымъ 


(Ат?-{- Ви? 0 2Оит--2Ет-- 2 пе -- с 
--2(ат-- т-- 9 Е=0 ь БЕ 


корни которато будутъ координатами 2 точекъ, общихъ для прямой и 

поверхноети. Для того, чтобы прямая (3) была касательною къ поверх- 

ноети (1), корни поелдняго уравнен1я должны быть равньтии, » для 
этого должно быть 

_ (бил а 

— Е (Ат? Ви? С 2О)ти-2Ет--2Еп)=0 И 


При неопредёленныхъь 2% и я, удовлетворяющихъ этому условию, 
уравнен!я (3) выражаютъ, очевидно, систему. прямыхъ, образующихъ 
ей коническую поверхноеть. 

_ Чтобы получить уравневе этой поверхности, нужно исключить 


——-.=—-—- на 9 4 


ленных. параметры т и Я изъ уравнен1й (3) и условя (5). 
Въ результат будемъ имфть 


(аз-- Ну--12— - (6) 
— КА? Ву 0-2 лу- 2-0. {- и 
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Такъ какъ это уравнене второй степени, то заключаемъ, что ка- 
сательныя ‘поверхноети второго порядка, проходяпия черезъ начало ко- 
ординать, образуютъ коничеекую поверхность второго порядка. | 


—. 


- 496. Вообще, легко видЪть, что веякое однородное уравнене (и 
тремя неизв5етными видами 


Ад?-- Бу?-- (2? 





—0....... (1) 


выражаетъ конуеъ второго порядка, вершина котораго находитея въ 
начал координатъ. | 
х Это елфдуетъ изъ того, что такое уравнене можно разематриваль, 
какъ рёзультатъ исключеня параметровъ тип изъ уравневшй (3) и 
услов1я 
Ат? -- Би*-- С; тт т но 


у 


э потому ‘оно должно предетавлять геометрическое мзето системы пря- 
мыхъ, выражаемыхъ уравневаями (3) при этомъ условии. 

Нужно замтить, однако, что при нзкоторой зависимости между 
коэФФищентами А, БВ, С...Е поелфднее уелове можетъ не удовлетво- 
рятьея никакими дЪйствительными значешями 2 и я. Въ этомъ елу- 
ча говорятъ, что уравнеше (7) выражаетъ мнимый конусъ. 

_ Можетъ также случиться, что первая часть урэавненя (7) разла- 
гаетея на два множителя съ дЪйствительными или мнимыми коэФФИЩ- 
ентами и, велфдовательно, это уравненме выражаетъ еовокупноесть двухъ 
‚ двйетвительныхъ или мнимыхъ плоскостей, проходящихъ черезъ нача- 

Само собою понятно, что еовокупноеть двухъ плоскостей можно 
разематривать, какъ коническую поверхность, управляющею которой 
служитъ еовокупноеть двухъ прямыхъ. 

Ве эти особенноети могутъ имзть мФето и для конуса (6), обра- 
зуемаго касательными къ поверхноети второго порядка изъ начала ко- 
ординатъ, а такъ какъ всякая точка проетранетва можетъ быть принята, 
за начало координатъ, то можно сказать, что касательныя къ поверхно- 
сти второю порядка изь какой бы ни было точки. пространства образу- 


..-—-.-ы < <** 


ют  Оъйствительный. или мнимый конусь второзо порядка. 


= >-^--—. 
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Такой конуеъ называють ойисаннымь около поверхности. 
497. Уравневе (6) можетъ быть представлено въ вид 


(дх-- Ну + К—К.Г=0,...:...... (8) 
гдв Г есть сокращенное обозначене первой части уравненя (1) раз- 
сматриваемой поверхноети. 


Такъ какъ координаты точекъ прикоеновешя касательныхь (3) 
къ поверхности (1) должны удовлетворять уравнешямъ (8) и (1), то 
эти координаты должны обращать въ нуль многочленъ ‘- 


Ях-- Ну 72 К. 
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Это показываетъ, что точки прикоеноветя касательныхъ изъ на- 
чала координатъ, а елЪфдовательно и изъ веякой другой точки, лежать 
въ одной плоекости. = 

_  Опиеанный ковуеъ (6) сеоприкасаетея, елЪдовательно, съ поверх- 
ноетью (1) по лими второго порядка, по которой эта поверхноеть пе- 
рее$каетея плоскостью 


<а-- Ну 42- К=0......-..е... (9) 


— 


Эта лин1я можетъ быть разематриваема, какъ управляющая конуса. 

Понятно, что конуеъ (6) булетъ дЪйствительнымъ только тогда, 
когда поверхность (1) переезкаетея плоскостью (9} по дЪйетвнтельной 
Лии. 

498. Еели поверхноеть второго порядка проходитъ черезъ начало 
координатъ, то уравнен!е ея (1) не должно имфть постояннаго члена, К 
и, елфдовательно, можетъ быть предетавлено въ видЪ 


(Аз?-ф- Ву? С--2Пху а" А (10) 
— 2(<х- Ну--/4г)=0 | 


Этому уравнен!ю удовлетворяютъ, очевидно, вез значемя неиз- 
взетныхъ, удовлетворяюпия одновременно уравнен1ямъ 


ах Ну-- /2=0. . а .. (11) 
И Ал? -- Бу-ф С2--2ПОху- 2Ехе -- 2Еуг=0. 


Изъ нихъ первое выражаетъ плоскость, проходящую черезъ на- 
чало координатъ, а второе конусъ, имзюпиай вершину въ началЪ. Эти 
поверхности пересфкаютея между еобою или только въ одной точк® (на- 
чалЪ координатъ), или по двумъ прямымъ (образующимъ конуса). Сл%- 
довательно, и разематриваемая поверхноеть (10) имЪетъ еъ плоекоетью (11) 
или только одну общую точку, или двЪ обиая прямыя. Это значиттъ, 
что плоскость (11) ееть касательная къ разематриваемой поверхности. 

Замвчая далфе, что при &Ё==0 уравнене (6), выражающее ' гео- 
метрическое м$ето системы каесательныхъ изъ начала, обращаетея въ 


(4% Ну 422 =0, 


заключаемъ, что это геометрическое мфетоееть касательная плоскость (11). 
Итакъ, касипельная плоскость въ какой-нибудь точкь поверхности есть. 
1еометрищеское мюсто встхь касательныхь поямыхть в5 этой точь. 
499. Возьмемъ теперь какую-нибудь прямую, ею осн 
90а п, сл доРзтельно, выражающуюся уравневими 


ЕО, ба, ааа (12) 
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Дяя опредъленя координатъ 2 точекъ переевченя этой прямой 
съ поверхностью второго порядка (1) будемъ имЪть уравнене 


С? -|- 2(Еа-- ЕБЕТ) -- 
+ (а? В 20-2 ба НЮ, 


изъ котораго видно, что прямая (12) есть касательная къ поверхности, 
когда, выполняетея уелове 


(Еа-- Роу — 
— О(Аа?-+ В 2Паь-- 2 <а--2Нь- К)==0. 


Уравнения (12), при неопредвленныхъ а и 6, удовлетворяющихъ 
этому услов1ю, выражаютъ систему прямыхъ, образующихъ цилиндри- 
ческую поверхность. 

Замфняя въ поелфднемъ услови а и 6 черезъ х и +9, получимъ 
уравнене этой поверхности 


(Еж-- 9 — | анемий 
—С(А-ф В-2Пжу-2ах-2Ну--К)=0 


Это есть цилиндръ второго порядка, могупий, очевидно, имЪть 
такя же особенноети, какъ и лишя, выражаемая тзиъ же уразнемемъ 
на плоскости ХОУ и служащая ему управляющею. 

Такъ какъ веякая прямая въ проетранетв$ можетъ быть привята 
за ось координать, то заключаемъ изъ сказаннаго, что касательныя 
хз поверхности второю порядка, параллельныя какой-либо прямой, обра- 


Зупоть цилиндр 67100010 порядка. 
`` `Этоть цилиндръ называетея описаннымъ около поверхности. 


500. Придавая и отнимая въ первой части уравневая (13) выражене 
О --2С(Ех- Ку у), 
дадимъ этому уравненю видъ . 
(Еж-- Ру Се--у *— С.Г =0 


гдз 7 означаеть первую чаеть уравнев1я разематриваемой поверх- 
ноети (1). 

Отеюда видимъ, чтоточки прикосновенля ве хъ касательныхъ выража- 
емыхъ уравнешями (12), должны удовлетворять уравнен1ю первой стенени. 


Еш-|- Ру-- бе =0.......-. (14) 


Это показываетъ, что точки прикоеновен1я везхъ касательныхъ къ 
‚поверхноети второго порядка, параллельныхъ одной и той же прямой, 
лежатъ въ одной плоскости. Описанный цилиндръ (13) еоприкаеается, 


— 416 — 


слБдовательно, съ поверхностью (1) по лиюи второго порязка, но ко- 
торой эта поверхноеть пересЪкаетея плоскостью (14). Понятно, что онъ 
будетъ дЪйствительный только тогда, когда эта лия дфйствительная. 

501. Возьмемъ опять прямую (3), проходящую черезь начало 
координатъ. 

Вели она ветрЪчаетъ поверхноеть второго порядка въ безконечно 
удаленной точкЪ, то въ уравнеши (4), опрерфляющемъ координаты 2 
точекъ перееЪченля, коэхФищентъ при 2? колженъ равнятьея нулю. Это 
даетъ уелове 


Ат? Ви -- С 2Отп РЗЕт-2Еп=0,. .... (15) 


которому должны удовлетворять параметры 2% и ® прямой. 
Исключая эти параметры, получимъ уравнеше конуса 


Ах? -- Ву? О 2Рлу--2 Ех Руг=0,...... (16) 


предетавляющаго теометрическое мзето везхъ прямыхъ, проходящих 
черезъ начало и ветрёчающихъ поверхноеть въ безконечно удаленныхь 
точкахъ. 

Вели послЪднее уравнев1е не удовлетворяется дЪйетвительными 
величинами неизвзетныхъ и, елЪдовательно, предетавляетъ мнимый ко- 
нусъ, то поверхноеть (1) не имъетъ вовее безконечно удаленныхь то- 
чекъ. Тавя поверхности называются эллитсоидами. 

Если уравнене (16) выражаетъ двйствительный конусъ, то по- 
верхноеть (1) имЪетъ безконечное множество безконечно удаленных 
точекъ, которыя лежатъ на образующихъ этого конуса и еами обра- 
зуютьъ безконечно удаленную кривую второго порядка, 1). Таюя поверх- 
ности называются итерболоидами. 

Нели, наконецъ, первая часть уравненая (16) разлагается на два 
множителя первой степени и, елковательно, оно выражаеть еовокуп- 
_ноеть двухъ дфйегвительныхъ или мнимыхъ плоскостей, то. поверх- 
ноеть (1) иметь или только одну безконечно удаленную. точку, или 
‘дв безконечно удаленныя прямыя. Пдверхноети такого рода, называ- 
Ютея параболоидами. 

502. Въ елучаВ, когда 06% точки переевченая прямой (3) съ по- 
зерхностью еуть безконечно удаленныя, въ уравнени (4) и второй 
коэоФищентъ долженъ, равняться нулю, т. е. при уелови (15) должно 
имъть мзето еще сл5дующее | | 


бт-- Ни 7—0, 


> Вь силу положения, что на прямой лин1и ‘безконечно удаленная точка 
здинственна. | 


Е» 411 


и если поелзднее услов1е удовлетворяетея вефми значешями и », 
соотзвтетвующими первому, то должно быть 


9—0, Ны=0, У/=0 


Уравневе (16) будетъ въ такомъ елучаВ тождественно съ уравне- 
мемъ (6). Это значитъ, что конуеъ (16) будеть описанный около по- 
верхноети (1), т. е. вс его образуюпия будуть касательными въ без- 
конечно удаленныхъ точкахъ. 

Такой конусъ называется ‘асимитотичеекимь _ конусом» поверх- 
ности, е- 


$ 2. Центръ, даметральныя плоскости и д’аметры. 


505. Допуетимъ, что поверхность второго порядка, выражаемая 
общимьъ уравненемъ 


Аз? Ву?-|- С? 2ПОту-- ЗЕ зе + 2Руг-{- | Я а) 
24=--2Ну--2/г-- К=0 | 


перес$каетея прямою линею о 
д —7%2. и 


проходящею черезъ начало координатъ, въ двухъ точкахьъ, еиметрич- 
ныхъ относительно начала, т. е. находящихея на равныхъ отъ него 
разетоян1яхъ. р" 

Въ такомъ елучав въ уравнении, опрехвляющемт координаты 2 
этихъ точекъ и им5ющемъ видъ 


(Ат В С 2Оти-2Ет--2Е пе? 
2(ат- Ни Т)2-- К=0 


коэфФищентъ при первой степени неизвзстнаго долженъ равняться нутю. 
Это даетлъ услов!е 


ат-- Ни --/=0, еее + (3) 
показывающее, что существуетъ безчиеленное множество прямыхъ, обла- 
дающихь указаннымъ евойетвомъ, и что всё эти прямыя лежать въ 
плоскости, выражаемой уравненлемъ 


Плоскость эта пересвкаетъ, сл5довательно, цоверхность по такой 
ливи, центръ которой находится въ начал координатъ. 
Если будемъ имфть 


4—0, Н=0, 4—0, ди кож ине 4) 
ь | 
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то услоне (3) выполняется независимо отъ значен1 тия п, слТлова- 
тельно, прямая (2), при веякомъ евоемъ направлении, будеть ветрьчать 
поверхность (1) въ двухъ симметричныхъ относительно начала точкахъ. 
Начало координатъ будетъ въ этомъ случа ерединою везхъ возмож- 
выхъ проходящихъ чрезъ него хордъ поверхности. 

Точка, обладающая. этимъ евойетвомъ, называется емтромь по- 
верхноети второго порядка. 

Такъ какъ услове (3) только тотда выполняетея при веякихъ зна- 
ченяхъ т и я, когда имъютъ мъЪето равенства (4), то эти послЪкя 
предетавляютъ необходимое ик достаточное уелов1е, для того, чтобы на- 
чало координатъ было центромъ поверхности. 

Итакъ, если в5 уравнети, представлтощемь повертность второю 
порядка, не существуеть членовь съ первыли степенями неизвестных, 
то начало координать есть цент поверхности, и обратно. 

504. Чтобы найти центръ поверхноети второго порядка, данной 
общимъ ураввемемъ (1), въ которомъ коэфеишенты (@, Н, 4 каюе- 
нибудь, будемъ поступать елфдующимъ образомъ. 

Обозначимъ координаты искомаго центра чрезъ а, 6, с и едлаемъ 
преобразоване координатъ, замвняя прежея оси новыми, ии$ющими 
то же направлене, и пом шая новое начало въ предполагаемомъ центрз 
поверхности. Формулы для такого преобразовакя координатъ будуть; 





= -Ра, у=У-РЬ, 2—2 -с. 
Чоесредетвомъ ихъ уравнене (1) преобразуется въ 


Аз? -- ВУЗ 0#-|-2Пеу ЕР 
оби ЮЫ—0, 


гдв коэффишенты членовъ второго измрен1я т же самые, какъ и въ 
первоначальномъ уравнеши, а остальные опредфляютея слздующимъ 
образомъ: 


С’— Аа 06-4 Е а | а ы 


Н’—=Да- ВЬ-- Ее Р-Н ре т: `` 
Л = ЕР бе | Е 9“ 
си а 
К’ дай -- В -- С#-- 20аф--2Еше-- Ре |... © 
2аа--2Нь-- 27 К Вт дрг: 


_ Тавъ какъ начало координатъ предполагаетея въ центр% поверх- 
ноети, то должно быть г | 


с’—0, М’=0, д, 
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и, слЪдовательво, какъ видно изъ выражен1й (5) этихъ коэффишен- 
товъ, координаты центра относительно прежней. системы должны удо- 


— — 
—==—> —— = ——ы——ы-— —= = 


__ ств орять у ровен 


Ах- Ру Её а=0 
Дх-г Бу Е --Ы=0 и... .. (7) 
Лё- Ру-- (е-- Ч=0 || 


изъ которыхъ онБ опредёляютея вполнЪ. 


Баждое изъ этихъ поелЪднихъ уравнен1Й выражаетъ плоскость, и 
центръ есть, слЪдовательно, точка пересЪчен1я этихъ плоскостей. 


505. Соотвфтетвенно различнымъ случаямъ относительнаго поло- 
женя трехъ плоскостей въ пространств (ем. стр. 353) нужно различать 
слздуюция особенности поверхностей второго порядка по отношеню 
къ положен1ю центра. 


Нели плоскости (7) пересефкаются въ одной точЕЪ, то поверхноеть 
(1) имЪетъ единственный орредзленный центръ. Въ этомъ случаз по- 
верхноеть называется уентральною. 


Если плоскости (7) параллельны одной прямой, то центръ находитея 
въ безконечноети. Поверхность называетея въ этомъ елучав не имью- 
эцею ментра или поверхностью с5 безконечно удаленнымь центоомь. 

Нели плоскости (7) проходятъ черезъ одну прямую, то центръ бу- 
деть неопредвленный, ибо третье изъ уравнев! (7) не даетъ для опре- 
` двлен1я центра услов1я, отличнаяго отъ двухъ первыхъ. Въ этомъ слу- 
чаз каждая точка прямой, по которой пересвкаютея плоскости (7), 
‚обладаетъ свойствомъ центра. 


Наконецъ, въ елучаф, когда веЪ три плоекоети (7) совпадаютъ въ 
‚одну, пентръ будетьъ также неопредвленный, причемъ свойствомъ 
центра будетъ обладать любая точка этой плоекоети. 

Легко убфдитьея изъ проетыхъ геометрическихъ соображевй, что 
въ первомъ изъ двухЪ‘`поеслднихъ елучаевъ общее уравнене (1) выра- 
жаетъ поверхность цилиндрическую, а во второмъ совокупноеть двухъ 
плоскостей. 


`Извъетво, что уравнешя (7) иМВЮТЪ опредфленныя конечныя рЪ- 


м « ‚= - 
*. >‘ в. ? => ыыы. .`|-`-—ы5ы555...„-.-,-`-` з 


щен1я только тогда, когда, опредфлитель _ 


А, р, Е 
р, В, Е 
ЕЕ С 


5 


—- = =.“ 


27*_ 
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тральная. Напротивъ, равенетво нулю этого опредлителя должБо сду- 
жить указавемъ, что уравнене (1) выражаетъ’ поверхность съ безко- 
нечно удаленнымъ или неопредхвленнымъ центромъ. 

ПоеслЪднее будетъ, очевидно, имфть м%ето только тогда, когда 
каждый изъ опредЪлителей 


9, 0, Е А; а, Е А, ‚С 
Н, Б, Е 3 О, Н, Е у р, Б, Н 
7, Е С Е У С Е в 9 


равняетея нулю. Въ елучав же безконечно удаленнаго центра по край- 
ней мзрЪ два изъ этихъ опредфлителей не доджны равняться нулю. 

506. Изъ предыдущаго видимъ, что если поверхность второго по- 
рядка (1) ееть центральная, то поередетвомъ преобразовав1я коорди- 
натъ уравнене ея можно привести къ виду 


АН ВУ- Си 2Олу- Еле --2 Ру -- Е’ —0, Е 2. 
гдз постоянный членъ А аня равенствомъ (6). Это равенство. 
можно предетавить елВдующимъ образомъ:. 


К 





—— 


(АЕ Са (Ра-- В+ Ре НЬ-- 
-- (Ба-- Е Се-- Ле--(аа-- НЪ- Ре Ю. 


Такъ вакъ @а,6,с суть координаты центра, то три первые много- 
члена, заключенные въ скобкахъ, равны нулю и, елЗдовательно, должно. 
быть 


Это показываетъ, что координаты центра относительно первона- 
чальной системы должны: удовлетверять уравнен1ю 


62+ Не К— Ко. 


° Для того, ‘чтобы это ‘уравнене было совиветимо оъ уравнешнил 
(т, должно выполняться услов1е 


рЕ ЗФ 


А, 

р вЕ НН 
Е В `0, 4 
6;: Н; 9-Е Е 


— 421 — 


а, 


АрЕФ 
рвЕН “ПП 
оли рвВЕ, 
аня к в в 0 


откуда К’ опредЪляется по коэффищентамъ первоначальнаго уравнегая (1). 
При А—0 уравневе (8), & слздовательно и (1), выражаетъ ко- 
нусъ (вы. етр. 413). Итакъ, равенство нулю опредзлителя 


АЕ С 


р, В, Е Н 
ЕС 
анте 


есть уелоне, при которомъ общее уравнен1е второй степени (1) выра- 
жаетъ коническую поверхность 1'). | ; 

507. Возьмемъ теперь какую-нибудь прямую, перес$кающую по- 
верхноеть (1) въ двухъ точкахъ, и пусть а, 6, с будуть координаты 
средины хорды, образуемой этою прямою. Въ такомъ случаз уравневе 
разематриваемой прямой можно предетавить въ вид 








ыы ее АЕ ВВ (9) 


гдВ и, и, р суть, какъ извфетно, величины, опредфляюция направле- 
не прямой. | В < 

Обозначая черезъ р величину каждаго изъ трехъ отношен!й, со- 
отавляющихъ уравненя (9), будемъ имЪть 


аеето-а, у=то-РЬ, ео, ..... (10) 


при чемъ всякому положеншю точки (5, у, 2) на прямой (9) будетъ 
соотвзтетвовать опредЪленное значене величины с, и обратно. 

‘:; Чтобы опредфлить точки переевченя поверхноети (1) еъ прямою 
(9), подетавимъ поел8дыя выражен!я координатъ въ уравнене поверх- 
ности (1). Въ результатв будемъ имзть уравневе вида, 


Ро 20-В=0,.........,.. (11) 


) Это, услове выполняете, какъ видно изъ предыдущего, таже и“ Для 
поверхностей ‹ъ неопредЪленнымь центромъ или цилиндрическихъ. Посл дея, 
‚ какъ сл$дуетъ изъ ИХЪ опредфленя. (см. стр. 319), представляють частный“ 

видъ коническихЪ, когда вершина @сть точка безконечно удаленная. 
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опредфляющее два значення р, соотвЪтетвуюция точкамъ пересвченая. 
Въ немъ коэФоищенты Р, ©, А имЪютъ елфдуюпия значеня: 


Р= Ат? -+ Ви?-- О 2Отп--2Ето--2Еио, 
9—(Ат-- Ри-- Ера--(Фт-- Ви Еф 
+-т-- Ри Орх-+ (бт Ни 26), 
Е=Аа?-- Бы 0-8 Оо + 2Е ав ЗЕ Фе -- 
— 2оз--2 НЫ 2 е- К. 


Обозначая черезъ о: и р» корни уравнетя (11), будемь имвть 


2 
р +рь=—99 


Нели же положимъ, что коврдинаты точекъ пересВчен1я прямой (9) 

еъ поверхноетью еуть 21, 91, 21 И 42%, 4, 22, то изъ выражешй (10) 
получимъ | 
у 2—1 + рз)-| За, 
Е == (1-Е 02) 26, . 
а аа=р (ра) 2, 


И такъ какъ @,6, с суть координаты ередины хорды и, елЪдовательно, 


я --22==24, 1 -- /2—=36,, а-2==26,. 


то должно быть: 


т(рь-- р2)=0, (р: --р2)==0, ера - 92) ==0- 


Замвчая же, что величины 17, № и р не должны равняться нулю 
одновременно, потому что прямая не можетъ быть параллельна везмъ. 
тремъ плоекоетямъ координатъ, приходимъ къ заключению, что должно. 
быть (21--22)=0, т. е. 9—0 или 


9 --Ри-- Ерда--(Фт-- Ви-- Ерь + (Ет-- Еп-- Сре 
-Н(@т-- Ши-ЕУр)=0. 


Отсюда видимъ, что координаты средины хорды, образуемой пря- 
МОЮ, удовлетворяютъ травыения, 


А’х--В’у ОАО, . Ма а 10 
тд 
А’—Ат-- Ди-- Ер 
В’—=Гт-- Ви-- Ер 
ЕН у . 
р—=6бт-+ Ни | | > в 


Это уравнен1е выражаетъ плоекоеть. 


== 498 = 


Нели положимъ, что прямая (9) перемщаетея, сохраняя свое 
направлен1е, такъ что величины 7, м, р не измфняютея, то и коэфеи- 
ленты 4” Б’, С’, 0’ не будуть измфнятьея. Уравнеше (12) выра- 
жаеть, слЪдовательно, геометрическое м$ето срединъ вефхъ хордъ, 
параллельныхъ между собою. 

Это геометрическое мЪето называетея Ффаметральною плоскостью 
поверхноети второго порядка. 

5058. Уравнеме (12) только тогда не предетавляетъ вполив опре- 
дфленной плоскоети, когда 


А’— Б’—= ('=—1’=0. 


Въ этомъ случаБ, какъ видно изъ выражеюй (13), должно. быть 


А, ). Е |4 О, Е 
р, Б, #1=0,10, ВБ, Е |=0, 
Е ЕО ан 9 

и т. к. 


_ Это суть уеловя, при которыхъ для координатъ центра поверх- 
ности получаютея изъ уравнеюй (7) выражевая неопредвленныя. 
Слвдовательно, за ‘исключен1емъ случая, когда поверхность имфетъ 
_неопредфленный центръ '), всякому направленю хордъ соотвфтетвуетъ 
дламетральная плоскость. 
Если поверхноеть иметь безконечно удаленный центръ, то должно 
быть 


д, Р,-Е 
0), 5; Е |=0. 
ЕЕ С 


По свойству опред5лителей это равенство можно предетавить въ 
ел5дующемъ видЪ 


ых Ат--Лп-- Е, ), Е 
Рт-- Вп-- Ер, В, Е |=0 

Ет-- Р-Р Ор, Е, С 

или, что вве то же | 


( АКВО-—Е)- (ЕЕ СР) ОКФЕ-ВЕ=0. 


Въ поелвднемъ видв оно предетавляеть услове параллельноети 
плоскости (12) еъ прямою, выражаемой уравнемями 


1) Т. е. когда ова цилиндрическая. 
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а ы— Уи Р. ей 
ВОС Е? ЕР) ПЕ- РЕ’° оо ооо 


Такъ какъ направлевне этой прямой не зависить отъ величинъ ии, 

и, р, то заключаемъ что в ;фаментралныя плоскосвии поверхности 

с» безконечно удаленнымь чентоомь параллельны одной и той же 
прямон. 

° 509. Уравнеше маментральной плоскости (12) можеть быть пред- 

ставлено еще елфдующимъ образомъ: 


От-- Уп-- Тр=0, .........,. (15) 
ГД 
(Г— Аж-- Ду Её Ц, 
У—П.- Бу Е2-РН, . 
И—= Ее Ви 02 - а. 


Это показываетъ, что 60% Фаметральныя плоскости центральной. 
поверхности второло порядка пролодять черезь ея ментфь (ем. стр. 419). 

Сами плоскости (7), перее$ченемъ которыхъ опредбляется центръ, 
суть паметральныя, такъ какъ уравнен1я ихъ предетавляютъ частные 
случаи уравненя (12), когда двЪ изъ постоянныхъ 7, и, р равняютея 
нулю. Слдовательно, эти плоскости проходять чрезъ средины хордъ, 
параллельныхь осямъ  координатъ. Зы река 

Легко видфть далЪе, что всякая плоскость, проходящая черезъ центръ 
поверхности, есть даметральная, ибо уравнене всякой такой плоскости 
имзетъ видъ (15). При этомъ, по данному направленю дмаметральной 
плоекоети, опредЪляемому коэфеиплентами А’, Б’, С’, направлеше со- 
отвфтетвующихъ хордь опред$литея изъ первыхъ трехъ равенетвъ (13), 
дающихъ, въ случа центральной поверхноети, для каждой изъ вели- 
чинъ т, и, 0 единственное и опредзленное значене "). 

510 Прямыя, по которымъ пересеЪкаются между вобою даметраль- 

ныя Плоекоети, называютея Фаметрами поверхноети. | 

Изъ этого опредвлевя елФдуетъ, что всВ рмаметры центральной 
поверхности проходятъ черезъ центръ, а веЪ Маметры поверхноети, не 
имБющей центра, параллельны между собою. 

Аналитически всяый даметръ можеть быть опредъляемъ двумя 
уравнен1ями вида, 
`От -- Уп + Тр =0> 

Олю —- Ую’-- Тр’ =0; 





дв О, У, У имвють‘указанныя выше значеня. 


Г) Для поверхноети съ безконечно удаленнымъ нентромъ величины 9, 5. р 
опредёляются какою-нибудь другою системою трехъ уравненй изъ группы (13). 


Изъ этихъ уравненй имземъ 


С 7 т 


—— 
—-—= 














—— 
—— 


пр’ —ри рт— ту—пт 
яли 





НЕД или 


о | 6 у 


и—и’—рт, В=рт —ту,, у — зи’. 


А&- Ру-- Ее @ _Пе— Ву Ее-Н_ Ее Ру СУ 


Въ такомъ вид могутъ быть разематриваемы уравненя веякаго 
дламетра центральной поверхноети, при чемъ отношениями величинъ, 
«, В, у опредвляетея его направлеве. 

Что же касается поверхноетей, не имфющихъ центра, то изъ 
предыдущаго видно, что дэметры ихъ выражаютея уравнен!ями (14). 

Даметръ поверхноети второго порядка можно.также разематри- 
вать, какъ геометрическое мзето центровъ кривыхъ, получаемыхъ при 
перес$ ченли поверхности параллельными плоскостями. Въ самомъ д$- 
лЪ, это елЪдуетъ изъ того, что маметры такихъ кривыхъ, имфюцце 
одно какое-нибудь направлене, суть по отношеюю къ поверхности 
хорды, средины которыхъ должны лежать на воотвЪтетвующей этому 
направлен1ю рдмаметральной плоскости. Другому направлен1ю рдаметровъ 
кривыхъ будетъ соотвзтетвовать другая дмаметральная плоскость и, 
’елфдовательно, геометрическое м%ето центровъ будетъ ливня переече- 
ня д1аметральныхъ плоскостей. . 

_511. Не трудно убЪкитьея, что лини, по которымь поверхность 
втюрою порядка переспкается параллельными плоскостями, суть подобиыя 
между собою. | 

Очевидно, что это достаточно доказать только для плоекоетей, 
параллельныхъ какой-нибудь плоскоети координатъ, напр. ХОТ. Вея- 
кая такая плоскоеть выражается уравневлемъ 


2==5, 
п если положимъ, что уравнеше разематриваемой поверхности есть 
[ (5, у, 2)—0, 
то будемъ имЪть, что уравнене 
(т, у, 0=0, 


_ получаемое изъ предыдущихъ иеключенемъ 2, выражаетъ проекцию ли- 
ни переезченя на плоскоеть ХОУ прямыми, параллельными оей ОЙ 


=. 426 = 


(см. етр. 340), проекшю, очевидно, тождественную съ самой лишей 
перее% ченля. 

Примзняя это къ общему уравнению (1) поверхностей втооого 
порядка, получимъ для проекши лини пересзвченя уравиезе 


Аз? -- Вуз 2 Пу (Ее + бе + Се Ну 
+ Се Ле К=0 


Такъ какъ въ этомъ уравнеши коэефФишенты членовъ второго 
измЪрен1я не зависятъ отъ с, то тиши, выражаемыя имъ при различ- 
ныхъ значеняхъ с, еуть подобныя (ем. етр. 279\. Таковыми же долж- 
ны быть и сами ливи перее$четля. 

512. Возьмемъ двЪ какля-нибудь р1ламетральныя плоекоети 


Ах ВЗУ- С-В =0 
Ар Ву б-р =0 
и положимъ, что соотвЪтетвуюция имъ хорды выражаются уравненями 
я—@1 _У—6б1 2—1 
томе 


2 
2—9 _У— 62 __ 2—6 
7712 р йо р? 




















= 


Уелов.е, при которомъ первая плоекоеть параллельна хордамъ 
второй, заключаетея, какъ извЪетно, въ сел5дующемъ: 


Алтае -- Близ Е Олра==0. [ } 


Уелове же параллельноети второй плоекоети еъ хордами первой ееть 
[: 
А’оти -- Б”т — (Сэр: =0. |; 


Принимая во внимане значен1е коэффишентовъ въ уравнешяхъ 
разематриваемыхъ плоскостей: 


А Ат -- Ри Ер, = А -АтТ- Ти Е, 
В =Фи + Вт-- Ел,  В»=Ота-+ Ви Е Ерь, 
94 1=— ЕЁ -- Еж — Отт, Со — Ио || ЕО НЕ Сто, 


‚хождествени Пл [1 | 

_ Итакъ, еели одна изъ двухъ шаметральныхъ плоскостей парал- 
лельна хордамъ, соотвтетвующимъ другой, то и другая: имветъ то же 
свойство по отвошентю къ хордамъ первой. 


“Тажмя даметральныя плоскоети вазываютея сопряженными. 


легко видВть, что эти уелов! 
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'Даметрьы, параллельные хордамъ двухъ сопряженныхъ д1аметраль - 
ныхф плоскостей, называются также сопряженными. Очевидно, что 
сопряженные ламетры лежатъ на ‘вопряженныхь маметральныхь плос- 
костяхъ и, обратно, вопряженныя д1аметральныя плоскоети проходятъ 
чрезъ сопряженные каметры. 

513. Если поверхность центральная, то каждой шаметральной плос- 
кости соотвзтетвуетъ безчисленное множество вопряженныхъ. Это суть 
вс плоскоети, проходящая черезъ дмаметръ, параллельный хордамъ дан- 
ной маметральной плоскости. 

Между этими плоскоетями, сопряженными съ данной, будетъ суще- 
ствовать безчисленное множество паръ плоскостей, сопряженныхъ между 
собою. 

Три маметральныя плоскости, изъ которыхъ каждая есть еопря- 
женная съ двумя другими, соетавляютъ систему сопояженныхь фаме- 
тральныхь плоскостей, и три дмаметра, по которымъ он перее%- 
каютея, — систему сопряженныхь Яаметрово. 

Для поверхноети, не имъющей центра, всякя двз пмаметральныя 
плоскости, сопряженныя еъ одною и той же третьей, параллельны между 
собою, и потому между ними не можетъ быть еопряженныхъ. Отеюда 
солЪдуетъ, что для такихъ поверхноетей не существуетъ системъ трехъ 
сопряженныхъ даметровъ '). 

514. Общее уравнен1е вида (1) выражаетъ поверхность второго 
порядка по отношеню къ какой угодно систем координатъ. Но изъ 
предыдушаго легко видЪть, что выборомъ системы координатъ это урав- 
нене можеть быть значительно упрощено. Такъ, если плоскость УОЙ 
совпадаеть съ дщмаметральною плоскостью поверхноети, а ось’ ОХ па- 
раллельна хордамъ, чрезъ средины которыхъ эта плоскость проходить, 
то въ уравнен1и поверхноесты (1) должно быть 


2—0, Е=0, @=0. 


Это слЗдуеть изъ того, что при названномъ расположен системы 
координатъ веякимъ произвольнымъ значемямъ У и 2 должны, для то- 
чекъ поверхности, соотвЪтетвовать два значенля 2, равныя по абеолют- 
нымъ величинамъ, но противоположныя по знаку, вел$детве чего урав- 
нен1е не должно содержать тёхъ членовъ, въ которыхъ неизвфетное х 
входить въ первой степени. Въ томъ же тегко убъдитьея, припоминая, 
что Цаметральная плоскость, проходящая черезъ средины хордъ, па- 
раллельныхъ оси ОХ (ем. стр. 424), выражаетея уравненемъ 


Ах--Ру- Ег-- @==0, 


Г) Собственно говоря, дия поверхностей съ `безконезво удаленнымъь цен- 
тромъ д1аметральная плоскость, сопряженная съ двумя годёнными, не параллель- 
ными между собою, есть. плоскость, безконечно удазевная“ асвми своими точ- 
ками (см. стр. 349). 
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= для того, чтобы это уравнене выражало плоскоеть УО#Х, коэфеи- 
шенты ОЭ, Ё и С должны равняться нулю. 

Еели двЪ плоскости координать. УОЙ ин ХОЙ совпадаютъ съ двумя 
сопряженными паметральными плоскостями, а лежапия въ нихъ оси 
ОХ и ОУ параллельны соотв тетвующимъ имъ хордамъ, то на томъ же 
основан1и въ уравневии (1), кром$ упомянутыхъ коэфФхишентовъ, должны 
равняться нулю еще коэфеищенты Ёи Н, велЪдетв!е чего уравнене 
поверхности принимаетъ видъ 


Аз? Ву? Се 2-4 Ко... ..... (16) 


515. Такъ какъ для веякой поверхноети второго порядка еуще- 
ствуетъ безчиеленное множество паръ сопряженныхъ даметральныхъ 
плоскостей, то заключаемъ, что къ виду (16) можетъ быть приведено 
уравнев1е какой угодно поверхноети этого порядка. Для этой цЪли за 
плоскоети УОЙ и ХОЙ принимаютъ дв каюя-нибудь сопряженныя 
даметральныя плоскости, а за плоскость ХОТ любую изъ плоскостей, 
параллельныхъ хордамъ, соотв тетвующимъ двумъ первымъ. Въ чает- 
ноети эта поелфдняя плоскость сама можетъ быть даметральною, такъ 
что три оси координатъ будутъ представлять систему трехъ сопряжен- 
ныхъ маметровъ, и, слЪдовательно, начало координатъ будетъ центромъ 
поверхности. 'Гогда уравнене (16), какъ не долженствующее содержать 
членовъ первой степени (ем. стр. 418), приметъ видъ 


А Ву? СР К=0.........- 7 


Понятно, однако; что такой выборъ плоскости хо, будучи воегда 


СР © М оные ве, = = —— 


возможенъ. для поверхностей’  центральныхъ, _вовее невозможень ДЛЯ 
‘поверхностей. съ безконечно ‘удаленнымъ. центромъ. 

516. Мы ВиДВли, что условемъ, при которомъ уравнене (1) вы- 
ражаетъ поверхноеть съ безконечно удаленнымъ или неопредвленнымъ 


центромъ, служитъ соотношене 


д) Е 
О ВБ. ЕР =9, 
ЕЕС г 


которое для ‘уравнен!я (16) обращается въ 
АВБС=—0 


и требуетъ равенства нулю одвого ИЗЪ. ет первыхъ коэфоищентовъ 
. этого уравнешя. 
Бели А=0 или В= 0, то уравнене (16) вовсе не будетъ ео- 
‚ держать. одного изъ неизвЪетныхь и, елздовательно, будетъ предета- 
_ВаЯТЬ поверхноеть. цилиндрическую (см. стр. 387). Это. есть . „случай не- 
опредвленнаго пентра. г 
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Слвдовательно, поверхноеть съ безконечно удаленнымъ центромъ 
будеть выражатьея уравнеюемъ (16) только тогда, когда въ немъ О=0, 
т. е. когда оно имзетъ видъ 


Ад? Бу 2/2 К=0. 


Нели при этомъ начало координатъ будетъ находиться на самой 
поверхности, то уравнен1е не будетъ содержать постояннаго члена К 
и, елБдовательно, обратитея въ 


„Аж? Бу 2 2=0........ о. (18) 


Очевидно, что такой выборъ начала координатъ, при указанномъ 
выше направления плоскости ХОТ, веегда возможенъ, ибо, какъ видно 
изъ предыдущаго уравнен!я, на оси Об существуетъ опредвленная 
дзйествительная точка, принадлежащая поверхности. 

Такъ какъ при 2=0 уравнеше (18) обращаетея въ 


и выражаеть на плоскости ХОТ совокупноеть двухъ проходящихъ 
черезъ начало прямыхъ (д%йетвительныхъ или мнимыхъ), то заклю- 
чаемъ, что эта плоскость для поверхности, выражаемой уравнешемъ (18), 
ееть касательная и начало координатъ ееть ея точка прикоеновевйя. 

517. Изъ сказаннаго видимъ, что вез возможныя поверхности 
второго порядка могутъ выражаться уравненями видовъ (17) и (18). 
Именно, веякая центральная поверхность выражается уравнешемъ (17), 
когда за плоскоети координатъ будутъ приняты три как1я-нибудь со- 
пряженныя рламетральныя плоекоети. Веякая же поверхность еъ безко- 
нечно удаленнымъ пентромъ выражается уравневемъ (18), когда за двЪ 
плоекоети координатъ будутъ приняты дв каюмя-нибудь сопряженныя 
дламетральныя плоскоети, а за третью плоскоеть касательная къ по- 
верхности въ точкЪ пересченя ея съ маметромъ, по которому пере- 
сЪкаютея двЪ первыя. 

Кром того, этими же уравнешями выражаютея въ частности по- 
верхности второго порядка коническя и цилиндричеекя. Такъ, уравне- 
ше (17), при К=0, выражаетъ конусъ, а, при Е. нулю одного 


Иа РТ 


изъ трехъ первыхъ ‘коэффищентовъ, ‚цилиндръ. эллиптическй или гипер- 
боличеввй (вм. етр. 820). 
``Уравнеше же (18), при А=0 или В==0, выражаеть цилиндръ 


параболичеекий. 


$ 3. Главныя даметральныя плоскости. 


518. Дламетральная плоекоеть называется злавною, когда она пер- 
пендикулярна къ соотвзтетвующимъ ей хордамъ. Очевидно, что отно- 
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сительно такой плоскости точки поверхности второго порядка раеполо- 
жены симметрично. | 

Займемея разыскамемъ главныхъ плоскостей для поверхности 
второго порядка, произвольно взятой и выражаемон по откошению къ 
прямоугольной систем координатъ общимъ уравнещемъ 


42? -- Бу*-- (г? 2Пху--2Ехе-- 2Руе-- \ “1 
+2а1-2Ну--27е- К=0 р 


Предположенемъ, что система координатъ прямоугольная, оче- 
видно, не нарушается общноеть изелЪдован1я самой поверхности, а между 
тъмъ имъ достигаетея большая простота этого изел$довавя, такъ какъ 
уелове перпендикулярноети въ случа прямоугольной системы коорди- 
натъ проще, чфмъ при косоугольной. 

Положимъ, что уравнене главной д1аметральной плоекоети есть 


АЕ Б-Р ба 0’=0,....... . (2) 


и пусть уравнев1я 











выражаютъ прямую, параллельную хордамъ, которыхъ ередины лежатъ 
на этой плоекоети. 


Въ такомъ случа, по условю перпендикулярности, будемъ имфть 
(ем. стр. 383) 


ДВ © 


или, по замёнз 4’, ВБ’, С’ ихъ значемями, какъ коэфФищентовъ въ. 
уравнен!и д1аметральной плоскости поверхности (1) (см. стр. 422) 


лан: Е Пт-- Ви-г Ер __Ет-- Ви Ср 
7 7 ф 


“ 


сз 4) 


Такъ какъ положене главной плоскости вполн® опредзляетея на- 
правленлемъ соотвфтетвующихь ей хордъ, т. е. величинами, пропоршо-. 
нальными т, и, р, то поел®дн1я равенетва служатъ вполнЪ достаточ- 
ными уеловями для аналитическаго р8ёшег1я вопроса, ибо, по уничто- 
жени знаменателей, они предетавятъ относительно неизв стныхъ, т, 
я, р систему двухъ однородныхъ уравневй второй степени. 

519. Если обозначимъ черезъ © Ведичину каждаго изъ отношенй 
(3) или (4), то будемъ чмЪть 


мЕЫЯ В’=и5, (’—18 


= Яр = 


ИЛИ 


(А — Бт-- Ои-Р Ер=о0 | 
БОН (В —би-- Ео=о0: ....... 0) 
Е. Еп -- (С — бю=0 


и ур ›авнегю главной. плоекоети (2) можно будетъ дать видъ 


ЗАМЕНИТЕ ОВР Око ее да. ве СВ) 


д —=—-" 


Нахождене отношенй между т, и. р значительно упрощается, 
когда будетъ изв%етна величина, Ю, такъ какъ въ такомъ елучаб эти 
отношеня опредълятея изъ двухъ какихъ-нибудь уравнен1й группы (5), 
которыя вез суть первой степени. Но для того, чтобы опред%лить 5, 
нужно только иеключить 7, я и р изъ вефхъ трехъ уравнений (5). Въ 
результатъ получится уравненте съ одною неизвЪетною 


Ай 0. 5 
р, В-5, Е |=0 


Е, Е, 05 


или 


(А—5В—8)(С—8)—РКА—8)—ЕХВ—8)—1%0-8-| = 
+2?РЕЕ=0О |. (7 


или, по раскрытш скобокъ и измвнени знаковъ вефзхъ членовъ, 


53—(41-В+0)5+(АВ-+ 40+ ВО— О? Е?— 125 } 8 
—(АВО-2ТЕЕ- АР? ВЕ?— 01)=0 о 


Это уравневе третьей степени и потому имфетъ три рёшеня или 
корня. 

Каждому изъ этихъ рёщенй соотвЪтетвуетъ особая главная плос- 
кость, опредзляемая соств5тетвующею ему сиетемою величинъ т, п, р. 

Такимъ образомъ видимъ, что для всякой поверхности второло поряд- 
ка существуют», вообще зоворя, три злавныя `даметральныя плоскости. 

520. Постараемся доказать, что веё три корня рези (1) или 
(8) суть веегда дЪйетвительные. 

Это обнаруживается весьма просто въ томъ случа, когда между 
коэФФищентами 0, Е, Е сущеетвуютъ равные нулю. Такъ, если вс три 
эти коэффищента равны нулю, то уравнене (7) обращается въ 


(А— ВВ О—В)=0, 
и корнями его будутъ величины А, Б, С. 


ели два изъ названныхъ коэфФищентовъ, напр. Ди ЕЁ, рав- 
няютея нулю, то уравнене (7) обращается въ 
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откуда видно, что одинъ его корень есть А, а два друге суть корни 
квадратнаго уравнен!я 


32—(В-+ 0)5--(В0— Е) =, 


именно 


9=5(В- С) УВ СУАР, 


величины, очевидно, дЪйетвительныя. 

Еели только одинъ изъ коэФфищентовъ ДО, Ё, Е, напр. 0, рав- 
няетея нулю, то, обозначая первую чаеть уравнен1я (7) чрезъ 7, бу- 
гемъ имЪть 


7=({А—ВХВ —5С—8)— ЕХА—В—ЕХВ— 5)... (9) 
ИЛИ 


нь И ол: 
74-98-9091 о-в 80-5: 0 


Допустимъ, что 4А«Б. Въ такомъ елучаз, какъ видно изъ выра- 
женя (9), величина Г, при Ю=—=А, получаетъ отрицательное значене 


—ЕВЬ—4) 
а при ©=—6, положительное 
| Е\В— 4), 
Кроу того изъ выраженя (10) видно, что, при 6б==— оо, вели- 


чина Г обращаетея въ с, а при В=- со, въ —©0. 

Еели предположимъ, что 5 измЪняетея непрерывно, получая ве. 
возможныя значешя отъ — со до > и переходя посл довательно 
| черезъ значеня — 


— со, 4, Б, оо, 


то будемъ имЪть, что и Г измняется непрерывно, получая посл%дова- 
тельно значен1я, которыхъ знаки суть 


т ай. Ре и 


— Такъ какъ конечная величина можетъ перейти непрерывно изъ 
положительнато значення въ отрицательное, или обратно, не иначе какъ 
едълавшиеь еперва равною нулю, то заключаемъ, что въ трехъ проме- 
жуткахь между названными четырьмя значешями 9 дожив существо- 
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вать таюя дъйствительныя величины, при которыхъ выражене У’ обра- 

щаетея въ нуль и которыя суть, елЪдовательно, корни уравневая (7). 
Т% же соображетя примфнимы и въ предположенш, что АВ. 
Нели же А4А—В, то уравнене (7) ображцаетея въ 


(4—9) (А—8) (6-8) Е— Е] =, 


при чемъ очевидно, что однимъ его корнемъ будетъ 4, а двумя дру- 
гими дБйствительные корни квадратнаго уравненля 


$8—(А- 075+ (46—®—1)=0. 


521. Обратимея теперь къ случаю, когда ни одинъь изъ коэФФи- 
центовь 0), ЕЁ, Е не равняется . нулю. 
Обозначимъ чрезъ Г, М, М разности 
д рЕ В Е С ЕЁ 
Е" '’ Е’ р’ 
имфюшля, очевидно, величины конечныя. Въ такомъ случаз будемъ 
имЪтТЬ 


РЕ ОЕ ЕЁ 


Подетавивъ эти выражешя въ уравнете (7) и измзнивъ въ немъ 
знаки, получимъ 
| 1] 
х 


. } | 
(2-8) (вк Р_ 
р 


Е -Ренгу: -Р (8-м) 21(8—м—)- 





Е Е р 
—2РЕЕ=о 


или, по перемножен1и и сокращеви, 
(9—25—М)5Ы—М)— 
ЕЕ ОЕ я РЕ 
—2) (8—8 —М)—-5(8—18-М№—25 (8—МХ8ф№Ю=0 


или, наконецъ, 


Р($—1Г5— МХ 8— №— 
(9—08—М) 8-8 № 6 МЗ}... 1) 


о ———_ 0 


Е- и : 





 гдв Р озна 
ГД чаетъ ЕР 
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ПоелЪ такого преобразован1я уравнев1я, опредфляющаго ©, 0бо- 
значимъ его первую чаеть черезъ У, т. е. положимъ 
7—=Р(5— [(5—МХ$— М) —. | 
(8—1Г)8—М) (5—ГХ5—М№М) (95—мМ)(8Ы— М). .. (12) 
В А 
ИЛИ 


5 1 1 1 
у—(8-— 28 м8 5 2Е59М "ет 


Допуетимъ сперва, что между величинами Г, 21, М нЪть рав- 
ныхъ, и пуеть 


г<м<х 


Въ такомъ случа, какъ видно изъ равенства (12), величина У 


будетъ имЪть, при 6=Ё и при ©==М, отрицательныя значен!я 


_И-М-Ю | _ им 
а р 


а, при °== М, положительное 


и 
Г 


ИромЪ того, изъ поелфдняго выражения для Г видно, что, при 
= —<о, эта величина обращаетея въ оо, а при Ю—=- со, въ = ©, 
гдз верхн!е знаки соотв$тетвують случаю, котла Р<0, а нижше 
елучаю, когда Р`>О. 

Поэтому, еели положимъ, что в возрастаеть непрерывно, получая 


ве возможныя дЪйствительныя значетя отъ— со до со и переходя 


поел довательно черезъ значен:я 
005: бь. ЗМ: М, Е бузины (13) 


то будемъ имЪть, Г, измфияясь также непрерывно, получить рядь 
значен1й, коихъ знаки чередуются слздующимъ образомъ: 
Е , г о -Е. 

Отеюда, заключаемъ, что, при Р<0. колжны существовать въ трехъ 
первыхъ промежуткахь между пятью величинами (13). таюмя значешя 
Ю, которыя обращаютъ Г въ нуль и которыя, елфдовательно, , суть 
корни уравнен!я (11) или (8). Жели же Р>>0, то то же самое должно 
быть: сказано о трехъ поел днихъ промежуткахъ между величинами (13). 
| Само вобою понятио, что приведенныя воображен1я имЪють силу 
при всеякомъ порядк» неравенства величинъ Г, М, №. — 


ЛО? 
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Нели двЪ изъ этихъ величинъ равны между вобою, напр. р—= М, 
то, вакъ видно непоередетвенно изъ уравнев1я (11), одинъ изъ его 


корней будеть 9=А, два же друпме будуть корнями квадратнаго 
уразнея:я 


Р(5— 1Х8—№—т (у —(2 нЕ в)-фЮ=о 


Что они дЪйетвительны, елВдуетъ уже изъ того, что первая чаеть 
этого п ослЪдняго уравненя имфетъ разные знаки при 8==Ё и при 9=М 
И такъ, во везхъ возможныхъ случаяхъ уравнен1е, опредфляющее ©, 
имъеть три дЪИствительные корня. Это значить, что три мавния 
Фаметралиныя, плоскости поверхности второю порядка _ вседа дюйстви- 


— "=. =. =— г 
сие = <>. > м: а." 


тельныя. р ть 


522. Чтобы опредзлить по данному значеншю 5„еоотвЪтетвующее 
направлете главной плоскости, т. е. величины 17, п, р, можно поету- 
чать сел$дуюлимъ образомъ. 


Умноживъ два первыя изъ уравневй (5) поелздовательно на Ри Е 
и вычтя результаты, получимъ 


(А—ВЕ—РЕт—КВ-ВЕ—ФЕи=о. 


Точно также, исключивъ 2 изъёдвухъ послфДнихь уравнений (5) 
получимъ: 


КВ-ВЕ—РЕи—(0—ВР—ЕВЕр=о. 


Эти равенства можно предетавить въ вид 

Е—Г)т= Е5— М ж=10(8— №. 
Слъдовательно, величины т, и, ф пропорщональны произведенямъ 
РЕЗ—МХ8— М) РЕ5—1)(9—М) ЕЕК5—Г)(8Ы— М). 


`523.) Будем обозначать корни уравнея (7) черезъ 51, 62, Вз, и 
пуеть еоотвзтетвуюцщия ‘имъ значеня т, и, р будутъ послхвковательно 
1, 71, Юл, 2, 72, р2, Тз, 7"з, рз. 

Въ такомъ случаВ, въ силу еоотношенй (5) будемъ имЪть е1$- 
дуюпия группы равенетвъ: 


бт — Ат —- Дт —- Ел | # . ` 522 — 475 -- Дпо -- Ею \ 
| И — Дт -- Бил —- Е > 5 : ук Е + Ею | * 
_ бул = Ет + Риз р | › } бирз== Ет + Ры-| Ср» | 


"Коди умножимъ равенства и изъ этихъ группъ послвхова- 
тельно на 7, 72, 0, & равенства второй группы на Ти, 71, ог, и изъ 


28* 
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суммы первыхъ произведенй вычтемъ сумму вторыхъ, то, очевидно, 
получимъ 


(1 — бинты - тие + рр) ==0. 


Подобнымъ же образомъ найдемъ 


(51 = Юз)(итз -|- 7173 -—- 9193) ЕО 
И (52 =— Юз (42 тз --"з —- 0203) == 0. 


Отеюда видно, чго за исключешемь случая, когла между величи- 
нами 6, 52 63 существують развныя, хаждыя 06% славиыя дфаме- 
тральныя Плоскости перпендикулярны между с0б0ю, а это значитъ, 
что он сопряженныя. 

Д1аметры, по которымъ онз пересзкаютея, называются мавными 
_Фаметрами или осями поверхности. | 

Итакъ, три главныя плоскости составляютъ систему трехъ сопря- 
женныхъ маметральныхъ плоскостей, перпендикулярныхъ между собою 
а три оси спетему трехъ сопряженныхъ маметровъ. 

Такая система, какъ мы видфли выше, можетъ существовать только. 
для поверхноети центральной. 

524. Если поверхноеть не имзетъ центра, то одна изъ главныхъь 
плоскостей будетъ безконечно. удаленная везми своими точками и, ел%- 
довательно, геометрически вовее не можетъ быть разематриваема. 

Въ самомъ дЬлЪ, поверхноеть (1), какъ извЪетно, не будеть цен- 
тральною, когда иметь м5ето равенетво 


АР, Е 
р, В, Е |=0 
ЕЕО 


АВО--ЗРЕЕ— АР?— ВЕ?— 010—0, / 


т. е. когда уравнене (8), опредфляющее 25, не имзетъ поетояннаго 
члена. Въ этомъ елучав одно изъ значешй 5 должно равняться нулю 
и потому, какъ видно изъ уравнеюмя (6), соотвЪзтетвующая этому зна-- 
чентю главная не плоскоеть будетъ безконечно удаленною 
(ем. етр. 349). _ 

Не принимая во внимазе безконечно удаленной плоскости, можно, 
_едфдовательно, сказать, что иоверлиость. не ‘имтющая центра, иметь 
только ‘06% злавныя Фаметральныя плоскости. 

_525. Поемотримъ теперь, какъ можетъ быть найдено уравневе 
поверхности по отношеню къ систем координатъ, плоскоети А 
совпадаютъ съ ея главными плоскостями. 
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Положимъ вперва, что разематриваемая поверхноеть ееть централь- 
зая, и пусть ея уравневе относительно какой-нибудь прямоугольной 
системы координатъ, начало которой находитея въ центрЪ, булетъ 


Аз? Бу С 2Огу--2Ехе + 2Руё-- К=0. 


Обозначимъ черезъ ал, 1, /: угль, составляемые съ овями коорди- 
натъ одною изъ осей поверхности, чрезъ 2, В», ‘2 кругою и чрезъ 


из, 0з, {з третьею. Въ такомъ случаВ Формулы преобразовая коорди- 
натъ будутъ: 


д —= 7 е03@: - у’созоо -Ё 2605 @з, 
у== 2/03! - у’еозВз-- 2’ созВз, 
2== 4705. -- У е05уз - #’е08*з, 


и уравнене поверхности преобразуетея въ 
А’? -- Бу Се 2х Ех 2Руг-- К=0. 


Такъ какъ новыя оси координатъ суть сопряженные маметры, то 
коэфФишенты 0’, Е, Е’ должны равняться нулю (ем. стр. 428). Что же 


касается остальныхъ коэфФищентовъ, то изъ вихъ первый выражаетея 
ел$дующимъ образомъ: 


4’— Аеоз?о - Беоз? В: | Сеоз® 
`+ 2Деозолсоз В: Е 2Ееозолеов-1 -- 2 оз 105“. 


Но изъ равенетвъ (5) имЪемъ 


Ат: Ди —- Еф: = 61а, 
Ди -- Би Г Гр, = бу, 
Ея —- Ел -- Ор — 9191. 


Раздвливъ каждое изъ этихъ равенетвъ на Ут? 12-912, ПО- 
лучимъ 


_Авозаи -- ДеозВ,  Есоз`1 = 8160804, 
Леозаа -- ВеозВ1 -- Ее“ = б1еозВт, 
Есоза; -- ЕеозВ1 -- Сеоз“у1 —=616081. | 


Отсюда же, по умножеи поелЪдовательно на со5л, ©0861, ©0571 И 
сложени результатовъ, найдемъ 


Асоз?а: - Всоз? В: -- Сеоз?^ 
+ 2Деозолеоз В: -- 2.Ееозо1соз`1 -- 2 РсозВ1е081== 1. 
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СлЪловательно, 
А’— 1. 
Подобнымъ же образомъ убЪдимея, что 
ГВ’ =— о. й . (= 63, 
Итакъ, уравнене поверхности, отнесенной къ ея осямъ, будетъь 


8142 -|- 65? -- бз2-- К=0........ (14) 


526. Положимъ теперь, что разематриваемая поверхноеть иметь 
безконечно удаленный центръ и выражается относительно прямоуголь- 
ной системы координатъ уравненемъ вида (1). Въ этомъ случаВ одинъ 
изъ корней уравневя (8), напр., ©з, равняетея нулю. 

Изм$нимъ направлете осей координать такъ, чтобы дв изъ нихъь 
были перпендикулярны къ двумъ главнымъ плоскоетямъ, соотвзтетвую- 
щимъ корнямъ б1 и ©, а третья параллельна ихъ лини пересечения, 
т. е. шаметрамъ. Формулы для такого преобразовавя будутъ тЪ же, 
какъ и въ предыдушемъ, и потому изъ такихъ же еоображевй убъ- 
ждаемея, что преобразованное уравнен1е поверхности будетъ 


Знай -|- Вау? -- Гану, =0, 


тд [(х,/,2) означаеть сумму везхьъ членовъ уравнен!я, начиная съ. 
третьяго. 

Еели поел этого перемфетимъ систему координатъ, не измфняя 
направлен1я осей, такъ чтобы дв плоскости координатъ совпадали съ 
названными главными плоскостями, а начало было бы точкою поверх- 


ноети, то уравнене ин какъ мы видзли (ем. стр. 429), при- 
метъ видъ 


4? -- Ву?-- 2/2=0 


Но такъ какъ оть такого преобразован!я коэфФишенты членовъ 
второго измфрен1я не измВняютея (ем. етр. 418), то будемъ имЪть 


А— И Б=—=0о. 
СлЪдовательно, уравнене поверхности будетъ 
Зе у Ле 0 д... (15) 


Итакъ, отноеительно прямоугольной сиетемы координатъ, плоекости 
воторой веовпадаютъ съ главными плоскостями поверхности второго по- 
рядка !), уравнеше этой поверхности приводитея къ виду (14) или (15), 
_ ТВ коэофищенты членовъ второго измёреюя суть корни уравнетя (8), 





`Т) Веб три для центральной поверхности и двё для не имфющей центра. 
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соотарлевнаго по коэффишентамъ первоначальнаго уравнен1я той же 
поверхности относительно какой-нибудь прямоугольной системы. 

527. Если два корня уравненая (8) равны между собою, напр. 51==6э, 
то уравненте поверхноети (14) принимаетъ видъ 


©1(42? — /”)) — 93272 —- А 0: 


Легко видЪть, что эта поверхность веякою плоскостью, перпендику- 
хярною къ оси ОЙ, перееЪкаетея по куугу, иизющему центръ на этой оси. 
Дфъиетвительно, уравнеюе такой плоскости есть 


ВС. 


и потому находимъ, что уравненме проекши лиюми пересЪченя на плос- 
кость ХОТ будетъь 


51(2-- у”) + 536" К==0, 


а это есть уравнев1е круга, центръ котораго въ начал координатъ. 

Поверхноеть, обладающая такимъ евойетвомъ, можетъ, очевидно, 
быть разематриваема, какъ описываемая, кривою литей, вращающеюся 
около оси ОЙ. 

Это отноеитея и къ поверхности, выражаемой уравнешемъ (15) при 
51—02. 

Всякую поверхноеть, которая можетъ быть описана какою-нибудь 
лин1ей, вращающеюея около неподвижной прямой, называютъ яоверх- 
ностью вращетя, при чемъ эта неподвижная прямая носитъ назваше 
оси вращенля. 

Изъ сказаннаго видимъ, что, въ елучав сущеетвованя равныхъ 
корней уравневя (8), опредвляющаго 5, поверхность второго порядка, 
выражаемая уравнетемъ (1), ееть поверхноеть вращеня. 

528. Мы видфли, что три корня уравневая (11) заключаютея въ 
трехъ поелдовательныхь промежуткахь между величинами 


сю, 1, М, М +. 


Это показываетъ, что два послвдовательные корня раздвлены одною 
изъ величинъ С, М, М и потому могутъ быть равны между собою, не 
иначе какъ равняяеь этой величинз. СлЪдховательно, въ елучаз еуще- 
ствоватя равныхъ корней уравнев1я (11) эти корни равняютея одной. 
изъ величинъ [, М, М. 

Но еели въ уравнеюи (11) положимъ 6=—[, то будемъ имфть 


(—МУТ-— М)=0 


и, слфтовательно, должно быть [= М или [=—М.: 
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При 2=—=М первая часть уравнен1я (11) разлагаетея на два мно- 
жителя (— 7.) и 


1 1 | 1 _ 
Р(8—Т8—Ю-— 8 (В+) 


Для того, чтобы и второй множитель обращалея въ нуль при 9=Г, 
необходимо имЪть [.—М, и потому уравнеше (11) обращаетея въ 


6—2 Р8- В-и-и-в|= р (16) 


Итакъ, если два корня уравненля, опредфляющаго ю, равны между 
вобою, то должно быть 


1==М==М. 
6. 
РЕ РЕ ЕЕ 
А—и=В——=0—-. не ‚ (17) 


Это есть, такимъ образомъ, уелове, что поверхность (1) ееть по- 
верхноеть вращевня. — 

Если вез три значетя 5 равны между собою, то, какъ видно изъ 
7% должно быть 


ВО. Н=0. И=—0 
и, ел5довательно, 


: А—Б—0. 


При этихъ уеловяхъ, какъ увидимъ ниже, уравнене (1) выра- 
жаетъ схеру. | | 

529. Можно ечитать геометрически очевиднымъ, что для поверх- 
ности вращен1я веякая плоекоеть, проходящая черезъ ось вращерля, 
имфетъь евойетво главной д1аметральной плоекоети, а для схеры этимъ 
свойетвомъ обладаютъ вез дмаметральныя плоскости. Аналитичееки же 
это обнаруживаетея изъ того, что въ елучаф, когда © есть одинъ изъ 
равныхъ корней уравнен!я (11) и когда, елЪдовательно, въ силу уеловй 
(17), должно быть 


каждое изъ трехъ РЕ КЮ предотавляеть одно и то же условие, 
именно 


РЕт- ОЕи-- ЕЕРр==0. 
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Это услов1е, очевидно, недостаточное для полнаго опредёлен1я на- 
правлензя главной плоскости, показываетъ только, что она должна быть 
перпендикулярна къ плоскости, выражаемой уравнешемъ 








П.Ех-- ОЕу- ЕЕ = 0. 
Въ случа равенетва веЪхъ трехъ корней уравневя (11) и эта по- 
слЪдняя плоскость будетъ неопредвленною. 


$ 4. Касательныя и полярныя плоскости. 


580. Мы видЪли выше (ем. стр. 414), что касательная плоекость 
въ какой-нибудь точкв поверхноети второго порядка ееть геометриче- 
ское м5ето везхъ касательныхъ прямыхъ въ этой точкз. Основываясь 
на этомъ, не трудно найти уравневн1е касательной плоскости къ поверх- 
ности, выражаемой общимъ уравнетемъ 


+245 2Ну-- 24/2-- Е==0 | И 


Въ какой угодно ея точкФ. 

_ Шоложимъ, что (21,91,21) ееть данная на поверхноети точка, 
и пусть уравнен!я какой-нибудь прямой, проходящей черезъ эту точку, 
будутъ | 








х— 1 _У— 1 2—2 
77, ий‘ 9 


У 
г 
`-_ 


Обозначая черезъ р величину каждаго изъ трехъ отношевнй, со- 
ставляющихъ эти уравнев1я, будемъ имЪть | 





д==тр-- ат, у—то- 1, а=ро-- 21 ов в Фо (3) 


причемъ каждому положеню точки (5, 9, 2) на прямой (2). будетъ 
соотвзтетвовать опредъленное значене р, и въ частности, при х=ал1, 
у—91, 2=21, будемъ имфть о=0, и обратно. 

Величины о, соотвЪтетвующия точкамъ пересВченя прямой (2) еъ 
поверхностью, опредвлимъ, исключая #, 9, 2 изъ уравневй (1) и (3). 
Въ результат исключен!я, какъ показано выше (ем. стр. 421 и 422), 
будемъ имЪть . 


`Рр” НГ 200--В=0. 


гв Р, О иВ имвютъ слФдуюцйя значены: 


=, 449 = 
Р= Ат? - Би Сб-2Пит- 2Етр + 2 Еир, 


9—(4А: - Ву, | Еж - @)т- (ра Ви - Ра Нж-- 
— (Ре -- Ру: —- (12 Ур, 


= Ал? Ву? - Саи -- 2 Ее Руа -- 
аа + 2Ни- 2/21 К, 


Тажъ какъ по предположеню точка (дл, 91, 21) принадлежать по- 
верхноети (1). то должно быть В==0, и для другой точки пересъче- 
ня прямой (2) съ поверхностью будемъ имЪть 


Еели прямая (2) есть касательная, то и это значевле р будетъ 
равняться нулю и, елфдовательно, должно быть ==0. 
Такимъ образомъ получаемъ уелое 


(Аля -- уз -- Е Ст (Ра Ву -- ЕА-Нж-- | й 
(Еж - Ви -- ба р=0 о. -( 


при которомъ прямая (2) касается поверхности въ точк% (51, У1, 21). 

Исключая 7, и, р изъ этого усломя и уравнен1й (2), нолучимъ, 
очевидно, уравнен1е геометрическаго мфета веБхъ касательныхъ въ эт0й 
точкЪ, т. е. уравнене касательной плоскости 


Аж: -- Бу - Ел - 9—1) (Ба Е Ву + Ед -- НХу— у) 
-- (Еж — Ёу1 —- 21 (2—2 )= 0. 


Легко видЪть, раекрывъ екобки, что въ этомъ уравнения сумма, чле- 
новъ, не зависящихъ отъ перем$нныхъ 4, 9, 2, будетъ равняться 


С -- Ни: - Ч 21 —- К— В 


_ и такъ какъ А==0, то заключаемъ, что уравнене касательной плос- 
я коети можетъ быть представлено въ Вид 


(4, + Ру, +- Ен -- бе Ву Е Еа--Нуу- | Е 
‚НЕЕ Си -Н)е-Н= мины 0. (5) 

_ 581. _ Поелвдиее уравнете, при веякихъ значеняхъ координать т, 
ул, 2, предетавляетъ ВПОЛН"В опредвленную плоекоеть, исключая того 
етучая.- когда эти координаты удовлетворяютъ одновременно уравнен1ямъ 
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Аж-- Бу Е#-- @=0 

Рз- Ву-+ Е Н=0, 

Ех -- Ву | Сёе-+/=0 

а2-- Ну 42 | Е=0 
т 


т, е, когда а 
АОЕЗ 
р, ВЕ Н| _ 
ЕЕ о 
ан, 4, К 


`` 


1 


Въ этомъ случаз, какъ мы видфли выше (ем. етр. 421), разематри- 
ваемая поверхноеть есть коническая или цилиндрическая. 

Итакъ, за исключешемь конусов и цилиндровь, всякая поверхность 
67700010 Порядка имъеть в5 каждой своей точкь вполнь опредъленную и 
единственную касательную плоскость *). 

532. Уелове (4) можетъ быть предетавлено въ видЪ 


(Ат-- и-{- Ер)л--(Фт-- Ви ЕруИ--(Ет- Е + бра + 
+ (@т + Ни-р)=0.. 


Такъ какъ это есть результатъ подстановки координать 21, 1, 21 
въ уравнен!е даметральной плоскости, проходящей черезъ средины 
хордъ, параллельныхъ прямой (2) (см. ет. 422 и 423), то заключаемъ, 
что всякая даметральная плоскость, соотв тетвующая хордамъ, парал- 
лельнымъ касательной плоскости (5), проходитъ черезъ ея точку при- 
косноветя. 

Это свойство можеть быть выражено еще слёдующимъ образомъ. 

Двь Яаметральныя плоскости, изь которыхь одна параллельна каса- 
тельной плоскости, а дюуая проходить черезь ея точку прикосновеня, 
суть сопряженныя. 

533. Прямая, проходящая черезъ точку прикосновения касательной 
плоскости и перпендикулярная къ ней, называется нормалью къ по- 
верхности. 

Въ силу этого опредёлен!я заключаемъ, что нормаль къ поверхности 
(1) въ какой-нибудь ея точк» (41, у1, 21). въ елуча% прямоугольной сиете- 
мы координатъ, выражается слёдующими уравненями (ем. стр. 384 и 385): 


1) Вершина конуса есть точка, въ которой касательная плоскость неопре- 
дВленная, ибо всякая плоскость. проходящая чрезъ вершину, имфеть съ ко- 
нусомъ двЪ общая дфйствительныя или мнимыя прамыя, и потому должна быть 
разсматриваема, какъ касательная. Для цилиндра это свойство принадлежить 
безконечно удаленной точк$ возхъ образующихь. 
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2—2 и— 5/1 & 21 


411 -- Оу! —- ЁЕ21 —- а Пл = Ву: Е21 И _ Вл —- [9 —- С --4 


Подобнымъ же образомъ легко составить уравнен1я нормали и въ 
случав косоугольной системы коордиватъ. 


584. Уравнене (5) предетавляетъь опредзленную плоскость также и 
тогда, когда 21, 91, 21 Означаютъ координаты точки, данной какъ- 
нибудь въ пространетвЪ. Плоскоеть эта называется въ такомъ елучаЪ 
полярною плоскостью данной точки, а данная точка называетея ея 70- 
лбом. 


Веякая точка имЪетъ, елФдовательно, по отношентю къ поверхно- 
сти второго порядка опредфленную полярную плоскость, и веякая плос- 
кость опредъленный полюеъ. Для точки, лежащей на поверхности, по- 
лярная плоскость есть касательная и, обратно, полюеъ касательной 
плоскости есть ея точка прикосновения. 


Еели плоекоеть дана уравненлемъ 
Го-- Мч-- № Р=0. .(........ (6) 


и требуетея найти ея полюеъ, то, обозначая координаты его черезъ 
21, У, 21, будемъ имЪфть, что коэффхитенты Г, М, № Р должны 
быть пропоршональны коэфищентамъ уравнения (5). Это даетъ уелов!я 


Ат —- Ду — Её —- х—АГ, 
Дх1 -- Бу: -- Ег1 —Н=АМ (т) 
Ва -- В -- Са РУ = М рю | Е 
би -+ Ну -- Ла -- КР ) 


гдз А величина неопредЪленная. 

Изъ нихъ для каждой изъ координатъ 41, 91, 21 получаетея един- 
ственное и ‘опредвленное значен!е, если только поверхноеть (1) не ееть 
коническая или цилиндрическая. | 

Еели данная плоскость есть касательная, то координаты искомаго 
полюеа должны удовлетворять ея уравнению. СлФдовательно, должно 
быть 


[1 -- Му. -- № + Р=0 
Исключая изъ этого равенетва и уеловй (7) величины У1, 271, 21, 


, ‘получимъ уелове соприкосновеня плоекости (6) еъ поверхностью (1) 
въ ви 


А.О. Е СТ 
р, ВЕН М 
ГЕ, ЕР, С, 9, М |=0 
анукР 
Г, М, МР, 0 


535. Обозначая черезъ 22, У», 2 координаты какой-нибудь точки, 
пежалцей на полярной плоскости точки (11, 91, 21), и подетавляя эти 
координаты въ уравнеше (5), получимъ тождеетво 


(Аж -- Ву -- Еж | в) -Н (Бал -- Ву -- Е -- Ну -- 
(Е | Ву -|- С 21 + )2о (а + Ну У К)==0. 


Такъ какъ оно симметрично относительно координатъ 21, уг, 21 и 
22, у, 89, ТО заключаемт, что точка (41, 91, 21) лежитъ также на по- 
лярной плоскости точки (хо, у, 22). 

ДвЪ точки, изъ которыхъ каждая лежитъ на полярной плоскости 
другой, называются ‘сопряжениыми. Точно также и дв плоскости, изъ 
которыхъ каждая проходитъ черезъ полюеъ другой, называютея сопря- 
женными. | 

Понятно, что полюзсы везхъ плоскостей, проходящихъ черезъ ка- 
кую-нибудь данную точку, будучи точками сопряженными съ данной, 
должны лежать на ея полярной плоскоети, и жочно также полярныя 
плоекоети вефхъ точекъ, лежащихъ на какой-нибудь данной плоскости, 
будучи сопряженными еъ нею, проходятъ черезъь ея полюеъ. 

536. Нели какая-нибудь прямая Г проходить черезъ дв данныя 
точки, то веякая ея точка будеть вопряженною ео везми точками пря- 
мой [/”, по которой пересеБкаютея полярныя плоскости данныхъ точекъ. 
Нолярныя плоекости вефхъ точекъ одной изъ этихъ прямыхъ прохо- 
дять черезъ другую, и полюсы ве плоскостей, проходящихъ черезъ 
одну изъ этихъ прямыхъ, лежатъ на другой. Такя двЪ прямыя, что. 
ве точки одной суть сопряженныя ео веёми точками другой, назы- 
ваютея взаимно-поляюными. 

Если двз взаимно-полярныя прямыя пересзкаютея, то точка ихъ 
переезченя есть полюеъ плоскости, черезъ нихъ проходящей. Эта, плос- 
коеть есть, елЪдовательно, касательная. 

Понятно также, что прямая, соединяющая двЪ каюмя-нибудь точки 
поверхноети, и прямая, по которой переезкаютея касательныя плоскости 
ВЪ этихъ точкахъ, еуть взаимно-полярныя. 

557. Веякая точка касательной плоскости есть сопряженная съ ея 
точкою прикоеновеня. Отсюда заключаемъ, что точки прикоеновен!я 
везхъ касательныхьъ плоскостей, а слфдовательно и касательныхъ пря- 
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мыхъ, проходящихъ черезъ данную точку, лежатъ на полярной илое- 
кости этой точки. 55 

Касательныя прямыя, проходяция черезъ данную точку, образуютъ, 
какъ мы видъли (ем. стр. 413), конуеъ. описанный около поверхности. 
Лин1я, по которой этотъ конуеъ соприкасается съ поверхноетью, сеть, 
слЪдовательно, лин!я пересЪчен1я поверхности съ полярною плоскостью 
его вершины. | 

538. Четыре плоекоети, изъ которыхъ каждая есть сопряженная съ 
тремя оетальными, всоставляютъ, такъ называемый, полярный тетраэдръ. 
Каждая вершина такого тетраэдра есть полюеъ, противоположной грани. 
Каждые два противоположные ребра суть взаимно-полярныя прямыя. 

Для веякой поверхности второго порядка полярныхъ тетразкровъ 
существуеть безчиеленное множество. Одна вершина такого тетраэдра 
можетъ быть ‘взята еовершенно произвольно. Другая можетъ быть взя- 
та произвольно на полярной плоскости первой. Третья и четвертая суть 
двЪ камя-нибудь еопряженныя точки на прямой взаимно-полярной съ 
прямою, проходящею черезъ дв первыя. 

_ 589. Еели положимъ, что въ уравнении (5) д1, 91, 21, означаютъ 

координаты центра поверхности, то, какъ извзетно (ем. етр. 419), долж- 
но быть 


Ах Ру Ея 9—0, 
1х -- Бу: -- На + НЫ==0, 
Еж -- Ру Са- /=0 


Въ такомъ случаЪ плоскость, выражаемая этимъ уравненемъ, бу- 
детъ безконечно удаленною. СлЪдховательно, чцентрь есть полюсь 0ез- 


конечно удаленной плоскости. 
Если положимъ, что точка 21, У1, #, лежитъ на прямой, выража- 


емой уравненями 
хх у & 
Е Пе (8) 


® р 


то уравнен1ю полярной плоскоети (5) можно дать видъ 


(Ат-- Ть-- Ере--(Фт-- Вь-- Роу --(Ет-- Ри Ср) 
Е + (@т-- Ни-- 2), (в=-- Нл Ко: 


При 21 == со ‚это уравнене обращаетея въ уравнене д1аметральной 
плоекоети, проходящей черезъ ередины хордъ, параллельныхъ прямой. 
{8). Отеюда заключаемъ, что 0аметральная плоскость есть полярная 
‚плоскость безконеино удаленной точки, _ принадлежащей соотвзьтствую- 
зунь ей зордамь. | 
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Йзъ сказаннаго видимъ также, что сиетема трехъ вопряженныхъ 
паметральныхь плоскостей вмЪетв съ безконечно удаленною плоскостью 
представлиетъь полярный тетраэдръ. 

540. Нели точка (21, У1, 21) находигея въ началь координат, то 
уревнеме полярной плоекоети (5) принимаетъ видъ 


Ях-—- Ну--42- К —=0 


Полагая здфеь #==0, получимъ уравнеше лини пересвченя этой 
плоскости съ плоскостью координать ХОУ 


ах “Ну К=—0 


Въ то же время уравнен!е ливи пересзченая самой поверхноети 
(1) въ тою же плоскоетью координатъ будетъ 


А+ 2Плу- Ву? 265-—-2Ну-- К=0 


Первое изъ этихъ двухъ уравнея1й предетавляетъ поляру начала 
координатъ относительно кривой, выражаемой вторымъ (ем. етр. 131). 

Отеюда убзждаемея, что прямая, по которой произвольная е$ку- 
щая плоскость, проходящая черезъ данную точку, перееЗкаетъ поляр- 
ную плоскость этой точки, есть поляра этой точки относительво лини 
перее $ ченя сзкущей плоекости еъ самою повёрхноетью. 

Это позволяетъ заключить, что полярную плоекоеть можно опре- 
дЪлять, какъ геометрическое м5ето точекъ, которыя нм$фетЪ еъ данною 
точкою дълять гармонически хорды, образуемыя прямыми, проходящими 
черезъ эту точку (ем. етр. 134). 


Примьры и задачи. 


1. Найти три цилиндра, описанвые около поверхности . 
222 + 21? —52? -- 25; — 2х -- 4 =0 
при услови, чтобы образующйя каждато изъ нихъ были параллельны одной изъ 
осей координалъ. | ыы 


Отв. 12—12 —257? —22—2=0, 252+ 452—122 + 8х ==0, 
452 —2ху Ти? + 125 =0. 


2. Составить уравнене поверхности второго порядка, имфющей центръ 
ВЪ 1095$ (—1—1,—1) и касающейся осей воординать въ точкахъ (1, 0. 0), 
(0, 1, 0), (0, 0, 1). 


Отв. . 22 - 9/2 +2 Эду 2—9 Эд—у— 22 и 1—0 


— 


3. Найти гебметрическое м%$ето центровъ оон? второго порядка, 
проходящихъ черезь оси ОХ и ОУ и черезъ дв точки (0, 1, Т)и (1, 0 —1). 


Отв. ‚ 452—222 +29:—$—у=0. 
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4. Найти уравнен!е конуса, вершина котораго находитея въ началф ко- 
ординатъ, а управляющею служитъ ливня перес$чеюя поверхности второго по- 
рядка, выражаемой общимъ уравнешемъ второй степени, съ плоскостью 


ху+==1. 
Отв. Ах? -- Ву? + С -- 2)ху- Ех + ЗКуз 
+ 2( ба -- Ну-+ уу 0 

5. Найти услов!е, при которомъ конусъ, выражаемый относительно прямо - 

угольной системы координатъь уравнешемъ 
Ах? - Ву? + С? + Олу + Еж. + Гу; ==0, 
имфетъ три. перпендикулярныя между собою образуюшия. 

Отв. АВ С=0. 

6. Найти геометрическое м$сто срединъ хордь поверхности второго по- 
рядка, проходящихъ черезъ данную точку (41, У1, 21), предполагая, что поверх- 
ность дана общимъ уравненемъ второй степени. 

Отв. (Ах + Ру-+ Её + @)(х— в) + (Фа - Ву-+ Её + Н)(ч—9)+ 

+ (Ех + Ру + (2+ Л) (@—21) =0. 

1. Дана поверхность второго порядка уравнешемъ общаго вида; найти 
плоскость проходящую черезъ данную точку (21 91 21) и пересфкающую данную 
поверхность по кривой, им$ющей центръ въ этой точкЪ. 

Отв. (Азл + Ру: + Ем + @)(х —2и) + (Рад + Ву + ри + 5) (у— 1) + 
+ (Ел + Ри + Са + Л(#— 21) = 
8. Найти услове, при которомъ двф плоскости 
Мх + Му-+-Р2+ 9=0 и Ме+ №у-+ Р’Е+ 0’=0 
нараллельны двумъ сопряженнымъ д!аметральнымъ плоскостямъ поверхности 
второго порядка, данной общимъ уравненемъ. 
АрЕМ 
о В, Е М 
а Е ЕОР 
. М', №, и. 0 | 
_9. Дана поверхность второго порядка уравненемъ. 
_ 322 — 912—219 — 615 —8у2 + 2х + 42 =0. 
Найти уголь между двумя ея сопряженными д1аметральными плоскостями, изъ 
которыхъ одна проходить черезъ ось ОУ. 
щх 5 11 
Отв. в08ф —=———* 
9\ 41 
10. Дана поверхность второго порядка уравнешемъ 
_ 42—24 2 — 452+ буг— 82 + 10у=0. 
Найти систему трехъ сопряженыхъ д!аметральныхь плоскостей, изъ которыхъ 
одна, проходить черезъ начало координать, & другая черезъ ось ОЙ 

Отв. <  91—ШЩМу=ж0, 25—3у:=0, 122—1у—1=0. 

11. Дана. поверхность второго порядка уравнешемъ 
552 +{- 3,2 222—6=0. 

Найти систему трехъ сопряжевныхъ маметровъ, ИЗЪ которых одинъ пересф- 
| вается съ двумя прямыми 


==42— 38, уве ий Х= 9 у==82— 10, 


= 0. 
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а другой лежить въ плоскости УОЙ. 
Отв. х=у=2; ж=0, 39+ 2#=0; х=—у—=— 
12. Дана поверхность второго порядка уравнешемъ 
ху -- хх - у == 


Найти ея оси и уравнеше, которымъ она выражается, будучи отнесена къ 
своимъ осямъ. 


О7вв. х=у==2; х Ну 2==0; 
22 - у? — 922 -- 2 — 0 


15. Найти услове, при которомъ одна изъ главныхъ плоскостей поверх- 
ности второго порядка, выражаемой общимъ. уравнешемъ, проходить черезъ 


ось ОХ. 
Отв. (22—Е)Е—РЕВ—С)=0и ЕН—Бу=0. 


14. Найти услове, при которомъ одна изъ осей поверхности второго по- 
радка, выражаемой общимъ уравневемъ, проходить черезъ начало коорди- 
натъ. 

Отв ь | = — 5 . . 

” АС+-ОН+Е Об+ВН+ Е ЕС+ЕН+ ОУ 

15. Найти геометрическое мФето прямыхъ, проходящихъ черезъ начало 
координатъ и перпендикулярныхь съ прямыми взаимно полярнымъ съ ними 
относительно поверхности второго порядка, данной по отношемю къ прямо- 
угольной систем$ координатъь общимъ уравнешемъ. 


Отв. (Аж. у Е=(у — Е + (Фе- Ву+ с 42 — 2) + 
+ (Ех + Ру + 02) (Не — @у) =0., 
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ГЛАВА ПЯТАЯ. 


_ Схера. 


$ 1. Уравнене сферы. Касательная плоскость. 


541. Сера или шаръ опредфляетея геометрически, какъ поверх- 
ноеть, ве точки которой находятея на одномъ и томъ же разетояи 
отъ Одной данной точки, именуемой ея центромъ. 

Изъ этого опредфленая елфдуеть, что по отношеню къ прямо- 
угольной систем® координатъ всякая схера выражается уравнещемъ 


(а (у (2— 6—1Ы=0,...... а) 


гдв а, 6, с суть координаты ея центра, а х рамуеъ. По отношеню же 
къ косоугольной системЪ уравнене’ схеры будетъ (ем. етр. 319) 


(х— а) (у— 6 (#— в (у—5)(#— всозл-- а 
+ 2(«—а)(# — с)деозь.-- 2(#—а)(у— В)еову— = 0] бт” 


гдз Л, м, у суть углы между осями координатъ, а проч1я поетоянныя 
имЪють то же значене, какъ и при прямоугольной систем координалтъ. 

Сфера есть, слдовательно, поверхность второго порядка, 

Хотя въ аналитичеекомъ изучеюми сферы отдзльно отъ тхъ по- 
верхноетей второго порядка, къ которымъ она отноеитея, кавъ чаетный 
видъ, и не предетавляетея необходимости, но, велдетве проетоты урав- 
ненйя (1), въ оеобенноети же проетоты‘ и наглядности геометричеекаго 
значенля его постоянныхъ, являетея возможность проетого аналитиче- 
_еваго рёшеюя многихъ вопроеовъ, относящихея къ схерз и еистемамъ 
` еферъ. Краткому обзору н®которыхъ изъ такихъ вопросовъ поевящаетея 
настоящая глава.. о" 
‘542. Еели общее уравнеше второй степени 


Ал? Ву? (2 2Пху-- 2 Еле 2 Ру | р 


4-29-42 Ну-+-27е- Е-=0 . . @ 
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выражаетъ относительно прямоугольной системы координалъ сферу, то 
коэоеишенты его должны быть пропорцональны коэффицлентамъ урав- 
неня (1), т. е. должно быть ) 


Отеюда видимъ, что необходимымъ и доетаточнымъ уеловемъ 
чтобы общее уравнене (3) предетавляло схеру, служатъ равенетва 


Ар =С, 
И ==0, В =—0: Е==0. 


Слвдовательно, уравнен1е всякой схеры можетъ быть разематри- 
ваемо въ видЪ 


А(х- у? г) [зах 2Ну-272-К=0,..... (4) 


при чемъ координаты $ центра и ратуеъ опредфлятея по его коэффи- 
центамъ селъдующимъ образомъ: 


са ба МЫ 

СА’ 
__Уб?- + 2— АК 
че а 


Подобвымъ же образомъ легко получить уеловя, при которыхъ 
уравнене (3) выражаетъ ехеру относительно коеоугольной системы ко- 
ординатъ. ео 

Такъ какъ уравнене (4) содержитъ только пять коэфФищентовъ, 
то ехера вполнз опред$ляетея четырьмя принадлежащими ей точками 
или какими-нибудь четырьмя равнозначущими имъ геометрическими 
данными. 

Уравнев1е ехеры, проходящей черезь четыре данныя точки 
(ал, Чл, 21), (222, 92, 25), (23, Уз, 2з), (24, Уч, 24), получимъ, очевидно, 
исключая `коэфоищенты „4, @, Н, 4, К изъ уравневая (4) и изъ четы- 
фехъ тождеетвъ, получаемыхъ при подетановкв въ это. уравнеше коор- 
динатъ данныхъ точекъ. т" 

Результать исключевля будетъ пмёть ВИД | 
зе 29* 
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2? У" т #,у,2,1 

ие -у12- 212 м, ие 21, | | 

2? --у2?-- 202, Жо, У, 2%, 1 1 |= 0. 
23° -- Уз? -- 232, 23, Уз, 23, 1 

24" у 2? ‚› д, 4, 24, 1 


543. Полагая въ уравненш (1) 2—0, получимъ уравнее лини 
перееченя сферы съ плоскостью ХОТ въ видь 


(1— а)? (у— В) —= ис. 


Оно выражаетъ кругъ, дЪЙствительный только тогда, когда с<х. 
Если же с==, то плоскость ХОУ имфеть во схерой только одну 
общую точку и есть, елфдовательно, касательная. | 

_ Отеюда заключаемъ, что езченя ехеры веёми возможными плое- 
костями суть круги (дЪйетвительные или мнимые) и что разетояе вея- 
кой касательной плоекости отъ центра схеры равняется ея ражусу. 
Очевидно также, что радусеь сферы, ироходяпий черезъ точку прикос- 
 новеншя, какъ кратчайшее разетояве отъ центра до касательной плос- 
кости, перпендикуляренъ къ ней. 

Плоекоети, проходяция черезь центръ ехеры, суть ея даметраль- 
ныя плоскости. Круги, по которымъ он перее5каютъ схеру, назы- 
ваютея обыкновенно ея большими круами, 

544. Нели положимъ, что 41, 1, 21 суть координаты какой-нибудь 
точки, лежащей на ехерЪ (1), то уравнемя проходящаго черезъ эту 


точку рашуса будуть 


ж— У 2—1 ИЕ 
сжщииа. -* и о оо о о о © о Ф © 5 
—@а 1—6 ас (5) 








Отеюда слздуетъ, что уравнеме касательной плоекоети въ точкъ 
(м, Чл, 21), 1 какъ перпендикулярной къ этой прямой (ем. стр. 385), 


А. 
(@в—па—@®- — 1 —5) + @ аа 9-0 
При этомъ, такъ какъ точка (21, У1, г) принадлежить сферь, то 
должно ‚ быть 
ила дя, :.... 8 
за биотйе чего поелЪ5днему уравневю можно. дать. видъ 


а ада Биби ди. ‚ 2) 


Это уравнене ‘могло бы быть получено, какъ частный видъ '0б- 
_ щаго уразнен!я касательной плоскости къ поверхности второго пора 


(ем. отр. 442). 


Е 


Принимая во ввиман!е равенетво (6), а также очевидныя тождества, 


(«— а? (и — а) —2(1—&а)(и—а)=(@а—), 
(у— 6-Е (у: — 6) — 2(9— В - В =(— и», 
(а — с? (а — 6—2 — (а — ==(@е — и», 


можно уразнен1ю (7) дать еще слфдуюций видъ 
(д-р ——ф п в—ШШшт- (уф и (е— 21). 


ЗАВсь первая чаеть тождествевна съ первою частью уравненая (1) 
самой ехеры, вторая же чаеть выражаетъ квадратъ разетоян1я какой- 
нибудь точки (7, 9, 2) касательной плоскости отъ точки прикоенове- 
ная, иначе говоря, квадратъ длины касательной изъ точки (х, У, 2). 

Это показываетъ, что веЪ касательныя къ сфер изъ какой-ни- 
будь данной точки имфютъ одну и ту же длину и Что эта длина опре- 
дъляетея аналитичееки, какъ корень квадратный изъ результата подета- 
новки въ первую чаеть уравненя сферы координалъь данной точки. | 

545. Нели въ уравнении (7) величины 41, 91, #1 означаютъ коор- 
динаты какой нибудь точки въ проетранетвЪ, то выражаемая имъ плос- 
коеть ееть полярная плоскость этой точки, а еама точка есть ея по- 
люсъ (ем. етр. 444). Такъ какъ при веякихъ значеняхъ координатъ 271, 
91, 21 плоекоеть (7) перпендикулярна: къ прямой (5), то заключаемъ, 
что для сферы полярная плоскость всякой точки перпендикулярна къ 
д1амётру, проходящему черезъ эту точку. ДалЪе, обозначивъь черезъ { 
разетоян1е полярной плоскости (7) отъ центра (а, 6, с) будемъ, оче- 
ВИДНО, ИМЪТЬ 

„2 ре 


—— 
авееЕЕЕНЕыАЕСЕЯ 
—__ 


Убе 7 


гдЪ Г озвачаетъ разетояне точки (11, 91, 21) оть центра. Отеюда ви- 
димъ, что для ехеры. радуеъ есть средняя геометрическая между раз- 
стоятями отъ центра до какой-нибудь точки и до ея полярной плоскости. 

Если точка (121, Уз, 21) дана внЪ схеры, такъ что разетояше ея отъ 
центра боле радуса, то ея полярная плоскость, очевидно, переезкаетъ 
сферу по двйетвительному кругу. Точки этого круга, какъ видно изъ урав- 
нения (7), суть точки прикоеновен1я касательныхъ плоскостей, а елЪ- 
довательно и каеательныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ данную 
_ точку (21, У, 21). Вев тая каеательныя прямыя образуютъ описанный 
конусеъ, для котораго этотъ кругъ служитъ управляющей или оеновз- 
пемъ. Венюй конусъ, и сферы, есть, слЪдовательно, 
прямой круглый конустъ !) (ем. стр. 256). 


т) Иначе говоря, конусъ вращевня. . 
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3 2. Системы сферъ. 


546. Положимъ, что намъ даны дв схеры, выражаемыя урав- 
непями : 


(фа НЯ (а— ее) — 2 =0 
г (— а) -Р(у— в) @— в) —1°=0 | о 


2 
—А 
в 


Обозначивъ черезъ ©: и 52 первыя части этихъ уравнегй, э че- 
резъ # какую-нибудь постоянную величину, будемъ имфть, что уравнене 


ИНОЕ дальн в) 


выражаетъ также сферу и, притомь, такую, которая проходитъ черезъ 
_ ве точки, общая двумъ даннымъ сферамъ, т. е. черезъь лиюйю ихъ 
пересъченля. 

При неопредвленномъ  уравнене (3) предетавляетъ цълую систему 
еФеръ, называемую пучком. Это есть система одного измзреншя. Каждая 
принадлежащая ей сфера вполнЪ опредЪляется значетемъ постояннаго К. 

Координаты центра ехеры (2) будутъ, очевидно, (ем. стр. 451) 


__ @— йа | 1 — И пы С1 — #62 
Е" Ты Е. 


Такт какъ они, при веякомъ значен1и К, удовле ера уравненямъ 
7 — 1 $ эй #8 —-С1 


2— а! ре" — С. ооо ооо ь фо 09) 





прямой, проходящей черезъ центры данныхъ еферъ, то заключаемъ, что 
центры везхъ еферъ пучка лежатъ на одной прямой. 
547. При Е==1 уравнене (2) обращаетея въ 


ПО, очен ме 10 
ИЛИ . 
(а2— 01) -- (62—61 )у-- (2 —с!)г--й==0, 
_ ТВ 
_ (ав 2-Н сл? — 712) — нае а). 


Оп ВВ ДЕД пор инфо арт пиши нина ни аб риницу- 
А — 


‚ Это уравнеше выражаетъ плоекость, которая называетея радикаль- 
но. ‘аюскостью данныхъ схеръ. Вакъ видно изъ вамаго ‚уравненя, эта 
‚ плоскость перпендикулярна къ прямой (3), соединяющей центры. 

_ Равенетво (4) показываетъ, что радикальная плоекоеть ееть гео- 
метрическое м$ехо, точекъ, касательныя изъ которыхъ къ объимъ дан- 
нымъ сферамъ равны между собою. и 
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Нели данныя сферы перееЪкаютея между собою, то лин1я ихъ пере- 
сБченшя лежитъ въ радикальной плоскости. СлЪковательно, дв сферы 
перес5каютея между еобою по кругу, по которому каждая изъ нихъ 
перев$каетел ихъ радикальною плоскостью. | 

Еели хавныя сферы еоприкасаютея, то радикальная плоскость ееть 
ихъ общая касательная плоскость въ точкБ соприкосновен!я. 

‚ 548, Нели возьмемъ двЪ камя-нибудь схеры, принадлежания пучку 
(2), напримфръ 


©1—® Юо—=—0 И 1—6 == 0, 
то уравневе ихъ радикяльной плоскости будетъ 


5—2 _ 1—0 
1-1 

Очевидно, что оно выражаетъ ту же самую плоекость, какъ и урав- 
иене (4). Слвяовательно, вс схеры пучка (2) имъютъ одну и ту же 
радикальную плоскость. 

ПоелЪднее равенетво показываетъ, что касательная изъ какой-ни- 
будь точки радикальной плоскости ко вефмъ ехерамъ пучка равны между 
собою. Точки прикоеновен1я вефхъ этихъ касательныхъ лежатъ, елЪ- 
довательно, на одной и той же схерЪ, перееБкающейся прямоугольно 
со веёми сферами пучка. 

549. Еели система координатъ выбрана такъ, что ось ОХ еовпа- 
даетъ съ лишей центровъ пучка (2), а плоекоеть УОЙ еъ радикальною 
плоскостью, то уравнене всякой ехеры, принадлежащей пучку, можетъ . 
быть представлено въ видЪ 


(да - 2—0. .....'... (5) 
ИЛИ 
42 -- у-- 2" —2ав-- *=56, 


ГгДВ 7?=02-—7? есть, очевидно, величина постоянная, т. е. одна и та- 
же для веЪхъ сферъ пучка, такъ какъ она означаеть квадратъ длины 
каждой изъ касательныхь къ этимъ схерамъ изъ начала координат. 
Величиною же @ вполнф опредЪляетея каждая схерз. 

При &===” будемъ имфть ^=0. Въ этомъ случав сехера обра- 
щаетея въ точку, Такимъ образомъ видно, что на лийи центровъ, на 
разетоянш п отъ радикальной плоскости, находятся’ дв точки, которыя 
можно разематривать, какъ безконечно малыя серы, принадлежаная 
пучку. Эти точки называются предюльными точками пучка. ОнЪ суть 
дъйствительныя только тогда, когда серы не перес®калотея, ибо въ 
противномъ елучаЪ п есть величина мнимая. 


52 856 — 


550. Уравненле полярной плоекоети для какой-нибудь точки (21,91,21) 
относительно сферы (5) есть, какъ мы знаемъ, 


(аби —ар-ума неа — 1 ==0...... . (6) 
или 


жал Ни г — ах) и2==0. 


При веякомъ а это уравнене выражаетъ плоскость, проходящую 
черезъ лин1ю перес5ченя двухъ плоскостей 


1 —- 91 221 2—0 И п =0. 


Слъдовательно, полярныя плоекоети точки относительно пучка схеръ 
составляютъ также пучекъ. 

Если точка (211, 91, 21) лежитъ на радикальной плоскости, то ли- 
_ мя переевченя ея полярныхъ плоекостей будетъ лежать наэтой плоскости. 

Еели точка (21, У1, 21) совпадаетъ еъ одной изъ предъльныхъ то- 
чекъ, такъ что 


== я, `/1 =0, 210. 
то уравнене (6) обращаетея въ 


(а-Еп)я-т)=0 


и при веякомъ а предетавляетъ плоскость, проходящую черезъ другую 
предъльную точку и параллельную радикальной плоскости. 

Сльдовательно, для каждой изъ предъльныхъ точекъ полярная 
плоекоеть есть одна и таже по отношению вефхъ сферъ пучка. — 

Изъ всего еказаннаго видимъ, что свойства пучка схеръ предетав- 
ляютъ полную аналогю ео евойствами пучка круговъ на плоскости 
(ем. стр. 168—171). | 

551. Положимъ, что намъ даны три какя-нибудь сферы, не при- 
надлежания одному пучку и выражаемыя уравнетями 


(—@) (уф На—в фт =0 | 
(2— а2)*-- (у — 62) (2 — ет? =0 |... .. (1) 
(1— аз? Е (У— 63) (# — сз) —1:2==0 


__ Обозначая черезъ Х1, 62; Юз первыя части этихъ трехъ уравнен1й 
& черезъ # и Г дв постоянныя величины, будемъ имфть, что уравнене 


4” 


51 — бо — 9: —0 ‹ о в, ® . о © ‚, © (8) 


выражаетъ также ехеру и, притомъ, такую, которая проходитъ черезъ` 
точки, обпия тремъ даннымъ сФерамъ. 
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При неопрех5ленныхъ К и [Г уравнеше (8) выражаетъ цфлую систему 
зФеръ, называемую стью или связкою. Это есть система двухъ изм$- 
ренай, такъ какъ каждая сфера опредьляетея въ ней двумя парамет- 
рами А и 4. 

Воордиваты центра ехеры (8) будутъ, очевидно, 


‚__ @1— Аа — 3 __ 61 — Абэ -—- Фз йа = [сз 
А о 1—1 


Исключивъ изъ этихъ равенствъ № и [, получимъ еоотношене 


ий 2 у 2 я ; 
а, 01, Си, 
Ч, 6, Со, 
аз: 03, С3, 


показывалощее, что этотъ центръ находитея на плоекоети, проходящей . 
черезь цевтры трехъ данныхъ ехеръ (ем. стр. 354). 

Сл$довательно, центры вефхъ схеръ, составляющихъ евязку, ле- 
жатъ въ одноы плоскости. 

552. Радикальныя плоскости каждыхъ двухъ изъ данныхъ еферъ 
(7) выражаются уравневями 


Эйс Вь-в, Ме... 0) 


изъ которыхъ видно, что эти плоекоети проходятъ черезъ одну прямую. 
Эта прямая называется радикальною осью данныхъ ‘ехеръ. 
Изъ равенетвъ (9)ельдуетъ, что касательныя изъ всякой точки ра- 
дикальной оси ко везмъ тремъ даннымъ схерамъ равны между собою. 
553. Возьмемъ дв какя-нибудь ехеры, принадлежания систем (8), 


51 — 10/6 — | —0 и 51 =— С” ее Г’ 53 ЕО. 
Ихъ радикальная плоскость будетъ выражатьея уравневшемъ 


© ед. бо РГ © В © — р’ бо — Г’ Бз : 


ЩИ а, 
которое, по уничтожен1и знаменателей, можетъ быть представлено въ видЪ 
(В: — ХИ — (9, — 58 ХР Р-Н (8 — ВЕР — Г) =0. 


'Такъ какъ это уравнен!е, при веякихъ значеняхъ #’, &’, Г, Г’, удо- 
влетворяется значенями неизвфетиыхъ, удовлетворяющихъ уравнен1ямъ. 
(9), то заключаемъ, что оно выражаетъь плоекоеть, проходящую черезъ. 
радикальную ось данныхъ еферъ. Зы” 
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Это показываетъ, что радикальныя плоскости воъхъ схеръ, принад- 
дежащихъ сиетемЪ (8), проходятъ черезъ одну прямую, общую ради- 
кальную 0еь этихъ ехеръ. 

ПоелЪдняя есть, сл$довательно, геометрическое мЪето точекъ, кава- 
тельныя изъ которыхъ ко везмъ схерамъ спетемы (8) равны между 
еобою. 

Такъ какъ каждая радикальная плоскость двухъ еФхеръ перпенди- 
кулярна къ лиши ихъ центровъ, то очевидно, что хивая перев четя та- 
кихъ плоскостей, ‘т. е. радикальная ось, перпендикулярна, къ плоскости, 
въ которой лежатъ центры везхъ сферъ системы. 

_554. Еели радикальную ось схеръ, созтавляющихъ связку, при- 
мемъ за одну изъ осей координатъ, напр. 0.9, а нлоскость, въ которой ле- 
жать центры этихъ схеръ, за плоскость ХОТ, то уравнене системы 
этихъ ехеръ можетъ быть представлено въ вид | 


(д-р — 2—0. ...... 


ду? -- 2°— Зах — у-- "2—0 


Эдъеь 4 и 6 суть параметры, опредёляюние каждую схеру системы, 
а ий величина постоянная для всЪхъ схеръ, такъ какъ она предетав- 
_ляетъ длину казсательныхъ къ схерамъ изъ начала координатъ, ибо. 


ИЛИ 


Нели параметры & и 6 уховлетворяютъ уравненю 


да -- =, 


то 9==0. Сльдовательно, каждая точка круга, выражаемаго посл д- 
нимъ уравнешемъ на плоскости ХОУ, можеть быть разематриваема, 
какъ безконечно малая схера, принадлежащая системЪ (10). Этотъ кругъ 
называетея иредюльныме. Очевидно, что онъ только тогда дЪйствитель- 
ный, когда ехеры не пересзкаютея радикальною осью. 

Такъ какъ касательныя изъ какой-нибудь точки радикальной оси 
КЪ сферамъ системы (10) равны между собою, то точки ихъ прикоено- 
вешя лежать на схерЪ, которая перееЪкаетъ ве схеры системы прямо- 
угольно и проходитъ черезъ предзльный кругъ этой системы. Ве точки 
радикальной оеи служатъ центрами безчиеленнаго множеетва такихъ 
ехеръ, которыя, очевидно, составляютъ пучекъ, находяпиЙйея съ есиете- 
мою (10) въ такой зависимоети, что предльныя точки одной изъ этихъ 
двухъ системъ суть точки общия схерамъ другой, и обратно. 

555. Полярная плоекоеть точки (21, 91, 21} относительно какой-либо 
оверы сиетемы (10) выражается, какъ мы знаемъ, уравнешемъ 


_(в—аж— я-а В —=0 
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ПЛИ 


жал уу ее — ах я) —-Ке-у,) и? =0, 
ИЛИ 


(1 —аха-а,) Наву) = Ну! -—я2. 


Отеюда зидимь, что полярныя плоскости всякой точки относительно 
связки сФеръ сосгавляють связку плоекостей. При этомъ легко видЪть 
также, что полярныя плоскости всякой точки, лежащей на радикаль- 
ной оси, перее$ каютея между собою на этой оси, и что для веякой 
точки предёльнаго круга полярныя плоскости проходятъ черезъ одну 
и ту же прямую, пересБкающую этотъ кругь и параллельную ради- 
кальной оси. | 

556. Положимъ теперь, что даны четыре ехеры, ве принадлежа- 
пря одной связкЪ, и пусть уравневя ихъ будутъ р 


РО, бе —=0, 8—0, 64=—=0. 


Въ такомъ случа5 уравнения радикальныхъ плоскостей этихъ схеръ 
будутъ | 


51—52, 61=08, ©1=4, 
о а, ен: :. @Б 


Такъ какъ координаты, удовлетворяюция тремъ первымъ изъ этихъ 
уравнен!й, удовлетворяютъ и остальнымъ, то заключаемъ, что ради- 
кальныя плоскости каждыхъ двухъ данныхъ схеръ, а слфдовательно и 
радикальныя оси каждыхъ трехъ изъ нихъ, проходятъ черезъ одну 
точку. | 

Эта точка называется радикальнямь цчентромь данныхъ четырехъ 
соферъ. . | 

557. Легко убЪдитея, что уравнене 


51 — 6—1 — тоа=0, офф оф ва о Ф ( | 2) 
т суть неопред$ленныя поестоянныя, выражаетъ систему 
схеръ, иивющихъ обпий радикальный центръ. 


Въ самъ ДЬлЛЬ, радикальная плоскость двухъ какихъ - нибудь 
‚еферъ этой системы будетъь выражаться уравнешемъ 


81—15: —178—ип'5, _ 91—15, —И5— тб 


И Е РИ а: во 9) 


которое, по уничтожени знаменателей, принимает» видъ 


(91 — 6 —#”)-- (8, 58—17) (81 — Зи’ т”) 
(5 — 88—17) — Вт" —т)--(83— бт” —тТ)=0, 
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_а это есть уравневе плоскости, проходящей черезъ точку перееЪчен1я 
плоскостей (11). 

Такъ какъ каждая схера системы (12) опредЪляетея значемями 
трехъ параметровъ (, [, т, то это ееть система трехъ измфренй. 

Изъ того, что уравнен1е (18) удовлетворяетея координатами ради- 
кальнаго центра при веякихъ значенияхъ постоянныхъ й, Г, жи”, 
Г’, т’, заключаемъ, что касательныя изъ радикальнаго центра ко везиъ 
сферамъ системы (12) равны между собою. Точки прикозновея этихъ 
касательныхъ находятея, елфдовательно, на сФерф, имъющей центръ 
въ радикальномъ центрЪ сиетемы и пересекающей ве5 ехеры системы 
прямоугольно. 

558. Положимъ, что уравнене 


(2— а)" (4—6) (@а— в) —я= 


выражаеть схеру, принадлежащую систем (12) и вуть х., у,, 2, бу- 
дутъ координаты радикальнаго центра, & п длина касательной изъ не- 
ГО къ ехераяъ системы. Въ такомъ случаЪ должна быть 


(и — а -Н (ив - (а —6—т=......... (14) 


Это есть соотношен1е между координатами центра и вадусомъ для 
Бе. 
каждой сферы, принадлежащей системЪ. Изъ него видимз, что еели 
а, 6, с удовлетворяютъ уравненю 


(— о) (у— У) (#—^)—т=0, ....... (15) 


выражающему еФхеру, на которой лежатф, точки прикоеновен!я каса- 
тельныхъ изъ радикальнаго центра, то ’==0. Сл5довательно, вс точки 
этой схеры могутъ быть разсматриваемы, какъ безконечно малыя сзе- 
ры, принадлежания сиетем%. 

Изъ соотношен1я (15) видно, что величина и, &  довательно и 
ехера (14), можетъ быть дВйствительною только тогда, когда, радикаль- 
ный пентръ находится вн везхъ схеръ системы. Если п==0, то ве% 
сферы системы имзютъ общую точку, которая и ееть ихъ радикаль- 
ный центръ. 


8 3. Центры подобя сферъ. 


559. Извзетно изъ геометри на плоекоети (ем. стр. 172), что на 
прямой лини, соединяющей центры двухъ круговъ, существуютъ дв» 
. опредфленныя точки, называемыя центрами подоб1я, которыя дзлятъ 
разетояв1е между центрами круговъ въ отношени, равномъ отношеню 
ихЪ радусовъ, и суть не что иное, какъ точки пересьченйя общихъ къ 
_ НИМЪ каеательныхъ. 
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Нели двЪ камя-нибудь оФхеры перес5чемъ плоекоетью, проходящею 
черезъ дентры обфихъ, то центры подоб1я большихъ круговъ, получа- 
емыхъ въ сзченш, будуть имфть опредЪленное положен1е, не завися- 
щее отъ направлен1я сзкущей плоскости, такъ что, при вращени е%- 
кущей плоскости около лиши центровъ схеръ, эти центры подобя не 
будутъ измфнятьея и будуть, очевидно, вершинами двухъ конуеовъ, 
описанныхъ одновременно около обзихъ данныхъ еферъ. Ихъ назы- 
ваютъ центюами подобая сфетъ. 

Очевидно, что центры подобля двухъ данныхъ ехеръ вполн%№ опре- 
дъляютея, какъ точки, лежапия на лиюши ихъ центровъ и дВляпия 
разетояюме между поелЪдними въ отношении, равномъ отношевю ра- 
пусовъ. Поэтому, полагая, что сферы даны уравнев1ями 


(2—а)-- (у (е—е)— 1 =0 


И 


(1— аз)? -- (у— 62)? —- (2 ри 62) — "22 — 
будемъ имЪть, что координаты внЪшняго центра подоб1я суть 


То(1 7195 Гай: —71бо 7201 — 7162 
= —_—_—_—_——= 


ия ды 


3 7 
72—71 72 —7! То —11 











а& внутренняго 


72@1 —- 7142 - 7261 —- 71б> _  таел Е 7162 
= = ‚ #= 
тот! Го —- 71 го 














Нели схеры еоприкаеаютея, то одинъ изъ центровъ подоб1ля ееть 
ихъ точка прикоеновенля, а соотв$тетвуюций ему описанный конуеъ 
обращается въ общую касательную плоскость. | и 

Нели сферы пересекаются, то один® изъ центровъ подобя нахо- 
дитея внутри обЪихь схеръ и, слЪдовательно, соотв тетвуюций ему 
описанный конусъ есть мнимый. 

Еели одна изъ ехеръ помфщаетея внутри другой, то оба опиеан- 
вые конуса мнимые. 

560. Когда даны три схеры, то существуеть шесть центровъ по- 
добля. Это суть, очевидно, центры подобя трехъ большихъ круговъ, по 
которымъ данныя ехеры пересвкаются плоскостью, проходящею черезъ_ 
ихъ центры. Извзетно, что они расположены на четырехъ прямыхъ 
лин!яхъ, во три на каждой (ем. стр. 115). Эти прямыя называютея 
осями подобя трехъ данныхъ сферъ. 

Когда даны четыре ехеры, то сущеетвуетъь двёднацать центровъ 
подоб1я: шееть внъшнихъ и шееть внутреннихъ. Они расположены по два 
на каждомъ изъ шести ‘реберъ тетраэдра, иизющаго вершинами центры 
ефхеръ, и по`шеети на каждой его грани. 
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ВромЪ того эти центры. будуть лежать по три на шестнадцати 


осяхъ похоб1я, которыя сами расположены по четыре на каждой грани 
названнаго тетраэдра. 

Если возьмемъ три центра подоб1я, вз лежаше ва одной прямой 
и не находяшеся на одной плоскости съ центрами еферы, то каждая изъ 
прямыхъ, соединяющихъ эти центры подоб:я. будучи осью подобя, 
должна имЪть на вебЪ еще одинъ центръ подоб1я. Отеюза видно, что 
кромз плоскостей, составляющихъ грани названваго тетраэдра, суще- 
ствуютъ еще плоскости, на которыхъ центры подобя четырехъ схеръ 
расположены по шести и оси подоб1я по четыре. 

Эти плоскости называютея илоскостями подобя. Ихъ восемь, и 
он различаются между собою елвдующимъ образомъ. 

Одна проходить черезъ шесть внёшнихъ пентровъ подобя и по- 
тому называется внфшнею плоскостью подобя. Относительно нея центры 
везхъ четырехъ сферъ лежатъ по одну и ту же сторону. 

Четыре плоскости подобля расположены такъ, что каждая отдёля- 
етъ одинъ изъ центровъ ехеръ отъ трехъ оетальныхъ и, слЪдовательно, 
проходитъ черезъ три внутренне центра подоб1я и три внёшее. 

Три поел$дн!я плоекости расположены такъ, что отдфляютъь два 
изъ центровъ схеръ отъ двухъ другихъ и, слфдовательно, проходятъ 
черезъ четыре внутренне и два внЪшее центра похобля. 

Нели одна изъ четырехъ схеръ соприкасается съ тремя осталь- 
ными, то плоскость, проходящая черезъ три точки прикоеновенля, будетъ 
плоскость подоб1я и потому должна проходить черезъ одну изъ осей 
подоб1я этихъ трехъ схеръ. 

561. Положимъ, что требуется найти ехеру, соприкасающуюся 
съ четырьмя данными схерами. | 

Соприкосновене еферъ, такъ же какъь и круговъ, можетъ быть 
двоякаго рода: вншнее, когда разетояне между центрами схеръ рав- 
няетея суммз ихъ радусовъ и внутреннее, когда это разетояве разв- 
няетея разности радлуесовъ. 

Пуеть уравнен!я данныхъ схеръ будуть 


(х—@1)*--(у— в)? - (2—1) —и12==0, | 
(х— а) + (у— В -(#— с) — 2—0, | 
(2— аз)? Е (у— 63) (#— св) —з2—0, | 
(2—8 (У— м (2—4 м0. ) 


Еели обозначимъ черезъ х радлуеъ искомой схеры, черезъ а, 6, с 
координаты ея центра и черезъ 41, 4, 43, 4а разетоянйя этого центра отъ 
 центровъ данныхъ р, то ре: и ви слъдующимь 
образомъ: 


= 


фо ("Е „у, 45? — {© Е 32==(7 а 44—=(9 н 
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ад®еь могутъ быть допущены всЪ возможныя сочетая знаковъ -- 
и— во вторыхъ частяхъ. Гакъ какъ этихъ сочетанй шестнадцать, то 
вопросу, вообще говоря, удовлетворяютъ шестнадцать различныхъ схеръ. 
Одна изъ нихъ имЪетъ со везми данными схерами внЪшнее сопри- 
косновев1е и одна внутреннее. Восемь изъ искомыхъ схеръ таковы, что 
съ одною данною сФерою имзютъ внутреннее соприкосновен1е, а съ 
остальными внъфшнее, или обратно. Наконецъ шесть изъ искомыхъ 
сферъ имБютъ внутреннее соприкосновене съ двумя изъ данныхъ и 
внёшнее съ двумя другими. | 
562. Еели обозначимъ первыя части уравневй (1) черезъ 61, 62, 
бз, ю4, ТО будемъ имЪфть 


Ч*—(а—@в}-$—в- (с—с1)*= (В 1>, 


гдв (01) ееть результатъ подетановки въ выражене 51 на м%ето 2, 9, 2 
координатъ центра искомой сферы. Отеюда заключаемъ, что четыре 
искомыя величины 4, 6, с, х удовлетворяютъ слфдующимъ четыремъ 
уравненямъ: 


Ю1==(и Е 29 1) | 

Бе==(г -Е 372) А о ы а ‚ (2) 
| Бз==7(и Е 273) | 

С’а=и(и 2 274) 


которыми эти величины и опред5ляются вполнЪъ, 

Каждое изъ этихъ посл$днихъ уравненй есть второй степени, но 
три изъ нихъ могутъ быть замфнены тремя уравненями первой сте- 
пени, которыя мы изъ нихъ по вычитани. Таковы три урав- 
ненля: : 

91 — 52 =2 (#1 Е 7) | 
бт — ба==9и (и Ея) р еее + (3) 
91—64 ==2я (1 Е ха) ) 


Проетъйшее аналитическое рфшен1е задачи будетъ состоять, ел%- 
довательно, въ совмфетномъ рЪшеви системы трехъ уравневй (3) съ 
однимъ изъ уравневй (2). При этомъ для каждаго изъ сочетанЙ зна- 
ковъ во вторыхъ частяхъ получаютея заразъ дв схеры, которыя мо- 
гутъ быть или дЪйетвительныя или мнимыя. | 

Ръшене задачи поетроетемъ можетъ быть также выведено’ аналити- 
чески подобно тому, какъ это едЪлано въ геометрам на плоскости для 
построен1я круга, касающагося трехъ данныхъ круговъ (ем. стр. 177). 
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Прим5ры и задачи. 


1. Найти сферу, касающуюся плоскости ХОУ вь нфкоторой точк% прамой 
у=2х--7 и плоскости УОЙ въ нфкоторой точ прямой 2=2у— 5. 
Отв. 224+ + 22+ 6б1—3у- 62+ 10=0. 
2. Найти сферу, касающуюся двухъ прямыхъ 
х—1 9+3 2+7 не +6 9-6. 2—1 


—ы—=—=—=—=ы== — —ыы==ы—ы=—еЛ. 
ры 








4 2 —3 —3 4 
въ данныхь на нихь точкахь (1,—3,— 7) и (—6,—6, №). 
Отв. (#— 10)? + (у—9)2 + (&—18)2==253. 


3. Дана, и уравнешемъ 
(х— а) + (и— 6)? + (2—6) — 72 =0. 
"Найти объемъ тетраэдра, одна изь вершинъ котораго находится въ центр этой 
сферы, а три остальныя суть полюсы плоскостей координатъ. 
7-6 
Отв. Е 
4. Найти отношенме объема сферы, выражаемой уравнешемъ 
22 - у? + 22—40 + 4у—92+8=0, 
къ объему описаннаго около этой сферы конуса, имфющаго вершивою начало 
координать, а основатемъ кругъ соприкосновевая. 
Отв. | У: У’== 1,6875. 
5. Дана сфера уравнешемъ 
(х— а)? + (у— 6)? - (2—св)— 77? =0. 
Найти геометрическое м$сто вершины прямого триграннаго угла, ребра, котораго 
касаются этой сферы. 
Отв. 2[(2— а)? + (иу— 65)? + (#—с)?|— 372 ==0. 
° 6. Радикальная ось трехъ сферъ, ии$ющихь центры въ тОчкаХЬ (2,0, 0), 
(0, 3, 0) (0, 0, 4), проходить черезъ точку (1, 1, 1). Найти ращусы этихъ сферъ, 
зная, что сумма ихъ квадратовъ равняется 14. 


Отв. 71 =1, о=2, 7—8. 
4. Прямая данная уравненями. 
22 = 9, ге], 


есть радикальная ось системы сферъ, для которой начало координатъ есть одна 
изъ точекъ пред$льнаго. круга. Найти сферу, принадлежащую этой систем и 
проходящую черезь дв точки (1, 1, 1) и (2, 1, 0). 
Отв: 2(22 - 9? + 22) + 3% —9у + 12—71 ==0. 
8. Сфера, выражаемая уравнемемъ 
22 -- у? +2? + 4х —8у + 22+ 9=0, 
принадлежить къ систем® сферъ, ииЗющихъ радикальный центръ въ начал 
‚ координаль. Найти другую еферу, принадлежащую КЪ той же нЕт И ИМЗЮ- 
р акр въ точкф (5, Т, 4). 
Отв. нии щув + 9=0. 
.Э. Дана, сфера уравнешемъ 
и ие ен ее —0. 
Найти: уравневе другой сферы вдвое большаго рад1уса при условш, чтобы одинъ 
вр центровъ подоб1я обфихъ сферъ находилея въ начал координатъ. 
| 7; Отв. 22 + у? 2-Е 2тж Е 2ту Е ра +44 = —=0. 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 
Центральныя поверхности. 


$ 1. Эллипсоидъ. 


563. Займемея теперь боле подробнымъ изелЪдовашемъ цент- 
ральныхъ поверхностей, исходя изъ ихъ проетфйшаго уравнен1я 


А? Вуз-- Ой К=0......... (1) 


Ёъ такому виду приводитея, какъ извЪетно (ем. етр. 428), уравне- 
не веякой центральной поверхности, когда за плоекости кординать 
принимаются три вопряженныя 2 альныя плоскости. При этомъ 
въ немъ ни одинъ изъ коэфФфицентон РА, В, С, не долженъ равнять- 
ся нулю. | г 

Будемъ предполагать, что виетема координатъ прямоугольная, т. е. 
что плоскости координатъ суть главныя дмаметральныя плхоекоети, и 
ограничимся сперва случаемъ, когда въ уравнеи (1) коэфищенты 
А, В, С, имвють одинаковые знаки. `` 

Если положимъ, что коэфоищенть К имЪ®гъ тотъ же знакъ, какъ 
и коэфФищенты 4, В, С, то уравнене (1) вовсе не будетъ удовлетво- 
рятьея дфйствительными звачешями перемВнныхъ %, 4, 2. 

Если К==0, то уравнен!е (1) будетъ удовлетворятьея только при 
д==0, у==0, #==0. с 

Слёдовательно, дъйетвительная поверхность выражаетея этимъ 
уравнетемъ только. тогда, когда К имЪеть знакъ, обратный знаку 
коэФФищентовъ 4, В, С, т. е. когда отношен!я 

А Б С 


—>) 


Кем а А: 








г 


имвютъ значеня отрицательныя.. 
Такъ какъ въ такомъ случа мы можемъ положить 


И. И Е 
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гдЪ а, 6, с еуть н%которыя дфйествительныя конечныя величины, то 


Урэвненю (1), по раздёлени объихъ его чаетей на К, можно дать 
ВИДЪ 


——=—] о ® ® ® ® ® ® ® ® 2 
Изъ этого уравненя имфемъ 
Е ет р? а а? С? 





откуда видно, что координаты х, 9, 2 точекъ, принадлежащихъ поверх- 
ноети, не могутъ быть болзе, по абеолютнымъ значенямъ, соотвЪт- 
ственныхъ величинъ 4, 6, с. СлЪдовательно, поверхность, выражае- 
мая уравнешемъ (2), не иметь безконечно удаленныхьъ точекъ или, 
какъ говоряТъ, не проетирается въ безконечноеть. Такая поверхноеть 
- называетея: эллипеоидомъ (ем. стр. 416). 

564. Еели положимъ въ уравнент (2) у=0, 2==0, то будемъ 
имфть 7==а. Это показываеть, что а есть разетоянше отъ начала, 
координатъ точекъ Аи 4” (гиг. 110), 
въ которыхъ эллипеоидъ переез- 
кается главнымъ рдмаметромъ или 
осью его, принятою за ось ОХ. 
Эти точки называются вершинами 
эллипеоида, & разстояе 4.4”, рав- 
ное 24, ееть длина его оси. 

Подобнымтъ же образомъ ‘легко ви- 

дъть, что разетоямя ВББи СС’ 

. между точками, въ которыхъ эллип- 

соидъ пересекается съ осями ОУ и 07, равняютея поел довательно 

26 и 2с. Эти разетоявя ‘суть также оси эллипеоида и точки В, ВБ’, 
_`С„ С’ его вершины. 

Такъ какъ каждая изъ осей эллипеоида, можетъ брать принята за 
какую ‘угодно изъ осей координатъ, то обыкновенно принимаютъ, что 
ось АА” есть наибольшая, & ось СС’ наименьшая, т. е. что 





Фиг. 110. бе 


а>ь > 


ити, но которымъ поверхность второго. порядка пересвкается ея 
главными плоскостями, называются лавными `съчетями поверхности. 
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Полагая въ уравневни (2) поелфдовательно 1—0, у=—=0, 2==0, по- 
лучимъ, что три главныя езчен1я выражаемаго имъ эллипеойда  прек- 
сетавляютея на, илоекостяхъ координать уравнешями 


9 2 2 2 2 2 | 
22 у 2 2 у @ 
а? | ‚ ’  @? | о? 62 | 62 ? 


Это суть эллилеы, вершины которыхъ еуть вершины еамого эл- 
липсоида. | 
565. Форма эллипеоида обнаруживаетея лучше всего изъ раземо- 
тр$н1я ли перее$чен1я его различными плоскостями. Положимъ сперва, 
что сЪкущая плоекость параллельна плоскости ХОХ и выражаетея 
уравненемъ . | 
#2==й. 


Лин!я перее5ченя будетъь выражаться совокупностью этого уравне- 
ня еъ уравнещемъ эллипеоида (2). Исключая же г изъ обоихь уравне- 
н\И, получимъ уравневе проекции этой лини на плоскость ХОУ, про- 
екц1и, очевидно, тождественной еъ самою лишею пересвченя. 

Это уравнеше будетъ 


2 4 2—1? 
а? ра "= 2 


_’Номноживъ об части на. 


— 12 
и похагая для краткости. | 


2—2, › М _ 


и... . (3) 


С | | | 


дадимъ ему видъ 





2 49 
ая Г 


Это ееть уравнене эллипеа. 
`Изъ равенетвъ (3) видимъ, что 
а; р’ 
——=т.— 
а’ 6 
и притомъ а’ и. будуть имфть двйетвительныя значен!я только тогда, 
когда по абсолютной. величин». й<с. —` 


Слвдовательно, плоскости, параллельныя главной плоскости ХОУ, 
пересвкаютъ эллипеоиль по подобнымъ эллипеамъ, и притомъ дЪйетви- 
30* 
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тельное перееъчене. будетъ проиеходитъ только тогда, когда сЪкущая. 
плоекость ветр8чаеть ось 0 между вершинами Си С’; | 

То же самое имзетъ м$фето и для плоекоетей, параллельных дру- 
гимъ главнымъ плоскостямъ. Понятно, что т изъ нихъ, которыя про- 
ходятъ черезъ вершины, суть касательныя къ эллипеоиду въ этихьъ- 
точкахъ. 

Изъ сказаннаго видно, что эллипеоидъь веЪми евоими точками пом$-. 
ихаетея внутри параллелепипеда, образуемаго плоскостями, касающимися: 
въ его воршинахъ, и что эту поверхность можно разематривать, какъ. 
описываемую измфняющимея эллипеомъ. [МГ (гиг. 110), плоекость ко- 
тораго остаетея параллельною одной изъ главныхъ плоскоетей, а вер- 
шины перемвщаютея по эллипеамъ АСА’ и ВОВ’, по которымъ по- 
верхность пересВкается двумя другими главными плоскоетями. 

566. Еели въ уравненш (2) эллипеоида двЪз постоянныя @. и 6 равны 
между собою, то веЪ сЪчен1я этой поверхноети плоскостями, параллель- 
ными плоскостами ЛОУ, будутъ круги. Въ этомъ елучаз поверхноеть 
называется эллиисоидомь вращетя, ибо она можетъ быть разематриваема,, 
какъ описываемая постояннымъ эллипеомъ, вращающимея около’ одной. 
.‚ изъ его осей. Можно различать два рода эллипеоидовъ вращения: эллип- 
воиды, для которыхъ оеь вращеня ееть наименьший изъ даметровъ, и 
таке, для которыхъ эта ось ееть наибольний дщаметръ. 

Понятно, что сера или шаръ есть такой эллипеоидъ, всЪ три. 
оси котораго равны между собою. ау ыы о 

567. Поемотримъ теперь, по какой лини эллипеоидъ можетъ пе- 
ресеБкатьея произвольно взятою плоскостью. 

Пуеть уравнен1е плоскости будеть 


Ах-- Бу-- Се О=о. ....... (4) 
Линя пересВченя выражается совокупностью этого уравнен1я съ 


уравненемъ (2). Исключивъ изъ нихъ 2, получимъ уравнене проекци: 
этой лини на плоскоеть ХОУ. Это уравнение ноя 








(Аз-- Бур 
я а р ОСИ т 
или 
ВУЗ ЕЕ 20). — @—0 
рт 8 


РаекрывЪ. екобки. и соединивь подобные, члены, дадимъ ему. видъ- 


Я и: Ро, еее в (5) 


ТАБ. ножюжено.. 
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И м `АВ (2 ве 
& ——— —, '—9 , "——_ о 
2 (ю,„2 
розАР, ЗВ, „ео 
и с С 


# 


Отеюда находимъ 


С С? 
В —4А0=—4- 3 -(А?а?- В 0 


Такъ какъ вторая часть этого равенства есть величина веегда 
отрицательная, то заключаемъ, что лишя, выражаемая уравненлемъ (5) 
можеть быть только эллипеъ. Таковою же должна быть и искомая лия 
пересзченя (ем. стр. 321), которую можно разематривать; какъ опре- 
двляемую аналитичееки совокупностью уравненй (4) и (5). 

Итакъ, м: эллипеоида везми возможными плоскостями суть 
эзлипеы. | 

568. Если плоскость (4) касаетея эллипеоида, то уравнеше (5) 
должно удовлетворяться координатами только одной точки, а это, какъ 
извзетно (см. стр. 137), возможно только при уеловш 


2, В, р 
| В 20. Е = 
Г’, Е, ЗРК 
ИЛИ 
(ВРЕ— АЕ? — С’”)—(В— 4А’0’)Е’=0. 
Подетавляя сюда ъпредыдупия выражен1я для А’,Б’,. . .Р, по- 
лучимъ 


Аза? В? -|- 8? — 1—0. 


При этомъ уеломи уравнешямъ какъ эллипеоида (2), такъ и 
плоскоети (4), будуть удовлетворять величины 


о ыы 
И В 


Это суть, а: координаты точки прикосновения, Обозна- 
чая ‘Ихъ чо 21, Ут, 21, будем имЪть 
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велвдетве чего уравнене касательной плоскости къ эллипеоилу (2) по- 
хучитъ видъ 


ал | Чу ‚ 22 < 
ааа ==1 . " . - . > ® ® (6) 


_ Это уравнеше можно было бы получить изъ общаго уравнен!я ка- 
сательной плоскости, выведеннаго выше для поверхностн, выражаемой 
общимъ уравненемъ второй етепени (ем. етр. 442). 

Уравнешя нормали къ эллипеойду (2) въ точкЪ 41, 91, 21, какъ 
прямой, проходящей черезъ эту точку и перпенхикухарной к къ плоскос- 
ти (6), очевидно, будутъ 


а 1—1) _ 6 У— 1) __6(е— г) (1) 
ь ь м ЖЖдиА 


Еели въ уравнении (6) 21, у1, 21 означаютъ координаты какой- 
нибудь точки въ проетранетв%, то выражаемая имъ плоскость есть по- 
лярная плоекоеть этой точки, 

569. Обозначимъ чрезъ х, В, ^) углы нормали (7) къ эллипеоиду 
и чрезъ р длину перпендикуляра изъ начала, координатъ на касатель- 


ную плоекоеть (6). Въ такомъ случа уравненю этой плоскости можно 
дать видъ 


1е08%-- усозВ -|- 2е08/ =, 
причемъ будемъ имЪть. 


426080 $2058 __ 205) _ 


21 1 ось” 
откуда 


р __ Юл ре 
_ а 596084, -р ==еозВ, с =660#. 


Возвыеивъ эти равенства въ квадратъ и сложивши, получимъ 
:-`р2==а082%-|- 30828 -|- с3е08?у, 


- ‚ выраженте, опредвляющее разетояюме касательной плоскости къ эллий- 
еоиду отъ его центра чирезъ углы, соетавляемые ею еъ его главиыми 
плоскоетями. 


_ Шели возьмем три. наи- нибудь касательныя плоекости, уравне- 
я. г воторыхъ. суть. 


Ты 


жеовол -- усозВ1 -- 2608/11 
деоваз - увозВа -- 2608 == 10 она) 


жеовбз -- усозВз -{- 2605/3703 


` 


то пля каждой изъ нихъ будемъ имЪть 


риайвозва 6205? В: -- 26081, 
22—05? -|- 6205? В» -|- с2е082-уо, 
1032—2605 93 * 62052 Вз -- 632052, 


> 


и если каждыя дв изъ разематриваемыхь плоскостей перпендикулярны 
между собою, то должно быть 


605201 —- 605290 -- е0$293=1, 
0328: | е052 В» -- со Вз— 1,1 
032; - е052-/ о -- е052/3=1, 


елЪдовательно, 


б-р? - 3—0... ..... (9) 


Итакъ, сумма хвадратовь перпендикуляровз, оиущенныхь — изв 


центра эллипсоида на три’ какчя-нибуфь перпендикуляюныя между собою 
касательныя плоскости, есть величина постоянная. 


Въ елучав перпендикулярноети каждыхъ ХВ изъ плоскостей (8) 
должны еще имЪть мзето соотношевня 


©0$51 6051 —- 60$ 05 Вэ — ©0$03 е05Вз= 0, 
60501 605] 1 -- 60592 ©03^/з -- е03з ©05"/3==0, 


созВ1 05-1 -- с05Взс05*/о -| 03 Вз 05" =0, 


Велвдетв!е этого, возвысивъ уравневя (8) въ квадрать и ело- 
живши, получимъ, въ виду равенства (9), 


РУ 22—а?--- 92-62. 


Этому уравнен1ю должны, очевидно, уховлетворать координаты 
„точки, принадлежащей вовыъ тремъ разематриваемымъ плоскостямъ (8). 


Оно выражаеть серу, которой центръ находится въ начал координат, 
® ‚ рамуеъ равняется 


> 


чаи: 
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Такимъ образомъ видимъ, что вометрическое мъсто вершины пря- 
мою трипранийо ума, стороны -которало касолотся эллитсоида, есть #96 
ра онцениимеская 65 элатсоидомь, 

570. Уравнеюе эллипеоида (2) можно предетавить въ вид 


ч, ых. Еа 
>. 


22 ь ° 
== 4) —/ 


или, отнимая отъ объихъ чаетей выражене (3-2?) и изыЪняя знаки 
веБхъ членовъ, 


(1—2) ие (1-2) 2—2 уз 22 —? 
а? / 6 


или, наконецъ, 





2—2 
а? ету — 


ЭдВеь первая часть есть произведен!е двухъ множителей первой 
степени съ дЪйествительными коэффишентами - 


ры я—й— ут—@ и = уая— 9+ РУ— 


"Поэтому заключаемъ, что уравненю эллипеойда должны удовлетво- 
рять тажя значеня 5, 9, 2, которыя удовлетворяютъ одновременно 
уравненю ехеры | 


д --у--—62=0......... . (10) 


и уравнению какой-либо изъ плоевоетей 
я -$2— ре 5—0 ` 


Зуя 25 ув 2—0. 


НН 


Это показываетьъ, что эллипсоидъ пересфкаетея каждою изъ по- 
елЪднихь плоскостей по той же лини, какъ и сфера (10), т. е. по 
кругу. Тая плоскости называютея плоскостями круювыхь. соченй, 

Очевидно, что плоекоети (1 1) суть маметральныя и, притомъ, 
_ проходятъ чрезъ оеь ОУ, т. е. среднюю по величин оеь эллипеоида. 
`Такъ Бакъ велкая поверхность второго порядка пересвкается параллель- 
ными плоокоетями по подобнымъ кривымъ, то веф плоскости, .парал- 
 лельныя плоекостямъ (11), суть также плоскоёти круговыхь сченйй. 

571. Чтобы ‘убъдиться, не существуютъ ли еще другия плоекоети, 
пересвкаюнця эллипеоидъ по кругу, ‘вообразимъ, что н%Ъкоторая да- 
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метральная плоекоеть, не проходящая черезь ось ОУ, переезкаетея 
съ плоскостями ХОУ и УО7Й по прямымъь ОС и ОН (иг. 111), а 
еъ самимъ эллипеоидомъ по кривой @Н. Центръ эллипеоида будетъ, 
очевидно, центромъ этой кривой, и такъ 
какъ ООН. ибо ОБ есть наименьшй 
полудмаметръ для эллицеа АСВ и наиболь- 
пий для эллипса ВБНС, то заключаемъ, что 
эта кривая не можетъ быть кругомъ. 

Итакъ, паметральная плоскость, пере- 
е5кающая эллипеоидъ по кругу, должна не- 
прем$нно проходить чрезъ ось ОУ. 

Если положимъ, что К ееть точка пе- Фиг. 111. 
рее чен1я такой плоскости съ эллипеомъ АМС, по которому эллипеоидъь 
пересекается главною плоскостью ХОЙ, то должно быть 





ОК—=ОВ—=6. 


СлЪдовательно, даметральныя плоскоети круговыхъ сзченй про- 
ходятъ чрезъ точки К и Г, въ которыхъ эллинеь АМС перееЪкаетея 
съ кругомъ, опивсаннымъ изъ его центра рамусомъ 6. | 

Если обозначимъ черезъ ф уголъ наклонен1я плоскости ВОК къ 
плоскости ХОУ или, что все то же, уголъ между прямыми ОК и ОХ, 
то координаты точекъ К и Г, будуть 


— == 6е089, у=0, 2—1. ...... (12). 


Подетавивъ ихъ въ уравнене (2) эллипеойда, получимъ 


62со5?ф , 621? 








мы — 1 
а? Ч ты 
откуда находимъ 
а ЗИ 
су — 5? ау 6?— с? 
ИЕ иная вора 2. зд. 4 м» (9) 
Ма? — с? У а?— с? 
и елЪховательно 
= 6 — 
ау? — с* 


Эти выраженя получаются ‘и изъ уравневй (11). Слздовательно, 
_ плоекоети, выражаемыя этими уравнен!ями, суть единственныя д1аме- 
тральныя плоскости круговыхъ еЪченй. 

Юели положимъ @==6, то будемъ имФть я19—0 и. вовф == 1. 
Если же 0—6, то вшф=-Е1 и с08ф==0. Это показываеть, что для 
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эллипеоида вращен1я не существуетъ другихъ плоскостей круговыхъ 
св чей, кромз плоскостей, перпендикулярныхъ къ его оей вращевйя. 
512. Между плоскостями, параллельными плоскостямъ (11), суще- 
ствуютъ касательныя къ эллипеоиду. Точки прикосновен\я такихъ плос- 
костей называются тючками окруленя или точками сферической кри- 
_визны. Очевидно, что`такихъ точекъ на эллипеоидъ четыре; онЪ ‘нахо- 
дятея на плоскоестё ХОЙ и касательныя въ нихъ къ эллипеу АМС 
(Фиг. 111) параллельны прямымъ ОК и ОГ. 
_^ ели положимъ, что М есть точка округлен!я, такъ что касатель- 
ная 2(М№ параллельна ОЁ, то прямыя ОМ и ОГ еуть еопряженные д1а- 
метры. Поэтому, обозначая координаты точки Г чрезъ 21, 1, 21, а ко- 


ординаты точки М чрезъ 4, 4, 2о, будемъ, какъ извзетно (ем. стр. 
203), имЪть 


21 22 4.2 21 
— === — И — — =. ` 
а С а 


Но изъ равенетвъ (12) и (13) для координатъ точекъ К и Г, по- 
лучаемъ выражен я. 





2 (2 2_ [2 
Брь ВИ -е И „— В 
Уа?— с? Уа?— с? 


Слфдовательно, координаты точекъ округлешя будутъ 





573. Возьмемъ на эллипеоилЪ три какя-нибудь точки М1, 0, Л, 
и пуеть координаты ихъ будутъ послёдовательно (21, Ул, 21), (22, Чо, га), 
(тз, Уз, 23). Въ такомъ елучаВ должно быть 


о Ч о 2 д 
У ое Ч | 
С : а? с2 > с2 : (14) 
‘с 


и паметры, проходяние черезь эти три точки, будутъ выражаться 
| тревленнми 


не ) Сетка тек 9 | — — 
Я У 21 942.12 22 3 933 #23 


Если эти маметры ебпряженные, то каждые два изъ нихъ должны 
быть параллельны касательной плоскоети въ конц третьяго (ем. стр. 443). 
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Выражая касательныя плоскости въ точкахъ 1:1, №2, Мз уравненями 


вида (6), будемъ имть, что это геометрическое соотношеще выразитея 
елЪдкующими равенствами: 








271272 т ‚ 2122 27113 и. #123 
9 оС — 0, о. рт с —0, 
(15) 
7273 | т ее 
и? * 
или 
{ 
605416082 Е сорте | _ 608116082 
а? 62 с? 
‚ еозалеозаз`, в08В1еозВз ОТ 
ты я. рх. 


608260893 ‚ 60882603 Вз оао а о 
—— В м а 


— В риоя аииеь яньнав 


а? 02. ей 
гдв о, Вл, “1, ба, Вз, \, @з, Вз, з, суть углы, еоетавляемые тремя со- 
пряженными даметрами съ осями эллипеоида.. 

574. Изъ двухъ первыхъ соотношенай (15) находимъ 


и у п 
ай — : фа 5 
[9223 25 Уз оз [2228 __ #2 23\? — 223 __ Уаз \" 
, \6 с 6сб/ \са ас \ ав Ба/ 


4 


Какъ видно изъ равенствъ (14), сумма предыдущихъ членовъ этихъ 
трехъ отношен!й равняетея единиц. Что. же касается суммы послЪду- 
ющихъ, ло она приводитея къ виду 

Серии) _ (ев ин, вы) 
о латытяЛ а <) \ а? 


и, въ силу соотношешя (14) и (15), также должна равняться единиц». 
Поэтому заключаемъ, что 


21. _ 223 425993 У\1___22453 2223. \ 


МТ аининынь боаиииний ФИБИЕЕЕЩЕОЩА чиниенииь  слииничиа " п новин зари иинеиь = г 


ь паи ЗААУНЫЮ ные ные ЧАНШНЫНЫИЙ сншьнночииньнь ® 


Это суть равенства, опредвляюця координаты ‘одной `изъ ‘точекъ 
М:, Мо, Мз чрезъ координаты двухъ другихъ. 
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Еели помножимъ равенства (16) поеслЪдовательно на а 91, - 
| а 6 


и результаты еложимъ, то получимъ 


ау — 23Уз) - У: (ваз — аз) | (зу — Уз) | 
абс 2 
ИЛИ 
271, У1, 21 
%2, Уз, 22 | ==а6с. 
Аз, Уз, 83 


Нервая часть этого послвдняго разенетва предетавляетъ, какъ из- 
вБетно (ем. стр. 361), ушеетеренный объемъ тетраэдра, вершины кото- 
раго суть точки М:, 42, Мз и начало координатъ, или, что все то 
же, объемъ параллелепипеда, ребра котораго суть ОМ, ОМо, ОМ.. 
Что же касается второй части, то она, очевидно, равняется объему 
прямого параллелепипеда, ребрами котораго служатъ полуоси эллипео- 
ида. Такимъ образомъ получаемъ елфдующее предложение, представляю- 
щее эналоглю еъ одной изъ теоремъ Аполлон!я для эллипса. 

Объемь параллелепитеда, построеннаю на трехь сопряженныхь 
Фаметрахь эллитсоида, есть величина постоянная, равная объему парал- 
лелепитеда, построеннаю на ею осях. | 

575. Такимъ же точно образомъ, какъ выведены выраженая (16) 
изъ соотношенй (14) и (15), можно вывести выражетя координатъ ка- 
ждой изъ точекъ № и Мз черезъ координаты двухъ другихъ. Такъ, 
между прочимъ, получимъ 
ое О не ЗА аа 517) 


чение чарыв уущыь — ФЫЗБЫНЬНЫЫХ сирени аннбирнные ' 


а фе РИ а  бс с = 


2 4:3 
Помноживъ эти равенетва поелздовательно на т оз и сложивши 


„“” 
съ первымъ изъ равенетвъ (16), помноженнымъ на —’ получимъ 


жа? 24? _ жи(уоез— 23) 42 (зё1 — 2зу1)-- 2з(уьеа — 2192) 
| 2 =“ абс 


Такъ какъ вторая чаеть, на основаи предыдущаго предложеня 
равняетея единиц, то будемъ имЪть 
| ЕК 
212-+2102-- и32==4^. 
Подобнымъ же образомъ найдемъ 


у -- уз? уз? ==0°, 
аа? 22 - 232=5С°. 
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СлЪдовательно, 


(де -ру а) (а - уз? 229) (23? - уз? - 232) = а? 62 - с? 
или 


аа =, ....... . (18) 


гл а, 6, с означаютъ половины д1аметровъ, проходящихъ черезъ 
ТОЧКИ И\, Ш, Из. 

Итакъ, сумма квадратовь трежь сопряженныхь фаметровь эллит- 
соида есть величина постоянная, равная суммъ квадратовь ею осей. 

576. Помноживъ равенетва (17) поел довалельно нз ау, аз, и ело- 
живши еъ первыми изъ равенетвъ (16), помноженныхъ на @у1, получимъ 


— 


211 -- 422 - 2зуз==0. 


ВедЪдетв1е этого будемъ имЪть 


(ди "5 ау уз" Е уз*) — (дул -- хауз - хзуз)==а70?, 
а это можно предетавить ел5дующимъ образомъ 


(ду — Уз (уз — уаз - (2293 — уаз == а. 


Подобнымъ же образомъ найдемъ 


(де — 2128) (дез — г) - (хоез— газ) = а, 
(Ут22 — 2192) -- (у12з — 2193)? - (узез — вузу = 659. 


Очевидно, что разности 


(212 — 91922), (2122—2122), ^ (уе 212) 


представляютъ двойныя площади проекп1й треугольника ОМ» на 
три плоекоети координатъ. СлЪдовательно, сумма, 


(алуз — Уля) -[ (2123 — га) -- (улез — уз)? 


предетавляетъ учетверенный квадратъ площади этого треугольника (ем. 
стр. 359). _ 

Поэтому, обозначивъ площади треугольниковъ МОМ, Иом: 
МОМ» чрезь (1, 0, 0%, будемъ имЪть, по сложеюйи предыдущихъ 
равенетвъ, 


4( (2 — (о? —- 0 32)— 026? Е ас? —- 622. 


Такимъ образомъ видимъ, что сумма- квадратовь площадей парал- 
лелофраммовь, построенныхь на сопряженныхь фаметрать эалитсоида, 
_ есть величина постоянная, равная суммь ква ии площадей прямо- 

польниковь, построенныхь на ею осях. 
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Поелъдвя предложен1я, предетавляюция свойства сопряженныхъ 
паметровъ эллипеоида, можно было бы вывееги геометрически изъ при- 
мфнешя теоремъ Аполлон!я къ сфчешямъ эллипеоида д1аметральными 
плоекоетями, какъ это будетъ показано для другихъ центральныхъ по- 
верхностей (см. стр. 506 и 507). 

577. Между сопряженными д1аметрами эллипсоида могутъ быть рав- 
ные по величин®. Если положимъ, что таковы вез три сопряженные 
дламетра, проходяние черезъ точки М1, 44, 3, то будемъ имЪть 


ле у ад” уз 22° == 232 Е уз? -[- 23°. 


Эти два равенства вмВет% съ равенствами (14) и (15) представляютъ 
зависимость между координатами концовъ равныхъ сопряженныхъ д1э- 
метровъ. Такъ какъ веЪхъ этихъ равенствъ восемь, & координатъ то- 
чекъ 11, М, Мз девять, то заключаемъ, что должно сущеетвовать 
безчиеленное множество системъ равныхъ еопряженныхъ даметровъ. 
Полагая, что 2а’ ееть величина одного изъ такихъ маметровъ, полу- 
чимъ изъ еоотношен!я (18) р 


в _@® Ее 
о 


Отсюда видимъ, что ве равные сопряженные дламетры_суть обра- 
зуюпия конуса, управляющею котораго служитъ ливня переефченля 
эллипеоида со схерою, выражаемою уравнетемъ 


ЗУ 22) = а? -- 6-е”. 
Лин1я эта, очевидно, веегда дъйствительная. 


ой. 


< 2. Однополый гиперболоидъ. 


578. Мы разематривали въ предыдущемъ только такя центральныя 
поверхноети, которыя выражаютея проетфйшимъ ихъ уравненемъ 


А-- Ву к=о....... .. @ 


ВЪ предположении, что вез три коэфхищента, я В, С имфютъ одина- 
ковые знаки (ем. стр. 465). Перейдемъ теперь къ случаю, когда, два изъ 
этихъ коэеФишентовъ имфютъ знаки противоположные знаку третьяго.. 
Будемъ предполагать, что система ‘координатъ прямоугольная, т.-е. что 


_ за оси координатъ приняты оеи поверхности, Такъ какъ при этомъ лю- 


бая изъ трехъ осей поверхности можеть быть принята за каждую изъ 
осей координатъ, то допуетимъ, что выборъ поехвднихъ едвланъ та- 
кимъ образомъ, чтобы одинаковые знаки принадлежали двумъ первымъ 
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коэФФишентамъ уравневя (1). ИмЪя же въ виду, что знаки возхъ 
коэфФищентовь въ уравнен!я мотуть быть измзнены, будемъ предпо- 
хагать, что А и В суть величины положительныя и, селдовательно, С 
отрицательная. 

Что касаетея поетояннаго чдена К: то онъ можетъ быть какъ поло- 
жительнымъ, такъ и отрицательнымъ, а также можеть равняться нулю. 


Если онъ не равенъ нулю и мы обозначимъ абеолютныя величины 
отношен!й 


К К К 
— —“ — 
А В С 
поелздовательно черезъ а?, 62, 6°, то ‘при положительномъ К уравне- 
н1е (1) приметъ видъ в о 
з 2 а 
и 2 
эти а=ь ® ® ® о г ® ® ® ® . 9 (2) 


при отрицательномъ же К оно будетъ имфть видъ 
Ё—— ^\ 


22 42 2 
ны я——1. 

Поверхноети, выражаемыя какъ т5мъ, такъ и другимъ изъ этихъ 
уравнен1й, проетираютея въ безконечноеть, такъ какъ оба уравненя 
могутъ быть удовлетворяемы сколь угодно большими дйствительными 
 значенлями координатъ хм, у, 2. ОнЪ называютея зитерболоидами (ем. 
стр. 416). Сперва мы займемея раземотрЕшемъ только ТВхЪ ИЗЪ НИХЪ, 
которыя выражаютея уравневемъ (2). 

579. Когда; въ уравнени (1) поетоянный членъ А равняетея нулю, 
то выражаемая имъ поверхность ееть, какъ извЪетно (ем. стр. 413), 
коническая. Принимая во вниман1е сказанное выше о выборз системы 
координатъ, мы можемъ и въ этомъ елучаЪ допуетить, что коэффиц]- 
енты 4 и В положительные, а С отрицательный. ВелЪдетв!е этого должны 
сущеетвовать такая дВйетвительныя величины @, 6, с, чтобы было 


Отсюда заключаемъ, что уравнеше всякаго конуса второго порядка 
можетъ быть разематриваемо въ видЪ 7 


у? 22 
ские 8—6. 


580. Обращаяеь къ изелфдованю поверхности, выражаемой при 
 денныхъ а, 6, с уравнетемъ (2), найдемъ еперва ея вершины, т. е. 
точки перес$ченая съ осями. 
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Полагая для этого у=0, 2=0, получимъ х==20. Полагая же 
2—0, 2—0, будемъ имфть у==-Еф. СлБдовательно, ось ОХ ветрз- 
. чаетъ поверхность въ двухъ точкахъ А 
и 4” (иг. 112), отетоящихъ отъ центра 
на разетояне а, а ось ОТ въ точкахъ 
Б и Б’, отетоящихъ отъ центра на раз-. 
етояне 6. Еели же, положимъ, въ уравне- 
ши (2) х=0, у=0, то получимъ 


ес У— 1, 

откуда заключаемъ, что поверхность во- 
все не перескается съ осью 0. НоелВд- 
няя называется поэтому мнимою осью 
поверхности. Гиперболоидъ, выражаемый 
уравненлемъ (2), имъетъ, елЪдовательно, 
только четыре вершины А, 4’, В, В. 

Чтобы получить главныя свчен!я разематриваемаго гиперболоида, 
положимъ въ его уравнени послфдовательно ыы у=0, 1=0. Въ 
ЭТихЪ предположеняхъ будемъ имЪть 





Фиг. 112. 


#. ЗОВИ ое и Ра 
а ооо 

Отеюда видимъ, что плоскостью ХОУ поверхноеть пересзкается по 
эллипеу, вершины котораго суть вершины самой поверхности. Плос- 
кости ХОЙ и УОЙ пересзкаютъ поверхноеть по гиперболамъ, ко- 
торыхъ вершины. также находятся въ вершинахъ поверхности и для 
которыхъ 0вь ОЙ есть общая мнимая ось. 

581. Возьмемъ теперь какую-нибудь плоекость, параллельную. 
плоскости ХОТ и выражаемую уравненемъ 


2==Й. 
Лин!я пересвчен1я этой плоскости еъ гиперболоидомъ (2) будетъ 


тождественна съ ея проекщею на плоскоеть ХОУ. Уравневе же этой 
провюи, очевидно, будеть 


И 
ат — в 
ИЛИ 
6212 су 2 


т Те 12) 


или, наконецъ, 


гл положено 


такЪъ что 


Уравнен1е (3) выражаетъ эллипеъ, оси котораго 2а'’ и 25’ двйетви- 
тельны при веякомъ значети Й и безпредвльно возраетаютъ при воз- 
раетани абеолютной величины [. 

Это показываетъ, что вез безъ исключен1я плоекости, перпендику- 
лярныя въ мнимой оси поверхности, перееЗкаютъь ее по дйствитель- 
нымъ и подобнымъ эллипсамъ, безпредльно увеличивающимся по мёрз 
удаленя е$кущей плоскости отъ центра поверхности. Очевидно, что 
наименьший изъ вефзхъ этихъ эллипеовъ есть тотъ, по которому по- 
верхность пересВкаетея своей главной плоекостью_. ХОТ. Онъ назы- 
ваетея зорловымь эллитеомз.. 

582. Изъ сказаннаго видимъ, что поверхность, выражаемая уравне- 
нземъ (2), состоитъ изъ одной епзошной и проетирающейся въ безко- 
нечность полости. На этомъ основанши ее называютъ однополымь зитею- 
болоидомь. Очевидно, что она можетъ быть разематриваема, какъ опи- 
сываемая изиёняющимея эллипеомъ [М1 (Фиг. 112), плоекоеть кото- 
раго остаетея парахлельною одной иь-илавныхъ плоскостей, а вершины 
перемъшаютея по двумъ гиперболамъ, лежащимъ въ двухъ другихъ 
главныхъ плоскостяхъ и имъющимъ общую мнимую оеь. 

Если въ уравнении (2) постоянныя аи 6 равны между еобою, то вез 
сфчен1я выражаемой имъ поверхности плоскостями, параллельными плос- 
коети ХОУ, будуть круги. Въ этомъ елучав поверхноеть называетея 
однополымь зиперболоидомь вращеня, ибо она можеть быть ‘разематри- 
ваема, какъ описываемая поетоянною гиперболою, вращающеюся около 
ея мнимой оеи. 

_ 583. ВеякЙ маметръ гиперболоида (2), какъ прямая, проходящая 
черезъ начало координатъ, Пр уравненями 
а 
т тр О .* 2 . я. 

Обозначая черезъ о каждое изъ отношеюй, еоставляющихъ эти 

уравнен1я, будемъ имЪть 


д—тр, Ур, а==рр. еее. (5) 


Андреевъ. Аналитическая геометрия. | у 31 
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Чтобы опредфлить координаты концовъ д1аметра, подетавимъ эти 
выраженя въ уравнене (2). Въ результатв получимъ 


9 


т? 1, 9? 
(= + ить. И ИИ . (6) 





С ды 
откуда 


г. 


Слвдовательно, величина 0, а вызет съ тЪмъ и искомыя коорди- 
наты (5), будуть дВйетвительными только тогда, котда угловые пара- 
метры т, я, р въ уравнении дмаметра (4) удовлетворяютъ условию 


$ <) | 5 
т? п? 9? 
и това ЗБд 0. 
| Ра 
Еели же 


и 


Ки р —“= 20, 


то маметръ (4) не переезкаетея еъ гиперболоихомъ. Таке маметры 

называются мнимыми. Къ чиелу ихъ приналлежитъ и мнимая ось ОЙ. 
Въ елучав, когда 

т? 0 1? о (1) 

а? 6? 62 _ э Ф* ® ® Ф ®. её Ф э ® 9 


координаты кондовъ рдаметра будутъ безконечно большия, СлФдова- 
Е Ск 


т 


—--гА—-.*т--. 





МЕСТ. РА, ин РЕ: =; 


тельно, маметры, удовлетворяющие этому послёднему условию, вотр- 
чаютъ гиперболоидъ’ въ’ безконечноети. Очевидно, что они образуютъ 
воническую поверхность, уравнене которой получимъ, исключивъ па- 


раметры т, , р изъ  уравненй (4) и этого условя. Это уравнене 
будеть 


О 2. | | % 
я; = се 8 : : & 
— < —0 ® ® ® . о @ . = + > * 8 
гы” ее о ЙЕ (8) 
584. Еели обозначимъ черезъ 21, У1, 21 координаты какой-нибудь 
точки М1, лежащей на гиперболоилв (2), а черезъ 22, 12, 22 коорди- 
наты точки 1Л[›, лежащей на конус% (8). то будемъ имфть 


212—072? и — 92? 21—22" 
а? ох 62 





=. 
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Полагая же, что 2==11 и у2==у:, т.-е. что точки № и М, ле- 
жатъ на одной прямой, параллельной оси О, получимъ 


ИЛИ 


С 
20 — у 


— 2 





Отеюда видимъ, что разность (22—21) безпредвльно уменьшается 
при возраетави 21 и2о. Это показываетъ, что точки гиперболоида без- 
предзьно приближаются къ точкамъ конуса (8) по мзрЪ удалешя пихъ 
въ бечконечноеть. | 

_Конуеъ (8) имфетъ, слЪдовательно, такое же отношене къ гипербо- 
лоиду, какъ асимптоты къ гиперболЪ. На этомъ. оеновани его назы- 
ваютъ асимитотическимь конусомь зитерболоида. | 

Такъ кажъ при услови (7) два значевая р, опредляемыя изъ урав- 
нен1я (6), становятся равными, то образуюция асимптотическаго кону- 
са могутъ быть разематриваемы, какъ касательныя къ гиперболоиду, 
самый же конусъ, какъ описанный около поверхноети, т.-е. соприка- 
сэютийеся съ нею по лиши, веф точки которой находятея въ безконеч- 
ности (ем. стр. 413). | | 

585. Ливя пересёченя однополаго гиперболоида съ какою-нибудь 
плоскостью выражаетея совокупноетью уравнешя (2) еъ уравнешемъ 
первой степени. 


Аз ВСР О=0....:;.... . (9) 


Исключая изъ этихъ уравнен1й одну изъ перемзнныхъ, получимъ 
уразнен1е проекши сзченмя ина одну изъ главныхъ плоскостей. Такъ, 
проекщя сзченшя на плоскость ХОТ будеть выражаться уравненемъ 








С? д Су" (Аз ВО} 


— @*— 
а? ^ 6? 6 мы 
или 
2-- В э+-з НОЕ ВуЕ 0, ква = (10) 
гв 
№ в „а № 
я Ва ба 
| В. 2 2 
р—— 340, кд—Э8В, р РКО 
в”, = е= 


Отеюда находимъ 
, рии (2 р 
В”? —4.А’0’— Аза (А^а” -- 625 — (%?). 
| 31* 
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Вторая чаеть этого равенства можетъ быть п положительною, и 
отрицательною, и равною нулю. Слёховательно, въ переезчени гипер- 
болоида различными плоскостями могутъ получаться веЪ возможныя 
кривыя второго порядка (ем. стр. 144). 

‚ Координаты центра прёекщи (10) будуть, очевидно, 


2О)—НРо — АДа? 
1—5 В’? — 4. 4’С’ — АР В —( (33 ы 
ЕВ) — Вы а 


1 — В—4 АС — Аи ВЫ 0 Сс 


Эти выраженя букутъ предетавлять также двЪ координаты центра 
вамой лиши перееЪчен1я. Третья же координата этого центра опред®- 
литея по нимъ изъ уравнен!я ©) слздующимъ образомъ 


_ 4-Е Ву +2. Я --СОе* | ]о 
Ыб — АЗ?- В — 02° °°° ‚ № 


586. Такимъ же точно образомъ можетъ быть найдена лин!я пере- 
съчемя плоскоети (9) съ ‘асимптотичеекимъ конуеомъ (8). При этомъ 
легко видфть, что уравнеше проекти этой лини на плоекоеть ХОУ 
будетъ отличатьея отъ уравнен!я (10) только поетояннымъ членомъ. 

_  Отеюда заключаемъ, что лини» переспчещя итерболоида и ео 
асимптотическоио конуса одною и тою же плоскостью суть подобныя, 
подобно расположенныя и кониентрическая. 

Нели еЪзкущая плоскость есть маметральная, то она иметь. съ 
эеимптотическимъ конуеомъ или только одну общую точку, или двЪ 
различныя обиия ‘прямыя, или, наконецъ, двз совпадаюпия обиия пря- 
мыя. Бъ первомъ изъ этихъ случаевъ должно быть В —4А’0’<0, 
во второмъ -.Б’”—44’0”`>0 и въ третьемъ В’—4А’С’=0. Поэтому; 
принимая во вниман!е, что веякая поверхноеть второго порядка пере- 
е$кается, параллельными плоскостями по линямъ подобнымъ (ем. етр. 
425), приходимъ къ ел5дующему выводу. 

Вез плоскости, параллельныя такимъ д1аметральнымъ плоекостямъ, 
которыя имзютъ съ асимптотическимъ конусомъ только одну общую 
_ точку, переевкаютъ какъ гиперболоидъ, такъ и этотъ конуеъ, по эллипеамъ. 

Вевз плоекости, параллельныя даметральнымъ плоекоетямъ перее*- 
кающимь асимптотичеекай конуеъ по двумъ образующимъ, переезкаютъ.. 
0б% поверхноети по гиперболамъ. 

Наконецъ, вез плоскоети, параллельныя такимъ даметральнымъ 
плоекоетямъ, которыя соприкаеаются еъ конусомъ по образующимъ, пере- 
езкаютъ обв поверхноети по параболамъ. 

‚ КромЪ того изъ еказаннаго слФдуетъ, что объ образующия, по ко- 
торымъ даметральная плоекоеть перееБкаетъ аеимптотичеекй конуеъ,. 
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суть асимптоты гиперболы, по которой эта плоскоеть пересБкаетея еъ 
гиперболондомъ. ВелБдетые этого на асимптотичееюй конусъ однопо- 
лаго гиперболоида можно емотрЪть, какъ на геометрическое м$ето 
асимототъ вс5хъ гиперболъ, получаемыхъ въ се чеши ито поверхности, 
даметральными плоекоетями. . . т 

537. Вели плоекоеть (9) касаетея боба (2), то уравнеше 
(10) колжно выражать совокупность двухъ дфйствительныхь или мни- 
мыхъ прямыхъ (ем. стр. 412), а это, какъ извфетно, будетъ тогда, 
когда имветъ м5ето соотношенше 


(В'ГЕ— АЕ (В —4 А’) 0. 
Внеся сюда значен!я коэФфищентовъ 4’, В’, С’..., получимъ 
430? В С 0...’ . (13) 
ВелЪдетв1е этого будемъ имЪъть 


(021? 
6—4 А’0’—4— Са. 

'’'Такъ какъ эта величина положительная, то заключаемъ, что всякая 
касательная плоскость кь однополому читеюболонду импеть съ этою 
повертностью двь общия дьйствительныя прямых. 

Воординаты точки пересфчен1я этихъ прямыхъ, т. е. точки при- 
косновен!я плоекоети, опредвлятея выраженями (11) и (12), которыя, 
въ силу соотношеня (13), обращаются въ 


Аа? В. Сс? 
А ый. 1=--  , 





откуда находимъ 


ре 1 рии Пу: ый Де: 


а?’ оба"? Я Па! 
велфдетвне чего уравнеюе (9), по раздблени веъхъ членовь на—Д 
обращается въ 

= 441 #21 


я — я =1. рожа а: 2 


Это есть уравнев1е касательной плоскости къ ть въ дан- 
ной на немъ точкз. 

Если 21, У, 21. означаютъ кординаты: какой-нибудь точки въ 
проетранств%, то плоскость, выражаемая этимъ уравнешемъ, ееть по- 
лярная плоскоеть этой точки. 
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_ Изъ поелдняго уравнев!я находимъ, что нормаль къ гиперболоиду 
(2) въ данной на немъ точкз выражаетея уравнен1ями | 


а (х— 1) _Ву— 91) °2— а) 
и 1 — о 


588. Уравневле касательной плоскости къ гиперболоиду (2) можно 
также предетавить въ видБ 


16080 -|- уе0зб -- 2е05`/ =, 


гдЪ р @Значаетъ длину перпендикуляра изъ центра поверхности на эту 
плоскость, & @, В, `/ углы этого перпендикуляра съ осями. 
Сравнивая послёднее уравнен1е съ уравнешемъ (14), получимъ 


— ——__ 


971 9/1 Ре 


А 02088 _ с2е0зу _ 


откуда 


и, елЪдовательно, 
ос 112 052 2 ут’ и 
д’сов“а -- 0260828 — с2е082-’ = а =”. 


Уравненю (14) можно поэтому дать елздуюпий видъ 


405% -|- уеозВ 2 е05“/==\/ 92052 62052 В — 6260827. 


Это ееть. уравнете касательной плоскости къ гиперболоиду, пер-‹ 
пендикулярной къ данному направленю. Пользуясь имъ, не трудно до- 
казать, такъ же какъ и для эллипеоида, елвдуюпия предложевя (ем. 
етр. 471 и 472). : 

1) Сумма квадратов ри опущенныхь изь центра 
зиперболоида на три какя - нибудь перпендикуляюныя между собою каса- 
_ тельныя плоскости, есть величина постоянная. | 
| 2) Геометрическое мьето вершины ‘прямою ‘трифаннаю ул, фани 
хотоваю суть касателныя плоскости къ итерболоиду, есть сфера, ‘кон- 
-центрическая съ зитерболоидомь. 

__ 589. Въ чиелЪ плоекоетей, переевкающихъ гиперболоидъ по эллип- 
‚еамуъ, могутъ быть тая, съчен ях которыхъ суть круги. Чтобы обна- 
‘ружить яхъ еуществоване, предетавимъ уравнене гиперболоида (2) въ 
_видЬ 


ИЗ 


Но 22 — а2 | = 5 
О а р ло 
2 а Уи —М, + (15) 








_^ 


при чемъ будемъ предполагать, что 6 а. 


Первая чаеть этого уравненя разлагаетея на два’ линейные мно- 
жители съ дЪйетвительными коэффищентами 


Ус ПУ п УРЯ + У. 


Поэтому его можно ри какъ результатъ перемноженя 
двухъ ельдующихъ Урна 

| | № : . + 

8 --8— 2 8—а 

< У с вы а б —&а —=й ® . # о о © (16) 


И 


вуза: + аа ва 4-2 — 


Лиюмя переефченя поверхноетей, выражаемыхъ этими уревнешями 
должна, ел5довательно, находиться на гиперболоидь. 

Но изъ поелзднихъ двухъ уравнен!й первое выражаетъ пхоекоеть, 
а второе ехеру (ем. етр. 451), и потому лин1я ихъ переезчевзя есть кругъ. 

Такъ какъ это еправедливо при веякомъ значеви поетояннаго й, 
то заключаемъ, что уравнеше (16) при неопредзленномъ & предетав- 
ляетъ систему параллельныхъ плоскостей, перее$кающихъ гиперболоидъ 
по кругамъ. № 1:83 

Уравненше (15) можеть быть разематриваемо также, какъ резуль- 
татъ перемножен1я двухъ сиздующихь уравнений: 


Ру-Ея+ гу 4—1. ...... (17) 


у -- 2—2 у, 


которыя также выражаютъ плоекоеть и ехеру. СлЪдовательно, первое 
изъ нихъ при неопредвленномъ { предетавляетъь тоже систему плоекое- 
тей, пересвкающихъ гиперболоидъ по кругамъ. | 

Итакъ, для однополаго гиперболоида еуществують двЪъ сиетемы. 
‚пдоекостей круговыхъ сВченй, выражающуяея уравненями (16) и (17). 
Вез эти плоекости параллельны ови ОУ, т, еа` большой оси горлового 
‘эллипса. а: 
- 990. Въ существовани только двухъ найденных сиетемъ круговых 
‚евченй можно удостовфриться изъ елёдующаго геометричеекаго анализа. 
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Если положимъ, что ОВ (гиг. 113) есть половина большой оси 
горлового эллицеа, такъ что ОБ`> ОА, и вообразимъ, что какая-нибудь 
даметральная плоекоеть, не проходящая черезъ эту оеь, перееЪкается 
съ главными плоскостями ХОУи УО7 по пря- 
мымъ ОС и ОБ, а съ гиперболоидомъ по кри- 
вой СН, то будемъь имёть Об< ОН, ибо ОВ 
есть наибольший изъ полумаметровъ эллипеа 
АСВ и наименьший изъ полудаметровъ гипер- 
болы НБМ. Отеюда заключаемъ, что кривая (.Н 
не можетъ быть кругомъ и что, ел$довательно, 
даметральная плоскость, дающая въ о5чеши 

Фиг. 115. кругъ, должна проходить черезъ 0вь ОУ. 

Прямая лия, по которой веякая такая плоскость перес$каетея съ 
плоекостью ХОЯЙ, будетъ даметромъ лини перееченя и, для того, 
чтобы. эта лия была кругъ, этоть д1аметръ долженъ быть дЪйетви- 
тельнымъ маметромъ гиперболы КАГ, по которой гиперболоидъ пере- 
скаетея плоскостью ХОЙ, и притомъ равнымъ дмаметру ОВ. | 

Сльдовательно, маметральныя плоскости круговыхъ езчен!Й должны 
проходить черезъ точки К и Г, въ которыхъ гипербола КАГ, перее*- 
кается съ кругомъ, опиеаннымъ изъ ея центра райуеомъ, равнымъ 6. 

Обозначая черезъ ф уголь прямой ОК еъ оеыю ОХ, будемъ имЪть 
для’ координатъ точекьъ К и Г, елБдуюпиая значеня: 





д=—=6е08Ф. У=0, 2=-Е6зш®. 


Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнению ги- 
перболоида (2), то получимъ ке За: 


—=Ш——— = —ы= 
———— 


беоз?ф _ бзШИф 1 


а? с? - : 
откуда, | 
та а 
ре с оби о 
Уаз - 6? БУ а? -| 22 
и, елЪдовательно, 
м о. СУ 62 — о? 
< — = -— -. 
Туя 


‚Эти же выражешя можно было бы получить изъ уравнений (16) и (17). 

591. Такъ какъ циня пересвчен!я тинерболойда и’его аеймпто- 
тичеекаГо конуса одною и тою же плоскостью суть. подобныя, то ваклю- 
чаемъ; тб вонусъ (8) пересвкаетея плоекоетями” (16) и (17) но кру- 
гам, Но уравнешемъ (8) выражается, какъ мы видьли (ем. етр. 479), 
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веный конусъ второго порядка. Поэтому заключаемъ, что веяюЙ такой 
конусъ можетъ быть разематриваемъ, какъ имфющШ управляющею 
кругъ, т. е. какъ наклонный конуеъ съ круглымъ основатемъ. 

Положимъ, что 21, У1, 21, еуть координаты н%которой точки Л 
асимптотическаго конуса, и пуеть { будетъ разетояме ОМ этой точки 
отъ его вершины, а р! и ро длины перпендикуляровъ изъ этой точки 
на дв$ даметральныя плоскости круговыхъ езченй. Въ такомъ случав 
будемъ имЪть 


Р-р а? 





и 
21\/ 62 - ЕК 21\/ 6?— а? 21 \/ 62-62 у аУИ— а 
ф С а Е С а 
| ————_—__ РИ Е нии = = 
6Уа?- с" Ма? -|- с* 
ас ас 
Перемноживши поелфдн1я два выражен1я, получимъ 
а Р-- 69) а —а1) |, 
т | @? 
ь Р я  — 
ИЛИ 


.. 21. 22 
Такъ какъ отношен!я и равняютея еинусамъ угловъ, со- 


Г 
ставляемыхъ прямою ОМ еъ плоскостями круговыхъ евченй, то, обо- 
значая эти углы чрезъ 1 и д, будемъ имЪть 


ое ас? 
311019 щ95== аа 2), 

Такимъ образомъ получаемъ слфдующее общее бека конусовъ 
второго порядка. 

Пооизведене синусовь 9ул06вз, составляемьть образующею конуса 
$ плоскостями круювыхь сочений, есть величина постоянная. 

592. Изъ того, что всякая касательная плоскость къ однополому 
гиперболоиду имФетъ еъ нимъ дв обпая дъйетвительныя прямыя, ел%- 
дуетъ, что на этой’поверхности существуеть безчиеленное множество 
прямыхь лин! и что, елдовательно, она принадлежить къ числу _ ли- 
нейчатыхъ поверхностей, т. е. гакихъ, которыя могутъ быть опиеы- 
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ваемы движущеюся прямою (см. стр. 398). На.этомъ оеновани прямыя 
помфщаюпияея на гиперболоидЪ, называются его ирямолинейными об- 
а 

` Кели уравнев!е гиперболоида предетавимъ въ видЪ 


д? 27 у? 
1—5, ии 


(- 
то его можно будетъ рззематривать, какъ результэтьъ перемноженя 
двухъ ел5дующихъ уравнен1й первой степени: 


- 
:(:-:)-0-9) 


гдЪ А ееть неопредвленный параметръ. 

Совокупность поелзднихъ уравнен!й при веякомъ Ё предетавляетъ 
прямую, и такъ какъ веБ значеня Х, у, 2, иМЪ удовлетворяюшия, 
перболонхь. о оьнй, при неопредвленномъ т уравнешя (19) в вы- 
ражаютъ пфлую еиетему прямолинейныхъ образующихь гиперболоида. 

Но уравнене (18) можно также разематривать, какъ результатъ 
перемноженя двухъ елфдующихъ уравнений: 


= 
це--е+ 


которыя, при неопредвленномъ значении параметра [, предетавляютъ 
другую еиетему прямолинейныхъ образующихъ гиперболоида. 

593. Въ существовани для веякаго однополаго гиперболоида, двухь 
различныхъ системъ прямолинейныхъ образующихъ можно ТИАТы 
еще ел5дующимъ образомъ. — 

Возьмемъ какую-нибудь прямую въ пространетв®, иду уравне- 
зая ея будутъ - 


д—те и, уие у. .. ео и - ‚ (0) 


Иеключивъ изъ этихъ уравненй и уравненя гипербохоида (2) пе- 
ремнныя хи у, получимъ 


(те и ео ‘2 
ты а 
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2. 2 
(= +) 2+2 (" "ЕЯ: + (в+я—1)=0. 


Величины 2, опредляемыя отеюда, суть координаты точекъ пере- 
сфчетя гиперболоида еъ прямою (20). Еели эта прямая лежитъ везми 
своими точками на гиперболоид%, то поелъднее уравнен1е должно удов- 
летворятьея при веЪзхъ возможныхъ значен1яхъ г,.& это будетъ только 


ИЛИ 


мым 


Такимъ образомъ видимъ, что ‘необходимыми г и  ХОСТаТочНыми `уело- 
вями, при которыхъ прямая (20) ееть Ира образующая ги- 
перболоида (2); елужатъ равенства, 


т? 712 1 

Ре | 

ти т 
ман еее в (21) 
Н <: 


Этими услов1ями устанавливается зависимоеть между четырьмя па- 
раметрами т, 7, м и 9 прямой, и такъ какъ ихъ холько три, то одинъ 


-В.^мф Ала 


изъ этихъ параметровъ совершенно произволёнъ. Это и доказываетъ су- 
`щеетвоване безчиеленнаго множества прямолинейныхъ образующихъ. 
594. Въ уравнешяхъ прямой (20) ‘величины и иф означаютъ коор- 
динаты д и у точки перееЪчен1я этой прямой еъ плоскостью ХОУ. 
Такъ какъ поелЪднее изъ уеловй (2) предетавляетъ результатъ под- 
етановки этихъ координатъ въ уравнеме горлового эллипса, то оно вы- 
ражаетъ лишь то, что вез прямолинейныя образуюпия гиперболоида 
перес®каютъ плоскость ХОУ въ точкахъ ‘горлового эллипса, обетоя- 
тельетво геометричееки очевидное. | 
Прямая лин!я, проходящая черезъ начало координеть и паралхель- 


ная прямой (20), выражается уравненлями 
=, 3у=="г. 


Такъ какъ результатъ исключеня т и п изъ этихъ уравнений И 
перваго изъ равенетвъ (21) ееть уравнене 
2 а 2 
ии 
а ' 6 2?’ 


предетавляющее асимптотичеекйЙ конусъ, то завлючаемъ, что’ поел®д- 
няя прямая есть образующая этого конуеа. 
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Первое изъ уелов! (21) означаетъ, елВдовательно, что вев пря- 
молинейныя образуюция гиперболоида параллельны образующимъ его. 
эсимитотическаго конуса. 

595. Второе изъ равенетвъ (21) можеть быть предетавлено ел%- 
дующимъ образомъ: 


® 
—=ы 
] 


7 
{11 


= < 
|= 


$ 
Ь 
откуда находимъ 
т? 0 92 т? из | (8 
а о в а 191] \ 4? р]. 


Велёдетв!е ‘перваго и третьяго изъ уелов!й (21) поелфднее отно- 


1 
шен1е равняется 2, и потому будемъ имЪть 


рт ал 1 
— =—— = = => © 
Г ри С 
СлЪдовательно, 
| би 
77.— == — И 7, — —. 
р ас 


при чемъ верхнему знаку одного выражен!я соотвЪтетвуетъ верхн1Й же 
знакъ другого и нижнему нижний. 
Такимъ образомъ видимъ, что прямолинейныя образуюция однопо- 


хаго гиперболоида должны быть раздёляемы на дв сиетемы, изъ ко- 
торыхъ одна выражаетея уравненями 


а | фи " 
д. уе „6-1 0,. ооо (22) 


а другая уравненями 


(7) ‚ би ”\ 
—— деи, ие Бы и а (23) 


| Здъеь и и 9 суть неопредБленныя величины, связанныя между ео- 
бою уеловемъ удовлетворять уравнен1ю горлового эллипеа. 


При веякомъ чаетномъ значени этихъ величинъ уравнения (22) и. 
(23) предетавляютъ дв опредёленныя различныя между еобою прямыя. 
Отеюда. завлючаемъ, что чрезъ веякую точку горлового эллипеа нро- 
ходить одна прямолинейная образующая каждой системы, 
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596. Возьмемъ двЪ каюмя-нибудь прямолинейныя образующая, при- 
надлежания разнымъ сиетемамъ, и пуеть Ри © (иг. 114) будутъ точ- 
ки горлового эллипеа, черезъ которыя онЪ 
проходятъ. Нели положимъ, что коорцина- 
ты этихъ точекъ суть х=и: У=0 и 
==, то уравневя разематривае- 
мыхъ образующихъ будутъ 


ао о,’ 
д-ра, ужо | 
__ 402 __ 6% 

Е 2 -Г из, оне | 





. (245 





Исключивъ изъ нихъ д и 9, получимъ 


а в | 
3—1 —-— (42-2 91 )2, 1 — 02—=—— (и! - 2)г, 
с ас 
откуда, по. иеключен1и 2, найдемъ 


И — — ит __ а -' -- 1) 
$1 — о — а -: -- мэ) 


ИмЪя въ виду, что координаты точекъ Р и © удовлетворяютъ 
уравнен1ю горлового эллипса, легко видЪть, что послфднее равенетво 
тождественно. 


Это окоывает что всяжя двъ прямолинейныя образуюиия при- 


—.»-.^. — --^`---т>^..--... 


надлежаиия разным | системам, _ переськаются между собою. 


Ц. д - 


‚ Если возьмемъ двз прямохинейныя образующя, проходящля черезъ 
точки Ри © и принадлежашя одной и той же системъ, напр., пер- 
вой, то уравнешя ихъ будуть 


р 


Со 
р чь уда 
И 2—7, м | и — 


ры 








о. 


`Исключивъ изъ нихъ 2, у и 2, получимъ 


(92—11) 


из —\ 2 и 
О, 


а? 


что возможно только при совпадении обфихъ прямыхъ. 


Слёдовательно, прямолинейныя образую идя _ митерболоида, „иринадле- 


тыр, 3 ©4 _ж—^т+ 3 ыь 


окамия одной и той же системь, не пересккаются. - 
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597. Чтобы получить уравневн1е проекцли прямолинейной образу- 
ющей на’ плоекоеть ХОУ, нужно, какъ извфетно, иеключить изъ ея 
уравнен!й перем8нную 2. 


и 
Умножая для этого первое изъ уравнеюй (22) на —5, а второе 


на и складывая результаты, получимъ 


р? 
2 + 1 
Е ТР 
или 


+1 


Это ееть уравнене | касательной къ головому эллипеу въ точкЪ (м, 5). 


т оч 5” —-—“ 


То же самое мы получили бы, исключая 2 изъ уравнен!й (23). 


Итакъ, проекшя всякой прямолинейной ‘образующей гипербохоида 


р сы а ион тж 


на плоекоеть есть касательная къ горловому ый въ точкъ 
`переевченя” его съ этой образующей. 
м но еъацьь 


- бы вые д за — —. 


= .- * — = -——=——ы— >... 


Основываясь на этомъ свойетвЪ, легко найти поетроепемъ прямоли- 
нейныя образуюция, проходяция черезъ какую-нибудь точку М (иг. 114), 
данную на гиперболоид%. Для этого нужно только опуетить изъ точки М 
перпендикуляръ на плоекоеть ХОУ и чрезъ его основаше № провеети 
касэтельныя къ горловому эллипеу. Прямыя, соединяющая точки при- 
`коеновеншя Ри (@) съ данною точкою М, имя эти каеательныя ево- 
ими проекцями, будутъ образуюция гиперболоида. 


Такъ какъ горловой эллипеъ есть наименьший изъ эллипеовъ, по- 
лучаемыхъ въ ефчени гиперболоида, илоскоетями, параллельными плос- 
кости ХОУ, то проекшя М веякой точки, лежащей на гиперболоидь, 
должна находиться вн горлового эллипеа. ВелЪдетме этого касатель- 
ныя МР и №, а съ тёмъ вмфетЪ и искомыя образуюция, суть веег- 
да дъЙйетвительныя. | 


Итакъ, черезь всякую точку однополоно зиперболоида проходять: двъ 
—_—_и 
прямолинейныя образуюиия_ этой поверхности. 


—.-—-Щ—.-- 
“.... и И раны мые ит ри инаы» = “<< <—————щ55м:.,.->.-.л:—* чит 


598. Если дв прямолинейныя бразующия разныхъ системъ, выра- 
жаемыя уравненями (24), параллельны между собою, то должно быть 


| + Ол. из о ^_ а __ 6 
рег - 


бе. `` @6. ‘`` -9@е 


или — / 


92——1 и %№2=— и. 
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Это показываетъ, что такя дв образующая пересевкають горловой 
эллипеъ въ двухъ пмаметрально противоположныхъ точкахъ и, елЪдо- 
вательно, лежатъ въ одной маметральной плоскоети. 

Что же касается прямолинейныхъ образующихъ одной и той же 
системы, то очевидно, что между ними не можетъ быть параллельныхъ, 
такъ какъ услове параллельноети такихъ образующихъ приводитея къ 


25 —%1 И 42 — Ил, 


что означаетъ совцаден1е ихъ. 

Легко видЪть также, что между прямолинейными образующими од- 
ной И той же еиетемы не можетъ быть болфе двухъ параллельныхъ, 
одной и той же плоекоети, ибо въ противнномъ случа въ чиелЪ обра- 
зующихь асимптотическаго конуса было бы болЪе двухъ, лежащихъ 
въ одной плоскости. у 

599. Еели двЪ прямодинейныя образуюцщия разныхъ системъ, выра- 
жаемыя уравнешями (24), перпендикулярны между е0бою, то должно 
быть. 


а21%5  ОРии: = 


_ фе. В а2? — 





еее. @5) 


Положимъ, что въ уравнен1яхъ (24) величины 5, у, 2 суть коор- 
динаты общей точки такихъ образующихъ. Изъ уравненй первой обра- 
зующей будемъ имЪть 








а2012 2 12 
== 2 г 2 
Х— 1)“ == 2“ И —® 55 
( :) 22 (у ыы ас 
ИЛИ : 
о 2 р? 2 
С 41 © >) | 1 о 
$ 
(х— 1) = =) (У— 11) м | 


Такъ какъ ТЪ же самыя еоотношеня получимъ для величинъ имо 
и 15 изъ уравневй второй образующей (24), то заключаемъ, что м и 
и› суть корни елфдующаго квадратнаго уравнетя. 


(с? 22)? — Зо?хи | (с? — а?) ==0, 
а и и 42 елфдующаго 
_ (е*- )— Зо -{ (су — Чан 0. 


_- Отеюда ВИДИМЪ, что. 


а сад — одой (1?  =?\ ас 2-14 2 \ а?” 
18— ео Аа. 8 ев 62 / сз? 


5.4906 == 


#19 > — ———— 


су — 02° _ Гу у 22\ 5 — ( 2 ай} 6%” 
аа} 2 22° 


эра \м я/ячя-\ 


Подетавивъ эти выражен!я въ услове перпевдикулярноети (25), 


будемъ имЪть 
2 
772 д? 4. (1 у \ ф р 
а?) с 2 с -|-2° ' 
откуда, раскрывъ скобки и уничтожизъ знаменателя, получимъ 


де -- уЗ-| 22—= а? -- 62 — 62. 


Это показываетъ, что точки переевченя перпендикулярныхъ между 
еобою образующихъ однополаго гиперболоида (2) находятея на кривой, 
по которой эта поверхноеть переевкаетея концентричеекою съ нею сфе- 
рою, рамуеъ которой равняется 


узи 


Сл5довательно, однополый гиперболоидъ (2) только тогда имъетъ 
перпендикулярныя прямолинейныя образуюпия, когда въ его уравнен1и 
с не болЪе, нежели квадратный корень изъ 4-4. То же самое отно- 
еитея, очевидно, и къ конусу (8). ` 

Вехфдетв!е подоб1я лин1й переевченя поверхностей второго порядка 
параллельными плоекостями, вс плоскоети, параллельныя двумъ вза- 
имно перпендикулярнымъ образующимъ гиперболоида, перееъкаютъ какъ 
эту поверхноеть, такъ и ея асимптотичеевй хконусъ по равносторон- 
нимъ гиперболамъ. 

600. Плоекость, проведенная произвольно черезъ какую - нибудь 
прямолинейную образующую однополаго гиперболоида, имя еъ этой по- 
верхностью одну общую прямую, колжна совмЪщать въ веб другую 
ирямую, принадлежащую также поверхноети. Поелдняя прямая ееть, 
очевидно, образующая другой системы, а плоекость касательная къ по- 
верхноети. 

Итакъ, вс плоскости, п проходяция черезъ одну и ту же образую- 
щую однополаго гиперболоида, суть касательныя къ нему въ’ различ- 
ныхЪ Тточкахъ переезчен1я этой ооразукицой еъ образующими другой 
системы. 

Изъ сказаннаго видно, что веё прямолинейныя образующя. одно- 
полаго гиперболоида покрываютъ эту поверхноеть наподоб1е ткани, со- 
етавленной изъ двухъ сиетемъ нитей .(®иг. 115). Вез ‚нити одной сис- 
темы КК’, Г/Г/,.. не ветрьчаютея между собою, но каждая изъ нихъ 
ветрёчаетея со возми нитями ИМ №№... другой системы. 
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На этомъ основывается поетроене модели однополаго гиперболоида, 
устраиваемой изъ нитей, которыя натягиваютея надлежащимъ обра- 
зомъ между точками двухъ равныхъ эллипеовь КСМ и ИМК, нэ- 
ходящихея на параллельныхъ  плоеко- 
етяхъ и елужащихъ ортогональными про- 
ектями одинъ другому. 


601. Выше было показано (ем. стр. 402 
и 403), что геометрическое мВето системы 
прямыхъ, перееБкающихъ одновременно 
три данныя прямыя, есть поверхность 
второго порядка, которую можно поэтому 
разематривать, какъ описываемую прямою, 
екользящею по тремъ даннымъ прямымъ. 
Однополый гиперболоидь принадлежитъ, Фиг. 116. 
очевидно, къ числу поверхностей, образуемыхъ такимъ образомъ, при 
чемъ направляющими это движене прямыми служатъ три какя-нибудь 
образуюпия одной и той же еистемы, а движущаяея прямая принима- 
етъ положене везхъ образующихъ другой системы. гу 

Отеюда видимъ, что однополый гиперболоидь опредзляетея вполн® 

тремя данными образующими одной и той же системы, что предетав- 
ляетъ частный случай опредзленя поверхности второго порядка де- 
вятью ея точками (ем. етр. 410), когда эти точки раеположены по три 
на трехъ прямыхъ '). 





$ 3. Двуполый гиперболоидъ. 


602. Обратимся теперь къ раземотрн!ю поелвдней изъ централь- 
ныхъ поверхностей, гиперболоида, выражаемаго уравненемъ (ем. етр. 479) 


1:2 4/2 22 
а! 2-м сш. Зы (1) 


_  Шолагая въ этомъ уравнени х=0, у=0, получимъ 2==с. СлЪ- 
довательно, поверхность переевкаетея осью ОЙ въ двухъ точкахъ Си 
С’ (иг. 116), отетоящихъ отъ начала координатъ на разетояве с. Еели 
же положимъ у==0, 2==0, или 1==0, 2==0, то получимъ для треть- 
ей координаты мнимое значен!е. Это’ показываетъ, что ови ОХ и ОУ 


) Изъ предыдущаго слфдуетъ, что три данныя прямыя не должны быть 
параллельных одной и той же плоскости. Въ противномъ случа, какъ увидимъ 
ниже (см. стр. 531), образуемая поверхность иринадлежить къ числу не имю- 
щихь центра. ‚© | Ра. 
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не переезкаютъ поверхности. Шоелвдняя имЪетъ, елздовательно, одну 
двйствительную ось и двЪ мнимыя. Точки С и С’ еуть ея вершины. 


о За 5 Уравненля главныхъ еЪ чен1й поверхноети 
получимъ, полагая послвдовательно 2==0, 
и 7 ий 1—0. Эти уравневя будуть 

т ое ри 

а? и а 8 9 
Изъ нихъ два поел дн1я представляютъ 
на. плоекостяхь ХОЙи УО7 двЪ гипербо- 
лы, имъюпия обпия вершины въ точкахъ 
Си С’; первое же не удовлетворяется во- 
все дЪйетвительными координатами хиу 
и потому не имзетъ дЪйствительнаго гео- 
метрическаго значемя.  СлЪховательно, 


плоскость хот не перес®каетъ поверх- 
ности. 





Фиг. 116. 
603. Нели положимъ въ уравнени (1) 2=й, то будемъ имЪть 





кей 
а? 6. С 
Или 
6272 с? > 


ан) + а 


Это есть уравнен!е проекции на плоскоеть ХОУ линш переевче- 
юшя поверхности (1) еъ плоскостью, параллельною плоскости ХОУ иот- 


етоящею отъ начала координатъ на разстояше й. Проекиая эта то- 
ждественна съ самой линей пересъчетя. 
Полагая 


а\/ 1?— с? _ р — в 
ау — с? я — 01 И ву 2 Е ар, 


дадимъ поелёднему уравнен!ю видъ 
ау 


Отеюда слздуетъ, что плоскостями, параллельными плоскоети ХОУ, 
поверхноеть пересвкается по эллипеамъ, Но такъ какъ. выражен!я ви 
а и принимаютъ дёйствительныя значеня только при #67, 
при Ф—= с. они обращаютея въ нуль, то завлючаемъ, что. а 
тельнаго нересъчения вовсе не будетъ, если езкущая плоскость‘ ветр8- 
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чаеть дЪИствительную овь О между вершинами Си С’. Тв же плос- 
кости, которыя проходятъ черезъ эти точки, суть касательныя въ нихъ 
къ поверхности. 

Въ проетранетвЪ, заключающемея между этими поелвдними илое- 
костями, не будегъ, елЪдовательно находиться ни одной точки по- 
верхности. 

604. Такимъ образомъ видимъ, что поверхность, выражаемая урав- 
ненемъ (1), состоить изъ двухъ отдьльныхъ частей или полостей, 
проетирающихея въ безконечность. Поэтому она называется двуполимь 
зиперболоидоме. Каждая изъ ея полооетей можеть быть разсматриваема, 
какъ описываемая перемённымъ эллипеомъ ГИГ/ (Фиг. 116), плоекоеть 
котораго остается перпендикулярною къ дЪйствительной оси поверх- 
ности, а вершины перемвщаютея по двумъ гиперболамъ, предетавляю- 
щимъ ‘ея главныя сЪченля. 

Нели въ уравнении (1) поетоянныя @ и 6 равны между собою, то 
веЪ сЪчен1я поверхности плоскостями, параллельными плоскости ХОУ, 
будуть круги. Въ этомъ случа поверхноеть можетъ быть разематри-_ 
ваема, какь описываемая поетоянною гиперболою, вращающеюея около 
ея дьйствительной оеи, и потому называетея двуполымь липерболоидомь 
вращеная.. | 

— 605. Предетавляя уравневая какого-нибудь дмаметра гиперболоида, 
(1) въ вид 


> 


д АЕ . 
ее БЕ а конек (0) 


получимъ для опредвлетя величины р, соотв тетвующей концамъ этого 


д1аметра, соотношеве 
$ Ф. 
о ее 


СлЪдовательно, 





Отеюда видимъ, что д1аметры (2), для которыхъ угловые параметры 
7, п, р удовлетворяютъ уеловю 


ата 
т п р | 
оо ое < 0 
аз т 62 < { 
перес®каютъ поверхноеть. Напротивъ, т маметры, для которыхъ 


32* 
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не имфютъ съ нею общихъ точекъ и потому называютея мнимыми. Къ 
числу поел®днихъ принадлежать и дв мнимыя оси ОХ и ОУ. 
Еели же имфемъ 


г) 


и р 0 
ат се 


то кординаты концовъ дмаметра (2) будутъ безконечно больпия. 
Иеключая 1, и и р изъ этого поелдняго уелов1я и уравневй (2), 
получимъ уравнене геометрическаго м%Ъета безконечно большихъ д1а- 
метровъ 
2? 


722 312 
гы в-0. ® ® .‚ Фо ® ° .‹ ФФ © (3) 


Это уравнен1е выражаетъ конусъ, который можетъ быть разематри- 
ваемъ, какъ описанный около поверхности, ибо образующия его еуть 
касательныя къ поверхноети въ безконечно удалевныхъ точкахъ. Онъ. 
называетея асимитотическимь конусом. егко убЪдитьея такъ же, 
какъ было показано для однополаго гиперболоида (ем. стр. 482), что 
точки поверхноети безпредзльно приближаютея къ точкамъ этого ко- 
нуса по мЪрЪ удалемя ихъ въ безконечноеть. 

606. Два гиперболоида однополый и двуполый, выражаемые урав- 
ненями 

о ое 

а ре и ое а 
въ которыхъ а, 6, с имвютъ одинаковыя значеня, называются сопря- 
женными. Изъ предыдущаго видимъ, что таке гиперболоиды имзютъ 
общий асимптотичеек1й конуеъ (3) и притомъ, вез мнимые даметры 
одного суть дЬйетвительные другого и обратно. 

Какая-нибудь плоскость 


Аз-- Бу-- 02+ О=0......... .(4) 


перееВкаетъ двуполый гиперболоидъ (1) по ливи’ второго порядка, 
‚ проекшя которой на плоекоесть ХОТ выражается уравненемъ. 


О? . 0% Аз Ву) о 
ао ка» В 


ИЛИ 


А В’зу-- 0+ Ре ЕУ-Е=0, ‚а а (5 


тдв ковхФеищенты 4”, В’,... Е’имЪютъ слвдующия значения: 





Ро: а РАБ 0 в 
О ЗРЯ а + ИЯ, 

о 2.9 __ 7) 
рта, ЕЕ, лы я 


Сравнивая эти коэфФищенты съ коэффищентами уравненя, имвю- 
_щаго такое же значенме для однополаго гиперболоида (ем. стр. 483), 
зам чаемъ, что различ1е состоитъ только въ значеняхъ постояннаго члена 
Е. Это позволяетъ заключить, что 0ва сопряженные зитерболоида пере- 
съкаются одною и тою же плоскостью 10 лииямь  подобнымь, подобно 
фрасположеннымь и концентр ически: №5. 

Отеюда слёдуетъ, между прочимъ, что двуполый гиперболоидъ, по- 
добно другимъ центральнымъ поверхноетямъ второго порядка, иметь 
круговыя сЪченя и что системы плоскостей круговыхъ сЪченй .для 
него т5 же самыя, какъ и для сопряженнаго еъ нимъ однополаго ги- 
перболоида. Это суть плоскости, выражаемыя уравненями 


-Уй-я— ура =, | 


ыы в в 8) 
Рура Пу | 


гдз Ки [ поетоянныя неопредфленныя (ем. етр. 487). 
Очевидно геометрически, что между плоекоетями, переезкающими 


_ однополый гиперболоидъ по эллинеамъ, существують тавя, которыя 
вовсе не пересЪкаютъ двуполаго гипербохоида. Таковы напр. плоскости 
перепендикулярныя къ дЪйетвительной оеп двуполаго гиперболоида и 


переевкаюпия эту ось между вершинами Си С. 
607. Плоскоеть (4) будеть казсательною, когда, коэеФищенты урав- 


неня (5) удовлетворяютъ уелов!ю (ем. стр. 412) 
(ВГ’Е — А’Е*— СТ”) — (В*— 4А’О)Е=0 


При указанныхъ выше значеняхъ этихъ коэфФищентовъ оно обра-. 
щаетея въ 


Аа? ВО? -- 0:= 
и двучленъ В”—4А’(” будетъ имъть отрицательное значене 
СТ? 


Это показываеть, что всякая касательная. ‘плоскость к двуполому 
нии. иметь съ этою поверхностью. только. одн у общую _точку. 


мы 


мять мы. .. 
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СлЪдовательно, двуполый гиперболоидъ не имъетъ прямолинейныхъ 
образующихъ, ибо въ противномъ случа существовыли бы каесатель- 
ныя плоскости, имъюпия еъ гиперболоидомъ обишя прямыя (ем. стр. 496)- 

Координаты точки прикоеновен!я плоскости (4), какъ удовлетворя- 


юшйя одновременно ея уравненю и уравненю гиперболоида (1) бу- 
дутъ, очевидно, : 


>, 
© 
2 
`._ 
5 
2. 
$ 
62 
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] — х —_—— ы 
Г ) 7 у | В э 71 р 


ры Вт 
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велздетв!е чего уравнене (4) принимаетъ видъ 


0” в“ ’ 


я а-я 1: унии. (@) 
Это ееть уравнен!е касательной плоскоети къ двуполому гиперболо- 
иду въ данной на немъ точк%. Оно же выражаетъь полярную плоскоеть 
точки (11, 9/1, 21) отноеительно двуполаго гиперболоида въ томъ елу- 
чаЪ, когда эта точка дана какъ-нибудь въ пространетв%. 
Уравнен!я нормали къ двуполому гиперболоику въ точкЪ, данной 
на этой поверхноети, бухутъ, очевидно, 


42—11) _9%у— 9) 6—2). 
21 1 — 21 


608. Легко видёть, что къ двуполому гиперболоиду могутъ быть 
проведены касательныя плобкоети, им юпия направлен1е плоскоетей кру- 
товыхъ свченй. Это елфдуеть изъ того, что въ уравненяхъ (6) не- 
‚ опредЪленнымъ постояннымъ К и { могутъ быть даны такя’ дёйетви- 
тельныя значеня, при которыхъ они выражаютъ каеательныя плое- 
кости. ЕКели положимъ, напр., что это еправедливо для перваго изъ 
уравнений (6), то изъ сравнен!я его съ уравненшемъ касательной плос- 
коети (7) будемъ имЪть 


471 ` #1 . Ё 


а\/5—в? ссузе Ё 


Слздовательно, 


а\/— ай - су 


Е о РР. А 
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Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравненю ги- 


перболоида (1), то получимъ - / 
5—2 
№ р 
откуда 


Къ подобному же результату 'иридемъ, отождеетвляя значене вто- 
рого изъ уравненш (6) съ значешемъ /уравневля (7). 


Для координатъ 21, У, 21 получимЪъ, такимъ образомт, елЪдую- 
пгую систему значений 


# 


2 — а? 81 28 
Ат —4* ‘у, ко суб? с* 
Уа?-Е с? : уз 


Это суть координаты точекь округлев1я (ем. стр. 474). 
609. Чтобы уравненйю касательной плоекоети (7) дать видъ 


16050 -|- уеозВ -{ 2608) =, 


гдЪ р означаеть длину перпендикуляра изъ центра на эту плоекоеть 


-ио, В, 7 углы, соетавляемые имъ еъ осями гиперболоида, нужно по- 
ложить 


476050. __ 62еоз В с2е05-/ __ 
7 д — 1 


Слвдовательно, 


ь 


а 1 21 
#(608%— — е 6е0$ =, 6605) —= = 


откуда 
7) о а 
т 1 1 91 
а?еоз?х- бов — оо 25. = — “= —#' ; 


и потому уравнене касательной плоскости, перпендикулярной къ дан- 
ной прямой, будетъ 


деово -|- усозВ -- 2605 — —\с*е05* — ае05х— 63е08°В... . (8) 


Сравнивши это уравнен1е съ подобнымъ же уравнентемъ кабатель- 
ной плоекоети къ однополому гиперболоиду (ем. стр. 486), легко видёть, 
что, при одинаковыхъ значешяхъ угловъ @, В, '], одно уравнеше вы- 
ражаетъ дЪйствительную плоекость, а другое мнимую. Это показывает, 
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что къ двумъ сопряженнымъ гиперболоидамъ въ одномъ и томъ же 
направлев1и касательныхъ плоскостей провеети нельзя. 

Изъ уравнен1я касательной плоскости въ вид (8) выводатея для 
двуполаго гиперболоида, такъ же какъ и для другихъ центральныхь 
поверхностей, слфдуюция два предложенля: 

1) Сумма квадратовь перпендикуляровь, опущенныхь изь центра 
на три перпендикулярныя между собою касательныя плоскости, имъеть 
величину побтоянную. 

2) Геометрическое мюсто вершины прямою трифанною ума, 
рани котораю касаются  зиперболоида, есть сфера концетрическая 
съ зитерболоидомь ‘). 

‚ 610. Положимъ, что 2, 9, 21 еуть координаты какой-нибудь 
точки ЛМ: даннаго двуполаго гиперболоида (1). Уравнене касательной 
плоскоети въ этой точкЪ будетъ ` 


НИ = 


На — —=— 1, 


а уравненле маметральной плоскости, параллельной съ этою касатель- 
ною, будетъ 


27 ЕЯ 221 Ру 
5 о... 

0бЪ эти плоскости должны пересекать однополый гиперболоидь, 
сопряженный еъ даннымъ двуполымъ, по эллипеу (ем. стр. 425 и 501). 
Известно, что веякая даметральная плоскость, проходящая черезъ 
маметрь ОЛМ:1, есть сопряженная съ плоскостью (9) (ем. стр. 443). 
Поэтому, взявши на послёдней двЪ точки 45 и М3, елужапия концами 
двухъ вопряженныхъ дламетровъ эллипеа, получаемаго въ сВчени одно- 
полаго гиперболоида, будемъ имЪфть, что три даметра ОЖ, ОМь», 
ОМ: предетавляютъ систему сопряженныхъ маметровъ по отношен1ю 
къ обоимъ еопряженнымъ гиперболоидамъ. 

ВелЬдетв1е того, что точка Л; взята на данномъ двуполомъ гипер- 
болоидв произвольно, можно заключить, что вез системы сопряженныхъ 
_Маметровъ для двухъ сопряженныхъ гиперболоидовъ однё и т же. 
При этомъ одинъ изъ даметровъ веякой такой еиетемы ееть д®йетви- 
тельный для двуполаго гиперболоида, а два друге для однополаго. 





1) Изь этихь двухъ свойствъ, общихь вовмъ центральнымъ поверхностямъ 
второго порядка, одно есть слЁдстве другого, ибо перпендикуляры изъ центра 
поверхности на три трани прямого триграннаго угла, образуемато касательными 
плоскостями, суть ребра прямого параллелепипеда, для котораго и соеди- 
нзющая вершину этого угла съ центромъ, есть матональ. 
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Обозначая координаты точекъ 245 и Му черезъ 22, у, 20 И 2, уз, 
23.и замфчая, что эти точки лежатъ въ плоскости (9), будемъ имЪть 


{ 





215 1/2 _ 2122 27123 1/3 2123 
НА 0, А би 0) 
Такъ какъ, далфе, точка М; должна лежать въ даметральной 
плоскости, параллельной съ касательною плоскостью къ однополому 
гиперболоиду въ точкЪ 15, то должно быть ` г 


Холз , У2уз 2223 
8.1 р = ==0. ооо фо (11) 








) , 
Если положимъ, что углы, соетавляемые даметрами О, ОМь, 


ОМз еъ осями гиперболоидовъ, суть послдовательно у, В1, ть. о, 
В», о, из, Вз, |з, то будемъ инЪфть 


5 З 
Я _ У. 21 22 __ 42 22 


——— —-- ) —-[ = , 
©0801 с05В1 03/1 — ©0395 е05 Вэ 082 

















23 __ 43 _ 23 


) 
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велфлетв1е чего изъ предылущихъ равенетвъ получимъ 


034160592 ; с08В1е08ба  с05`] 1605" __ 


и?  _ и 
6054160863 908108 вов ооз а 

а? 6? 6* 
6050260543 „ 6030560803 —©08`] 26083 | 
Е АИ Е 


равенетва, предетавляюция завиеимость между направлетями их» 
вопряженныхъ маметровъ гиперболоидовъ. 

611. Изъ трехъ точекъ Л:, №2, М, предетавляющихъ концы ео- 
пряженныхъ шмаметровъ, первая принадлежитъ, какъ предположено вы- 
ге, данному двуполому гиперболоиду, & к остальныя однополому. 
Велфдетве этого должно. быть 


® 9 
В ты 
а? р? с. | | 
о. | г д 9 9. < 
28. | Уз. 2 1 2 | | 


Изъ этихъ равенствъ и равенетвъ (10) и (11) можно вывести соот- 
ношеня между величинами сопряженныхъ даметровъ поередетвомъ та- . 
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кихъ же точно преобразований, какя были едфланы надъ подобными же 
равенетвами для эллипеоида (см. етр. 475 и елБд.). Но тЪ же еамыя е0- 
отношен1я могутъ быть обнаружены еще слвдующими соображенями, 
еостоящими въ примзнен1и теоремъ Аполлон!я (ем. етр. 203 и 233) къ 
се ченямъ гиперболоидовъ даметральными плоскостями. 

Обозначимъ черезъ @, 6’, © длины трехъ еопряженныхъ полуда> 
метровъ ОМ, ОМ, ОМ:. Изъ нихъ два первые суть сопряженные . 
полулламетры эллипеа, по которому плоскость М ОМз перееъкаетъ одно- 
полый гиперболоидъ. Вели назовемъ черезъ &”и 6” два друме еопря- 
женные полудаметра эллипеа, изъ которыхъ первый лежитъ въ плос- 
кости ХОЙ, то, въ еилу одной изъ теоремъ Аполлонйя, будемъ имЪть 


а/? ыь 2 — а” ри р’ с”, 


причемъ а”, 6’ ис представляютъ также систему трехъ сопряжен- 
ныхъ полуд1аметровъ. 

Плоекоеть, проходящая черезъ паметры 6” ис, пересвкаеть гипер- 
болоиды по гиперболамъ, для которыхъ эти даметры суть тоже еопря- 
женные. Обозначая черезъ 6” и с”’ два друме сопряженные полуща- 
метра тёхъ же гиперболъ, будемъ имЪть, въ еилу теоремы Аполловя, 


а”? -- 6? — ны 2 — а”? 2 ВВ с”. 


и еели допустимъ, что маметръ с”, такъ же какъ и а”, лежитъ въ плое- 
кости ХО7Й, то даметръ $” будетъ совпадать съ осью ОУ и, елдо- 
вательно, должно быть 6”==6. 

Тажимъ образомъ получимъ 


а/2 -- 2 — (2— а? -- р2— с", 


Замзчая, наконецъ, что @’и с” суть сопряженные полудаметры 
гиперболъ, по которымъ гиперболоиды пересекаются плоскостью ХОЙ, 
будемъ имЪТЬ, по той же теоремв Аполлония, 


! 


а — 6—7 — 62. 
_Слвдовательно, 
ао — 62—92 -- 2—2. 


_‚ Итакъ, алебраическая сумма а?ч-У3—6? имтеть постоянную 
величину для веть системь сотряженньцг даметровь обоцхь зипер- 
болоидове. й 
р 612. Такими’ же разеужден1ями легко: доказать и друпя соотно- 
шен!я между длинами сопряженныхъ д1аметровъ, выведенныя выше для 


эллипеоидовъ. Такъ обозначая черезъ У(а’, 9, ©) объемъ параллеле- 
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пипеда, для котораго полумаметры @’. 9, с’ служатъ ребрёми, будемъ 
имМЪть 


Иа’) = Иа” с), 


ибо эти два параллелепипеда имфютъ одну и ту же выеоту и равно- 
великя основаюя. По той же причин заключаемъ, что 


Та” 5”) == Та” В”) (а, 6), 


и’ и и . . | 
г а, 6, с” имфють т же значен1я, какъ и въ предыдущемъ. 
Слдовательно, 


Иа,6'е)—=И(а,о). 


Итакъ, 0обземь параллелепитеда, построеннаю на трехь сопряжен- 
ных Чаметраль итерболоидовь, иметь величину постоянную. 


Примфры и задачи. 


1. Данъ эллипеоидъ уравнешемъ 


2 3, 
ин += 
Найти на немъ такую точку, чтобы плоскость, каезющаяся въ ней эл- 


липсоида, составляла равные углы съ его главными. даметральными плос- 
КОСТЯМИ. К ы : ' 


а? 2 _ с? 
Ма? -{ 62+ с?’ 9 Ус?’ 1 уче 

2. Данъ эллинсоидъ и на немъ точка (11, 91, 21). Найти даметральную 
плоскость, проходящую черезъ нормаль въ этой точк$. 


Отв. | 1 —= 


© 2; 
Отв. аа) + (а) +5) —0. 
3. Найти геометрическое м$%ето основан! ДЕ ‚ пущенныхь 
ИЗЪ центра, эллипсоида на касательныя ЕвЪ нему плоскоети. 
Отв. (22 - 92 + 22) — 02? — 6Зу — са? = 0 
4. Даны двЪ поверхности второго порядка 


22°, 14 2? 2 2? 
Ее т и = 


Найти геометрическое место точекъ, полярныя плоскости Которыхъ относительно 
одной изъ этихъ поверхностей касаются другой, 


=]. 


7 а. 217? | 6722 р: С'222 


О в. Е ЕТ Аа — = 
Г ад 04 сй 


5. Даны два эллипсоида. 


м 9) 29 е 
`` ав Туз Тв = 1 
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Найти уравнен!е конуса, образуемато ихъ д!аметрами, проходящими черезъ 
точки перес$ченя перваго эллипеоида съ плоскостью полярною данной точки 
(21, Ул, 21) по отношеншю къ второму. 
8 2 2 
№ 2 (2, У | 2 

р а ' 6? в (= Тут о. 

6. Найти геометрическое м$сто центровъ кривыхъ, получаемыхъ при 
перес Я чен!и гиперболоида, даннаго уравнешемъ 


>9. 


4/2 22 


——=1, 


2 с 


плоскостями, проходящими черезъ данную точку (11, У, 21). 
2 ‘2; 
рии, а; — 221) + 5 (у (23—20 =0 


Найти геометрическое м$сто точки, полярная плоскость которой отно- 
сительно даннаго эллипсоида, 
ся 
р 
проходить черезь концы трехъ сопряженныхь дДЛаметровъ этой поверх- 


ности. 
| 72 22 22 

Отв. ты ==3. 

. Найти геометрическое м$сто основаяй перпевдикуляровъ, оцущенныхъ 
изъ Центра даннаго эллипсоида на плоскости, проходящйя черезъ концы трехъ 
его сопраженныхъь дламетровъ. 

Отв. 3(22 - у? + 22) — (а222? -{ 624? - с?272) —=0. 

. Найти геометрическое м$сто сопряженныхъ д!э.метровъ даннаго эллип- 
соида, при услови, чтобы прямая, соедиияющая концы этихъ д!аметровъ была, 
параллельна, прямой 


12 22 [т т? р? тр пу ф2\? 
м (5+3 с? (5+з+5) = т ее, Е 


№. Найти коническую поверхность, рама системами равныхъ 
сопряженныхь д1аметровъ, эллипсоида,. | 
2 2? 2+2? 


Отв. фо оо 27% 
5+ | а? - 2 + с? 
м. Найти условие, при р мне данный уравнешемъ 
У а 
ок + 62 = 1, 
иифеть систему сопряженныхъ д!аметровъ, лежащихъь на конус% 

"02. /2 22 — 
= не == 0. 
а? 60? © 

| 2 № ее - 

Отв. а? -- 2 с” = 0. 


_ 12. Даны два р и № 


4/2 "_ | 2 9/2 р. 2 
+ а и +1, я ее. 


хде 309 за 


Найти геометрическое м$ето точки перес$чен1я трехъ плоскостей, касательныхъ 
ко второму и параллельныхъ тремъ сопрежевнымъ д1аметральнымъ плоскостямъ 
первало. 
12 2 22 0” [”? с”? 
Отв. Ее 9 те тени — —. 
2 0 6? 2 0 с? 


18. Найти услов!е, при которомъ типерболоидъ 


2? 4 2 
В я“ 


имфетъ три перпендикулярныя между собою прямолинейныя образующия. 


1 1 1 
гы 


Отв. 


14. Данъ однополый гиперболоидъ уравнешемъ 


у2 22 ху 
т? т 2 ро 


Найти его прямолинейныя образующия, параллельныя осямъ координатъ. 


77, 
Отв. у— +”, 2=2Е 


777% 
7 м ) 


7 77278 
== ^Р. 9; == а 5 
77° 


Е оный ) 


77% 


7% 3 


при чемъ верхше знаки соотвфтетвуютъ образующимъ одной системы, & нижн!е 
другой. : 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 
Параболоиды. 


$ 1. Эллиптичесюй параболоидъ. 


613. Мы видфли выше (ем. стр. 429), что надлежалщимъ выбо- 
ромъ системы координатъ уравнеше веякой поверхноети второго порядка, 
пмфющей безконечно удаленный центръ, можеть быть приведено къ 
виду | 


Ааз-- Ву 272—0. аа) 


При этомъ, если система координатъ прямоугольная, то плоеко- 
ети ХОЙ и УОХЙ суть главныя паметральныя плоскости поверхности 
(ем. стр. 438). 

Ограничимея сперва елучаемъ, когда въ уравневи (1) коэфеи- 
пенты 4 и Б имфютъ одинаковые знаки. 

Такъ какъ посредствомъ соотвзтетвующаго выбора положитель- 
наго направленя оси ОЙ можно третьему члену уравнен!я (1) придать 
какой угодно знакъ, то, не лишая общности значеше этого уравненя, 
мы можемъ предположить, что коэхфищентъ «7 имЪеть знакъ, обратный 
знаку двухъ другихъ коэффищентовъ. 

Полагая въ такомъ случа 


= 


———=р и —==90, 


А 


приведемъ уравнене (1) къ виду 


в о 
Нав а в 


гд5 р и 9 суть величины положительныя. 
Займемея изелёдоватемъ свойствъ. поверхности, выражаемой та-_ 
кимъ уравненемъ. 


— 511 — 


=-614. Нели положимъ въ уравнени (2) 2—0, то будемъ им%ть 
22 9? 
Ни — 
р 4 


Единетвенныя дЪйствительныя значеншя фи 9, удовлетворяющия 
этому уравненю, суть 2==0, у==0. Слдовательно, плоскость ХОУ 
есть касательная къ поверхности (2), ииъющая еъ нею только одну 
общую точку, начало координатъ. 

Полагая, далЪе, въ уравнени (2) поелздовательно /=0 и х==0, 
получимъ 


2 и =. 0... ... (3) 


Отеюда видимъ, что плоекостями ХОй и УОЙ поверхноеть (2) 
пересвкаетея по двумъ параболамъ, имъющимъ ось ОЙ общею осью и 
начало координатъ общею вершиной. Величины 0 и 4 суть параметры 
этихъ параболъ. 

Изъ того, что уравневя (3) при В ствитеЛЬНыхЪ д и у уховле- 
творяются только положительными значенями 2, слфдуетъ, что 06% 
параболы простираютея въ безконечноеть въ 
одномъ и томъ же направлен, именно въ по- 
хожительномъ направлении оси 07. 

Параболы АОА’ и ВОВ’ (Фиг. 117), по 
которымъ поверхность (2) переезкаетея 
плоскостями ХОЙ и УО%Х, предетавляютъ. 
его лавныя спчепя: ихъ общая ось назы- 
вается осью этой поверхности. Начало ко- 
‚ораииать, ость, бдинетвонвая,. верщива ПО. 
верхности. 

615. Лимя пересБчеюя раземэтриваемой ` фиг. 117. ` 
поверхноети какою-нибудь плоскостью, параллельною плоскости ХОУ, 
выразитея совокупноетью уравневя (2) съ уравнешемъ — 





предетавляющимъ всякую такую плоскость. 
Проекпля этой лини на плоскоеть ХОУ, тождеетвенная, очевид- 
но, съ еамою линею пересБченя, будетъ выражаться уравнешемъ 


_ 22 ы 4 4 
и ЕЕ г — ОЙ 
рт Ч 
ИДИ 


у? 


зы +5 2 


— 512 — 


или, наконецъ, 


172 2 
РК 
гд5 положено 
а=\У2ф п 69—29. 


Поелфднее уравнене предеставляеть эллипеъ, дЪйетвительный 
только при положительныхъ значеняхъ й, безпредфльно увеличивающийся 
при возрастави й и обращаюцийея въ точку при #—=0. 

Это показываетъ, что поверхность (2) расположена везми точками 
выше плоскости ХОУ, проетираетея въ безконечноеть и соетоить изъ 
одной сплошной полоети, которую можно разематривать, какъ описы- 
ваемую леремфннымъ эллипсомъ АВ.А’ВБ’, плоскость котораго остаетея 
параллельною нлоекости ХОУ, а вершины перемёщаютея по двумъ 
параболамъ 4ОА’и ВОВ’, находящимся на плоекостяхь ХОЙи 704. 

На_этомъ основани поверхноеть (2) называетея эллийтическимь 
параболоидом. чес 

Если въ уравнеши (2) р—=4, то веб ливши перееБченя поверх- 
ноети плоскостями, перпендикулярными къ оси ОЙ, будутъ круги. Въ 
этомъ случаз поверхноеть называется параболоидомь вращещя, ибо ее 
можно разематривалть, какъ описываемую постоянной параболой, вра- 
щающейся около ея оси. 

616. Возьмемъ теперь плоекость, выражаем ую общимъ уравнешемъ 


Аж- Ву б#-+р=0,........... (4) 


и будемъ сперва предполагать, что въ этомъ уравнен!и коэефищенть 
С не равняется нулю, т. е., что разематриваемая плоскоеть не парал- 


лельна ови 07. | 
Въ такомъ елучаЪ, предетавляя уравнеше проекши ливши перес$- 
чен1я этой плоекоети еъ нараболоихомъ (2) на плоскоеть ХОТ въ видв 


А’? В’ру-- ОР бе Бу РЫ0,....... (5) 


будемъ имЪть 


&=5. Б’==0, со, Р=24, Е’ —=2В, Е’ =2). 


Отсюда видимъ, что лин!я переевчен:я можетъ быть только’ эл- 
липеомъ, ибо двучленъ 


# 


о 
ВА’ 49° 


у 


имфетъ величину отрицательную. 


АБО: = 


Такъ какъ отношеня между` коэфхишентами А’ В’ (’ не зави- 
сятъ отъ коэфФфишентовъ озкущей ‘илоскоети. (4), то заключаемъ (ем. 
стр. 279), что уравнеше (5), при везхъ возможныхъ положеняхъ этой 
плоскости, выражаетъ эллипеье подобные и подобно расположенные. Въ 
чаетномъ случаз для параболоида вралщен!я вов эти эллипеы суть круги. 

Итакъ, проекции всьжь возможныхь плоскиль спчешй параболоида 
вращентя на плоскость, перпендику дярную кз ‘ею ови, суть крути. 

Услове, что плоекоеть: (4) касается параболоида, т. е., что’ урав- 
нене (5) предетавляетъ только одну рен ю м выралаетея, 
какъ извЪетно, равенетвомъ | 


(ВЕ — А’Е*— 0 в"— АЕ. 
Въ настоящем охучав оно. приводитея КЪ олфдующему 
Ар -- В —20)Р=0. 
Нри тов ‘услови, какъ ураёнене параболоида, такъ.и уравнен! в 
плоскоети (4). уховлетворяютея слздующими значен1ями координатъ’ ^" 


о". а > 
О и.о 


Это уть, елВдовательно, координаты точки прикоеновеня. каса- 
тельной плоскости, Обозначая ихъ ре 21, Ут, 21, будемъ имЪть 


Су: 


Са. и "== (21. 


р’ 


ВлЪдетв1е этого уравнене (4) принимаетъ видъ 


ды В 


Ал, Ут МЕС | 
Е акк 1 
въ которомъ оно представляеть касатедьную плоскость къ. рр 
въ данной на немъ точкъ. и | ы 
Уравнен1я нормали къ о ллиптическому и иребозовие, ВЪ а на, 


немъ точкз, будутъ, елЪдовательно; имЪть видъ. 


\° * 





(ет) __Ч@(у— 91) __г— 2 


71 о Е 


617. Нели въ уравнени (4). козеФищентъ (0 равняетея нулю, такъ 
что эта плоекоеть будетъ параллельна оси 07, то ливня ея перее%че- 
н1я съ параболоидомъ опредзлитея. проекщею ‘на одну`изъ плоскостей 
ХО7 или ТОЙ. Такъ, исключая у изъ* уравненй (4) и (2), получимъ 
уравнене проек. диши первезченя‘ на плбскоеть ХО7 въ видь 
33 


Андреевъ. Аналитическая гоометр/я. 


— 514 — 


(4А%-- 0} 
›’ В 





— 22 


ИЛИ 


С +} и в 0 
в Ч 4 

Это есть уравнеше параболы, ось которой параллельна оеи 0Й. 

Изъ сказаннаго видимъ, что въ ефчени эллиптическаго парабо- 
лоида различными плоскостями могутъ получаться лишь эллипеы. и па- 
раболы, при чемъ поелЪдиия получаютея только для еЪкущихъ плоеко- 
стей, параллельныхъ оси поверхноети. 

Такъ какъ не существуетъ вовсе гиперболическихъ с$ченй, `то 
не можеть быть и плоскостей, которыя имфли бы еъ поверхноетью об- 
пуя прямыя. Слёдовательно, эллиптический а не имфетъ пря- 
молинейныхь образующихъ. 

_ 618. Обозначая черезъ { длину перпендикуляра изъ вершины па- 
раболоида на касательную плоскость, а чрезъ а, В, / углы этого пер- 


пендикуляра съ осями координатъ, предетавимъ уравнете этой плое- 
кости въ видь 


16085 -|- уеозВ -{- 2608 —1=0 ......... . (1) 
Изъ сравнен1я этого уравнен!я съ уравнетемъ (6) нах одимъ 


ок А АЕ 
ре0зх 46088 вов Г 








СлЪдовательно, 


2008“ _ 9е08В р. 
——> —=—— Ё1—=——. 


== — 
" 08 05“ е08*| 


Такъ какъ эти Боординаты должны удовлетворять уравнению пара- 
бохоида (2), то будемъ имЪть 


605% / ©0878 


605" 9 








Р ‚08 е05"” 





откуда 
‚в с08?а -- ее 


— 2е08у_ з 


водфдетвье чего уравнен!е (7) принимаетъ видь 


2(х 6050 - усовВ -+ 2е08')е0зу 220539 -|--9 сов? В == 0. 


— 515 — 


Это есть уравнение касательной плоскости, имвющей данное на- 
правлене. 


Возьмемъ три какя-нибудь перпендикулярныя между собою каеа- 
тельныя плоскости, и пусть уравнен1я ихъ будуть 


2(хеовои -[- усов! -- 2605*1)с08\/1 -- сова -- 4е0328, =0, 
2(2созбе -|- усов В»-|- 2608/2053 2605205 —- 0608? В=0 
2(хеоваз -[- усовВз -—- 2605`з)е0з-уз -- рео5?аз -- 4е0в? В: = 


ВелЪдетне перпендикулярности плоскостей должно быть 


с08?%; - 0829 - е082из=1, 
05281 —- 05? Во | 08? з —1 ; 
052); -- е082у-- е058/ 3—1, 


6080 1605^\1 -- 6050/2608" 2 -{- 08360653 = 0, 


05816031 -|- е08Вэе08*/2 Е созВзеовуз=0 


и потому, еложивши уравнен1я плоскостей, получимъ 


22 р-9=0 


Это показываетъ, что зеометрическое мюсто вершины прямою три- 
раннаю ула, фани котораю касаются эллиптическаю паюаболоида, есть 
плоскость, перпендикулярная кз оси этой поверхности. 

619. Между плоекоетями, переезкающими параболоидь по ды 
самъ, существуютъ плоскости. круговыхъ еченй. Въ этомъ легко удо- 
‚ етовзритьея елфдующимъ образомъ. 


Предетавимъ уравнен1е параболоида (2) въ видб 


922 -- ру?— 24 


и положимъ, что въ немъ (р. 
Придавая къ обфимъ чаетямъ поелёдняго уравнен!я выраженше 


в(-г”), 
получимъ 
| д-ра? у - 2) =(а--2?)-- 2042 
ИЛИ о 


ря у) — ара. 


Представленное въ такомъ видВ уравнене параболоида можеть 
быть разсматриваемо, какъ получающееея отъ перемножен!я двухъ ел%- 
дующихъ уравневй: 


Ир 4—0 ==К, с о фз о о . 0 . (8) 
33* 


2169 
и, Мо 2/ч—в)== (а? + у 22) — 25», 


въ которыхъ верхнему знаку соотвзтетвуеть верхний, а нижнему ниж 
ый, и изъ которыхъ. первое выражаетъ плоскость, а второе серу. 
м заключаемъ, что плоскоети, выражаемыя ас 


д = =. и Он 


при НОА значени К, перес®каютъ аибовы по кру- 
гамъ. Велфдетве. предположен1я, что (>р, этими уравнен1ями выра- 
жаются дьйствительныя плоскости, параллельныя оси ОУ и наклонен- 
ныя къ плоскости ХОУ подъ равными углами, ибо, обозначая черезъ 
ф уголъ плоекоети (8) еъ плоекоетью ХОТ, будемъ имЪть 


ее 
| Ур 


И, олфдовательно, 
Уа— р У 


У _ Уз 


‚.Итакъ, эллиптический парабохоидъ, подобно вефмъ центральнымъ 
повёрхностямъ, имзетъ дв системы плоскостей круговыхъ оъчевй, 
Плоскоети эти’ перпендикулярны въ той изъ двухъ главныхъ плоское- 
тей ‚ параболоида, которая даетъ въ сВчени параболу меньшаго. пара- 
метра. 


эшф= == Г е08ф== 


Очевидно, ‘что’ дия параболоила вращен!я 06% эти системы ели- 
ваются въ одну систему плоскостей, ’перпендикулярныхь къ оси вра- 
В ИН 5 ее 

620. Въ уравнен1и (8) постоянному # можно дать такое значене, 
при ‘которомъ оно предетавдяетъь касательную плоекоеть. Въ еамомъ 
дЪлЪ, сравнивая это уравнен1е съ уравнен!емь (6) въ уриииоложени, что 
они: ‘ИМВЮтТЪ РоХНо ‘и то же значенле, будемъ имЪть 


Дл - | == Ей 


ЕрУа—р У № 


и —-— -0. 
Сл»ховательно, ' | 


а1==\Ура— р), з ТР у 


Подетавляя эти координаты въ уравнеше параболоида- (2), полу- 


чу ъ, 


— 517 — 


а 
т 


откуда, а 
р @- №. 
и— а 


Такимъ образомъ ‘убЪъждаемея, что эллиптичесвйЙ параболоидь 
имЪетъ двз точки округленая, опредёляемыя координатами 


= У а—2), ао, и= 2 т 


`621..Элхиптичеек1й оли предетавляетъь предьлъ, къ Котоз 
рому приближаетея эллипеоидъ при безконечномъ возраетани' его' осей 
Въ еамомъ дёлЪ, возьмемъ уравнен1е эллипеойда въ видь 


д у 2? 


вт" 


Перемзстивъ систему координатъ такъ, чтобы начало координатъ 
совпадало еъ каримъ-нибудь изъ концовЪ большой оси поверхноети, з 
направлете осей оставалось прениее, преобравуемъ послзднее уравненте въ 


= г 2 о 
т У а" 
ИЛИ 


2: м а 


.. Предполагая теперь, что постоянныя а, 6, © ие зщ 
28 @: 
таютъ но’ Такъ, что отношенйя ти. стремятся _ = конечным ‘пре 


що . . 


ин р И 9, еж. имъть, что уравнеше тия а ВЪ 
предзлВ въ 


2 2... 
— 1—2 9—0 
та 


а это ееть уравневнле эллиптическаго. мин, ось котораго совпа- 
хаетъ съ осью. ОХ; 1... а: 5, а ое ах В 

Можно также разематривать и аребыловкь, какъ нрё- 
двлъ двуполаго гипербохоида. Въ самомъ и, взявъ уравнене дву- 
полаго гиперболоида ВЪ ВИДЁо : 


— 518 — 


и перенеся начало координатъ въ одну изъ вершинъ поверхности, не 
измёняя при этомъ направлешя осей, преобразуемъ его въ’ | 


о у а. а 

я т я. —0 
или 

сх? 64? 2? 

за. в _ и 


Предполагая далфе, что поетоянныя @, 6, с безпредвльно возрае- 
2 р? 
__. 6 
таютъ, но такъ, что отношешя —- и — стремятея къ конечнымъ предв- 


ламъ ри 9, будемъ имъть, что въ предфлВ поелднее уравнене об- 
ратитея въ 


что предетавляетъ эллиптичеек!й параболоидъ, ииЪюний своею осью овь Ой 


_& 2. Гиперболическй параболоидъ. 


- 


‘622. Въ предыдущемъ мы и поверхноети, выражае 
мыЯ неиь 


Аа? Ву, (еее. (1) 


когда въ немъ коэфоиценты А и В имзютъ одинаковые знаки (ем 
етр. 510). Обратимея теперь къ случаю, когда знаки этихъ коэФффи- 
пентовъ различны. 

- Такъ какъ знакъ поелдняго члена уравнения (1) зависитъ отъ вы- 
бора положительнаго направлешя оси ОЙ, то этотъ выборъ можеть 
быть едвленъ такъ, чтобы коэзеищенты А и У имзли ри знаки. 
„Велвдетне` этого можно предполагать, что отношеня. 


—4 : У 
Г В. 
| ИМЪюЮтТЪ величины положительныя. 


Обозначая эти величины овзиовалекьно черезъ: г и 4 хадимъ 
уравненно, (1) видъ. 
7 х в. а 
я, „© © ро ото ... © ‚* 36 (2) 
Вь @ | гк 


Займемея изелдовашемъ его значения. 
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623. Полагая 2—0, получимъ изъ уравненая (2) 


2 2 
4;^. я | 


р Ч 


Это уравнене выражаетъ на плоскости ХОУ совокупность двухъ 
прямыхъ, проходящихъ черезъ начало координатъ и составляющихъ еъ 
осью ОХ равные углы. Тангенеы этихъ угловъ суть 


Уч 
| —= Е —. 
в Ур 


Слфдовательно, плоекоеть ХОУ ееть касательная къ поверхности. 
(2) и начало‘ координатъь—ея точка прикоесноветя. мм 
Полагая въ уравнен!и (2) поелВдовательно у=0 и 1—0, получимъ 


= и у—— 242. 


Отеюда видимъ, что плоекоетями ХОЙ и УОХ разематриваемая 
поверхность переезкаетея по параболамъ, иизющимъ начало координатъ 
общей вершиной и ось 0Й об- оч р а 
щею осью. При этомъ первая па- ое 
рабола АО.А’ (фиг. 118) проети- 
раетея въ безконечноеть въ по- 
ложительномъ направлени оеи 
ОЙ, а вторая ВОВ’ въ обратную 
еторону. Величины р ид суть 
параметры этихъ параболъ. 

Параболы АОА’ и ВОБ'’' пре- 
ставляютъ главныя еЪчен1я по- | | 
верхноети. Во В: ЗА 

624. Лин!я пересвченя поверхноети (2) еъ какою-нибудь плоскостью, 
параллельною плоскости ХОУ, выражается еовокупноетью `уравневй 





‚9 а. Е В А 
и, У р. а а) 
р 94 | 


изъ нихъ поедёднее представляетъь на плоекости ХОУ проекцю зтой 
лини. АА г 

Нели величина й, т. е. разетояте езкущей плоскости отъ начела 
координатъ, иметъ знаэчете положительное, то, полагая 


20й == а? И 29 —0?, 
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дадимъ поелзднему уравнению... видъ 


э 


772 3. 


а ‘та — Е : 
а 
ели же Й есть величина отрицательная, то, полагая 
—20й=а” ЕЙ 4 — 200==6*, 


предетавимъ уравнене '(3)`вЪ видь_ 


а * 


Это показываетъ, что плоскости, параллельныя плоскости ХОУ, 
перес*каютъ поверхность по гиперболамъ, причемъ гиперболы,  полу- 
чаемыя въ сфчени` плоскостями, лежащими выше плоскости ХОУ, 
имвютъ дЪйствительную ось на плоскости 'ХОЙ и мнимую на плос- 
кости УО07; для плоскостей. же, лежащихъ ниже плоскости ХОТ, на- 
оборотъ. 

“Такъ какъ изъ предыдущаго обозначен!я имземъ 


59 


аа №. 
м Ч 
то заключаемъ, что проекщя веъхъ гиперболъ, получаемыхъ при пе- 
ресвчен1и плоекостями, параллельными плоскости ХОУ, ре о обиуя 
асимитоты ас’ и НН.. | 
‚“Такимъ образомъ видимъ, что поверхность, выражаемая уравненемъ 
в ‘еостоитъ. изъ одной еплошной полости, иивющей еЪдлообразную 
Форму, и. простираетея ` въ безконечноеть въ противоположныхъ’.на- 
правлетяхъ. А. | 
Она называетея `читерболическимь. _ параболоидомь, `"Гочка,. 0. ееть _ 
ея рю, прямая ОЙ ея оеь. 
| 625. Иеключая неизвЪетное. 2` изъ нЕ (2) и ар ах 
нен1я первой степени 


44-е -выЯ о а . у . `(4) 


получимъ уравнеше проекции на плоекоеть ХОУ линш перес®ченя па- 
раболоида съ к плоскостью, . ‚не паратлельною оси ОЙ. Это 
уравнен1е будетъ 

з Ч Неро 
или 
га 


Такъ какъ при этомъ двучленъ 
В —44А’0' 


иметь всегда значенле положительное 


+ 4" 
’ В4 
то заключаемъ, что гиперболическ!й параболоидъ везми плоскоетями, 
не параллельными его оси, перескаетея по’: гиперболамъ. 
Если уравнене (4) выражаетъ плобкоеть, параллельную оси 07, то 
въ немъ С(С=0 и лишя переевчен1я этой плоскости-еъ. гиперболоидомъ 
опредвлитсея проекщею на одну изъ плоекостей ХО7 и УОХ 


Исключая, напр., У, получимъ уравнеше проекщи лани перее%- 
чен1я на плоскость ХОЙ въ видъ | ы 


(Ав, 
р _ В. и 
иди а я 
о 2 | 2 
НН 2 2—2 5% бе. 


_ Это уравнеше выражаетъ. параболу. се 

Итакъ, вовми плоскостями, параллельными оси, рб дЙ 
параболоидъ пересвкаетея по параболамъ. 

_Эллиптичеекихъ обченй, и ВЪ _ частности круговыхъ, не суще- 
ствуетъ, елъдовательно, вовсе. м У г. 

696. Центръ гиперболы, получаемой при перееВчени поверхности 
(2). оъ. плоскостью (4), иметь проекщшею на. плоскость ХОУ. центръ 
ищи, выражаемой ‚уравнешемъ (5). Велфдетые этого его координаты 
х иу опредьлятся ельдующимъ образомъ (ем. стр. 118). 


4— 


таги т < ечьраньты — 


_Ор-ВЕ 4 
— ВЫ—4АО -. 
2 А’ - В’П’ 


— ВАС =+5 


а изъ уравненя (4) находимъ ля Й координаты 2 сл5дующее 
значен!е 


__ Ая + ву 4. 4 —Вви—бр. 


— С (7 


Если плоекоеть (4) касается поверхности, то уравненше (5) выра- 
жаетъ совокупность двухъ прямыхъ и потому должно быть 


(ВОЕ—АЕ?— СП —(В—44'0)Е—0, 
что для настоящаго случая даетъ 
4)— ВБ 20 —20)=— 0 


Воординаты точки прикосновен!я опредфлятся предыдущими выра. 
жен!ями для 2, у, 2, такъ что, называя эти координаты чрезъ 21, 9/1, 
21, будемъ имЪть 


Зари. где, АВ р 
ро ый «= 
Отеюда получимъ 
=, О —=-- (24; 


велЪдстве чего уравнене (4) приметъ видъ 


2/11 У, 
9 -- 21 (6) 


Это есть уравнеше каеательной плоскоети къ гиперболическому 
параболоиду въ данной на немъ точк%. 
Уравнен!я нормали въ той же точк® р будуть, слЪдо- 
вательно, 


р(а— 1) __а4(4— 91) _г— 2 
м а — 


627. Обозначая черезъ р длину перпендикуляра изъ начала коор- 
динатъ на касательную плоскоеть, а черезъ а, В, у углы этого перпен- 
дикуляра съ осями ори, предетавимъ уравнензе этой плоскости: 
Въ ВИДВ 

16080, -|- усов ф -- оон 1 0, 


и такъ какъ изъ сравневя этого ‚уравневя еъ уравненемъ (6) елЪ- 
дуетъ, что 





21 __ — а 
т рева ^ 4е0 асо5В ^ вов Г 
откуда | | 
[ 
реова. еее 908В, Ей. 


Я —— Я 
сов“ е08-7 057’ 
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то изъ уравнен1я параболоида (2) будемъ имзть. 


©0529. 05? В | 


9 > Ч о - . де Х * 
©05 о ©08 у 05“ 








Слздовательно, 
6032 — (605? 
к ео "В 


ыыы 2608^/ 


Уравнене касательной плоекоети, нызющей данное направлеше, 
принимаетъ, такимъ образомъ, видъ 


2(2608% -- увозВ-{ 26085) е05-/ Е ре052% — де05?В ==0. 


Еели положимъ, что три касательныя плоскости къ параболоиду 
перпендикулярныя . между собою, выражаютея уравненями 


2(2е0з&: —-уе0$ В, 2 е05`/1) 03/1 - ре03 41 —0 оз? В — 
2(хсоваз -- усозВ»- 2е08*2) 08/2 2603 —4е08° В ==0, 
2(хеозиз -|- усозВз-| 2608`/3)с08^/з 0 е03°а3 —9е053В3==0, 


то должно быть 
с083 01 --- ©0522 -|- ©0893 ==1, 
сов? В: -- соз?Вь - воз? Вз=1, 
е082^/1 -- е082-/з - с08^^з=1, 
©081е08-]1 -- 605626082 -{- ©05%3е05*/з ==0, 
созВ1еов-/1 -- е08В2е05*уз -- с08Взе03^,3==0. 


СлЪдовательно, складывая уравнев!я плоскостей, получимъ 


22—р—9=0. 


Отеюда убЪждаемея, что еометрическое мъсто вершины прямою 
трираннолюо` мула, зрани которо касаются читерболическао пПараболоида, 
есть Плоскость, перпендикуляюная къ ею оси. 

„ Плоекоеть эта, какъ мы видЪли, перееЪкаетъ параболоидъ, а въ 
сдучаз, когда р=—9, сама ееть касательная. 

628. Уравнеше гиперболичеекаго параболоида (2) можеть быть 
разематриваемо, какъ получаемое отъ перемноженя двухъ елвдующихъ 
рана ры степени съ. двйствительными коэфхищентами: 


ЕЙ. — А и м ИЕ). 
: ) * 
(8 У =) ка Ур Ут Ч 
СОВОКУПНОСТЬ которых, при алых значени постояннаго. К, 
выражаеттр» систему прямыхъ, лежащихь на этой поверхноети. Тэакъ 
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какъ въ то же время уравнене (2) можно разематривать, какъ резуль- 
тать перемножен1я уравнен1я 


[Ф 


ны. Ц 
ЕН Уз Ур \а | 


предетавляющихъ, при неопредфленномъ {[. также систему прямыхъ, 
лежащихъ на поверхноети, то убфждаемея, что гиперболичеей пара- 
болоидъ, подобно однополому гиперболоиду, иметь дв системы пря- 
молинейныхъ образутощихъ. 
Въ этомъ же можно убъздитьея, отыекивая условия, при кКоторыхь 
произвольно взятая прямая лежитъ вевми точками на параболоил». 
629. ОИ: ровное какой-нибудь прямой ВЪ РО бухуть 


Х=те-- и И йе ие # 3 СТ) 


Исключивъ 1 и у изъ этихъ уравненй и` уравырнмы параболоида, 
получимъ. | 
(там)? (иго) 
р 9 


| | м о 
2 2 то 2 09 
т? п 3(=^- их "7, 
р а) 9 ° и Ч 
Это послвднее уравнене должно имфть мзето при всякомъ 2, еели 
прямая лежитъ на параболоидв. Поэтому заключаемъ, что условя, при 


которыхъ разематриваемая прямая (7) ееть понра образующая 
параболоида, должны соетоять въ слздующемъ: а 


ИЛИ 


у) 2. 

а. 

АВР Е Л ев ооо (8) 
2 

и 

р. к 


‚. Мзъ того, что этихъ условай недостаточно ‚для опредвленя че- 
тырехъ параметровъ т, и, и, ©, опредвляющихъ прямую (7); заклю- 
чаемъ о сущеетвованш безконечнаго множества, а лежащихъ на 
параболоид%. \ 

Такъ какъ ии х суть координаты ада О, (1), на плоеко- 
ети ХОУ (см. стр. 874), то поелёднее изъ условЙ (8) означаетъ, что 
эта. точка лежитъ на одной. изъ прямыхъ, выражаемыхъ въ вовокупноети 
уравнешемъ - 


1:2 4/2 


эиныае — ОББаБьЮнинины» чычньнчиыннь. 
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т. е. прямыхъ, по которымъ параболоидъ перес$каетея плоскостью ХОТ, 
обетоятельетво геометрически очевидное. 
Первое изъ условий (8) требуетъ сущеетвован1я одного изъ равенетвъ 


77% п 77% п, 
—— = =0 ИЛИ ——--—- 
Ув Уд Ур Уч 


которыя могутъ быть разематриваемы, какъ услоыя параллельноети 
прямой (7) еъ одною изъ плоскостей, выражаемыхъ уравненями 


— (0% 


Ур Уч Ур У | 
СлЪдовательно, каждая изъ прямыхъ, лежащихъ на параболоидф, 
параллельна одной изъ плоскостей, проходящихъ черезъ его ось и че- 
резъ прямыя, по. которымъ параболоидъ пересзкается плоскостью ХОУ. 
_ Эти дв плоекости, которымъ, такимъ образомъ, должны быть па- 
раллельны веф прямолинейныя, образуюция гиперболическаго парабо- 
поида, называютея управляющили плоскостями этой поверхности. 
630. Первое и третье изъ условй (8) даютъ 





712? 71292 


= 


(= " (= +") = 
Р 4 р Ч 

_`Принимая же во вниман!е второе изъ условй (8), заключаемъ, 
что равенетво 


ИЛИ 


и по 


ра 
не можетъ имЪтБь мъЪета. 
Слъдовательно, параметры т и я опредёляютея черезъ и и у изъ 
сел5дующихь уравнеюй: Е 


ти , п 
рта 
ти 19. 

Ыб — 1, 


именно 


Но изъ третьяго условя (8) имфемъ 


бы 


Ур 


и потому три параметра т, т, ® прямой (7) выразятея чрезъ четвер- 
тый и ел5дующимъ образомъ: 


8 
АЕ дзаь Е 
2% 2и Ур 


гд5 верхнему знаку еоотвЪтетвуетъ верхн!й, а нижнему нижний. 
ВелЪдетне этого ве прямолинейныя образующая гиперболическаго 


параболоида раздьляютея на двЪ системы: однз выражаютея, при не- 
опредвленномъ и, уравнен1ями 


о очи, у— + ,_ кг ‚ (10) 


и, очевидно, параллельны первой изъ управляющихъ плоскостей (9); 
друмя же выражаютея уравненями 


в У Я 
д—5_а-ри, У оне <} ыи 
и параллельны второй управляющей плоскоети (9) 


Каждая изъ прямыхъ какъ той, такъ и другой системы зполн% 
опредфляетея значетемъ параметра; и 


651. Возьмемъ двЪ пряможинейныя образуюпия, принадлежащая раз- 
нымъ системамъ и соовфтетвующая предположешямъ 


#—1 И ‘и = №4. 
Уравнешя этихь прямыхъ будутъ 





Е. оу У 
м 


#2 ани о 


Ур | 
© ® ё $ 9 ® (11) 
р _ У Уч 
ети, 9—=— ‘Зи 2-- из 


Ур } 
Исключая изъ нихь х и 9, получимъ 


—= (и Ио )—0. 
и У 1-Е ,) 


а ВОТ 


Оба эти равенства ‘удовлетворяютея однимъ и тёмъ же значе- 
немъ 2, именно 
2и1ио 


#=— Неер (12) 





Отеюда елздуетъ, что разематриваемыя прямыя пересзкаютея. 

Юесли же возьмемъ двз прямолинейныя образуюпия, принадлежа- 
пия одной и той же систем (10) и соотвзтетвующия т%№мъ же значе- 
иямъ параметра и, то, исключая хи у изъ ихъ уравнешй 


__р | РИ 
Р-Н, у—- 2—1, 


21 Ур 
ел И 7 ИА 
тб та о ." р 
получимъ 
р ( 11. — 
5 \ и ух 2-- (1 из) =0, 
И 





соотношея, несовы$етимыя при одномъ и томъ же значеши 2 и раз- 


ЛИЧНЫХЪ (1 И %2. 
Изъ сказаннаго видимъ, что 66% ирямолинейныя _образующия одной 


системы  переськаются съ прямолинейными образуюиими друюй, но 


образующея одной и той же системы вовсе не илъють общихь 
точек. 


632. Еели прямыя, выражаемыя уравненлями (11), параллельны. 
то должно быть 


ро о № м 


21 245 21 22 


т. е. 
И И и=— № 


что, очевидно, невозможно. 
Если же прямыя (11) перпендикулярны ‘между собою, то должно быть 


1, 


41 из 


—_2а—»). 
4 


откуда, 


4142 
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_ ВелЪдетвые этого результатъ исключевя (12), неизвфетныхъ 2 иу 
изъ уравненй разематриваемыхъ прямыхъ принимаетъ видъ. 





ны 7 
м еее еее нее (13) 

_ Такимъ образомъ видимъ, что въ чиелв прямолинейныхъ образу-. 
ющихъ гиперболичеекаго параболоида параллельныхъ не существуетъ 
вовее; перпендикулярныхь же образующихъ существуетъ безчисленное 
множество. Геометричеекое мзето ‚точекъ ихъ пересвченя есть гипер- 
бола, по. которой поверхноеть пересзкается плоскостью (13). 

683. Уравненмя (10), ‘взятыя въ отдвльноети, предетавляютъ про- 
ки на плоекости ХОЙ и ТОЙ какой-нибудь прямолинейной об-разую- 
щей первой систем». Исключая изъ этихъ уравнеюй неизвестное 2, 
получимъ уравнене. проекщи той же прямой на плоскость ХОУ вь 
елЪдующемъ видЪ 

х у 2% 


№ №4. ^ Ур. як 


Подобнымъ же образомъ ВаНыт, что проекшя на плоекоеть 
ХОУ какой-нибудь прямолинейной. ри. второй системы выра- 


жаетея уравнетемъ о 
№ 24 


Ур Туз Ур. 


Очевидно, что прямыя, выражаемыя поелЪдними двумя уравнент- 
ями на плоскоста ХОТ параллельны двумъ. прямымт, по ори эта 


7 4... 


плоскость ‘пересвкаетъ параболоилъ.. 
"Такимъ образомъ` видимъ, что’‘ироекии ирямолинейныхь обра- 
зующихь злитерболическою параболоида на касательную плоскость въ 
е0_. ве _ верщинть _ параллелеёны : : двумь ‘образующимь,. лежащимь в Этой 
плоскости. И 3 
— Свойство это ееть прямое ‘елфдетве параллельности везхъ пря- 
молинейныхъ образующихъ еъ ‚управляющими ‘плоекостями. Пользуясь 
имъ, легко найти поетроешемъ прямолиней- 
ныя образуюпия, проходяпия черезъ какую- 
нибудь точку М,‘данную на параболоиль 
(иг. 119). р 
Похложимъ, что извзетна касательная пло- 
скобть ХОУ въ ‘вершин 'О’и’ прямыя 
КК’ и ГЛ/, по которымъ она перееЪкаеть 
Фиг. 119. | параболоидь:. Опустивши изъ данной точки 
М перпендикуляръ на, эту плоскоеть и проведя черезъ его основаше М№пря- 
мыя МР и №, парахлельныя ВСК”. и Ш, будемъ имъть, что прямыя, 
‚ повкиняютия точки Ри О съ данною М, евуть искомыя образуюция. 





— 529 — 


Итакъ, ‘черезь всякую точку итерболическаю параболоида про- 
ходять деть ед прямолинейныя образуюиция. 

634. Уравнене гиперболическаго параболоида получаетъ очень про- 
етой видъ, когда виетема координатъ выбрана такимъ образомъ, что на- 
чало будетъ находиться въ какой-нибудь точкз поверхности, а дв оси _ 
координатъ, напр. ОХ и ОУ, будутъ совпадать съ двумя прямолиней- 
ными образующими, проходящими черезъ эту точку; плоскости же ХОЙ и_ 
702 будуть проходить черезъ эти прямыя параллельно управляющим 
плоскоетямъ, велфдетве чего ось ОЙ будетъ параллельна соеи по- 
верхноети. | 

Въ самомъ дфлЬ, въ этомъ еслучаЪ плоскость ХОТ пересфкаетъ 
поверхность по двумъ прямымъ, совпадающимъ съ осями ОХ и ОУ, а 
каждая изъ плоскостей ХОЙи УОЙ по двумъ прямымъ, изъ кото- 
рыхъ одна безконечно удалена всЪми своими точками. Велфдетве этого 
общее Уравнен1е поверхоети 


Ах Бу (22-- 2Пиу-- 2Еиг-| 2Еуг-- 
РВ К=—0, 


"А Ах и - м (УСА: я 
при 2==0,  пОлжно обратитьея въ 2у==0, что возможно только тогда, 


когда А=0, Б=0, 4==0, Н—0 И #0 
Нели же при этихъ услов1яхъ, положимъ въ ны поверхности 
у==0, то получимъ 





(Сё-- ЗЕз--2Т)=0, 


И ДЛЯ того, чтобы одна изъ  прямыхъ, выражаемыхъ этим уравневемъ, 
именно прямая 


сера 2. —==0 


была безконечно удаленною, необходимо принять, что С=0 и Ё=0. 
Точно также, положивши Въ уравнен!и. поверхности х=—0, будемъ 
им ть 


(беря ь==0 


и для того, чтобы одна изъ прямыхъ, выражаемыхъ этимъ уравненемъ 
была безконечно удаленною, нужно принять, что О== 

Такимъ образомъ видимъ, что, при указанномъ выбор системы 
координатъ, въ общемъ уравнения поверхности будутъ равнятьея нулю 
веб коэвеищенты кромз Л) и //, такъ что оно приметъ видъ 





Вху-- /2=0 


или, полагая — ———==7т, 


В . - 


Андреевъ. Аналитическая геометр!я. 34. 
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Это и есть упомянутое простое уравнене гиперболичеекаго пара- 
болоида. Оно содержитъ только одинъ поетоянный параметръ т. 

635. Изъ всего секазаннаго о прямолинейныхъ образующихъ гипербо- 
личеекаго параболоида елфдуетъ, что эта поверхноеть принадлежитъ къ 
чиелу линейчатыхъ, т. е. что она, подобно однополому гипербохоиду, 
можетъ быть разематриваема, какъ описываемая движущеюся прямою. 

При этомъ движеше описывающей поверхность прямой можетъ быть 
опред ляемо геометрически двоякимъ образомъ: по первому опредфле- 
ю движущаяея прямая должна скользить по двумъ даннымъ прямымъ 
и оетаваться парадлельною данной плоскости; по второму движущаяся 
прямая должна скользить по тремъ даннымъ прямымъ, параллельнымъ 
одной и ТОЙ же плоскости. 

Постараемея убЪдитьея въ обратномъ. 

Покажемъ сперва, что чеометрическое мтето системы поямыль 
переськающихь двъ данныя прямыя и параллельныхь данной плоскости, 
есть зитерболический параболоидь. 

Примемъ данную плоскость за плоекоеть ХОТ, и пуеть данныя пря- 

а мыя будуть Од и АС (хиг. 120), переевкаюпия 
эту плоскость въ точкахъ О и А. Примемъ, дэ- 
ле, прямыя ОО п ОЛ за оси ОЙ и ОХ и вы- 
беремъ плоскость УОЙ такъ, чтобы она была, 
параллельна второй изъ данныхъ прямыхъ АС. 
Этимъ система координать опредёлитея вполн% и 
3\ Х уравневя двухъ данныхъ прямыхъ будутъ 








д=0, у=0_ 
Фиг. 120. | 1 
и 8—9, И, скал кнае (10) 
гл аи т суть данныя постоянныя величины. 
Возьмемъ какую-нибудь прямую РЁ, параллельную данной плос- 
кости ХОУ и пересБкающуюся съ данной прямой ОО. Уравнешя этой 
прямой будуть имфть видъ 


| 220, У, еее. (16) 
гдв & и | еуть неопредленныя поетоянныя. 
Если прямая РЁ переезкаетея еъ прямою АО, то уравневйя (15) 
и (16) должны быть еовмзетимы, и потому, исключая изъ нихъ х 9, 
2, пОоЛучимъ 
ни — ох. 


Это есть уелове, которому должна удовлетворять веякая прямая (16), 
параллельная плоскости ХОТ и пересекающая 06% данныя прямыя 
Об и АС. Сльдовательно, исключая неопредВленные параметры х и 7 
изъ уравневй (16) и этого условя, мы получимъ уравневе геометри- 
ческато мфета везхъ такихъ прямыхъ. Это уравнен1е будетъ 


— 531 — 


тхё==ау 


а 
шли, полагая —— =, 
2 


де=т Ч. 


Сравнивъ это уравнене съ уравненемъ (14), заключаемъ, что оно 
выражаетъ гиперболическй параболойдъ, дяя котораго плоскость ХОЙ 
есть касательная. а плоскость ХОУи УОЙ параллельны управляю- 
щимъ плоскостямъ. 

636. Докажемъ теперь, что зеометрическое мюсто системы прямьть, 
пересъкающихь три данныя прямыя, параллелныя одной и той же 
плоскости, есть зитерболическй параболоидь. 

Положимъ, что данныя прямыя суть 00, АС, ПЕ (иг. 120), 
пусть ОД и РЕ будуть дв прямыяа, пересвкаюпия каждую изъ нихъ. 
Примемъ прямыя О@ и ОД за оси ОЙ и ОХ и выберемъ плоскость 
УОЙ такъ, чтобы она была параллельна даннымъ прямымъ АСи ДЕ. 
® плоскость ХОУ такъ, чтобы она была параллельна прямой РЕ, 
Этимъ система координатъ опредфляетея вполнз и уравнен!я данныхъ 
прямыхъ АСи ДЕ будуть имфть видъ 


&—а, 1—7 


и 1—6, У==И2. 


Уравнения же прямой РЕ будутъ вида 


#—%, У ЦУ. 
Уелов1я пересченя поелдней прямой съ двумя ИР будутъ, 
очевидно, 
70—04. и па—и.., 
откуда 
Опа, „еее ны = (1Т) 


Возьмемъ теперь какую-нибудь прямую ОР, перескающую одно- 
временно три данныя прямыя. Веякая такая прямая можетъ быть раз- 
оматриваема, какъ пересвчен1е двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна 


проходить черезъ прямую АС, а другая черезъ прямую РЕ, и которыя 
пересвкаютъ ось ОЙ въ одной и той же точкв (). 


Уравнен1е этихъ плоскостей, очевидно, будетъ имЪть видъ 


они И: 
—6—П—я2) | 
Такъ какъ эти уравнен1я при 1==0 и У—0О должны давать одно 
и то же значене для 2, то должно быть 
т — та, 
34*_ 


откуда, велвдетве еоотношевия (17) получимъ 
6—1. 


Исключая, при помощи этого еоотношенля, .и { изъ уравненй 


(18), находимъ 
(л—а(и—пг)=(<@&—Б)(у—т2). 


Это и ееть уравнен!е иекомаго геометричеекаго м$ета. Принимая 
> В я 
во внимане разенетво (17), приводимъ его къ виду. 


(а—б)у 





(н—п)дЕ= 
а—6 


7 


—9’, 





или, полагая 
дё==7т У, 


а это, какъ мы уже знаемъ, есть уравнен1е гиперболичеекаго пара- 
болоида. | | 
637. Такъ какъ прямыя ОШ, РЕ, `ОЕ (иг. 120) лежать въ 
плоскоетяхъ, параллельныхь между собою,”то должно быть 


АВ ПЕ 
ВО ЕГ 


ибо, какъ извЪзетно, отрЪзки прямыхъ, заключающеея между тремя 
параллельными плоекоетями, пропорщональны. 

Это позволяетъ заключить, что прямолинейныя образующя гипер- 
‚ боличеекаго параболоида, принадлежания одной и той же систем\, оте%- 
ваютъ на прямолинейныхъ образующихъ другой системы пропорщональ- 
ные отр%Ъзки. Также и обратно: прямыя ливи, пересзкаюция дв% данныя 
прямыя и опредвляюция на нихъ пропоршюнальные отр%зки, суть 
образующия гиперболичеекаго параболоида. | 

На этомъ основывается поетроенле` модели гиперболичеекаго пара- 
болоида изъ нитей, натягиваемыхъ между точками противоположныхъ. 
еторонъ коеого четыреугольника О)КО, въ, которыхъ эти етороны 
дВлятея на одинаковое число равныхъ частей, 

638. Гиперболичеекй параболоидъ можнб разематривалть, какъ пре- 
длъ, къ которому етремитея однополый гийерболоидъ при безконечномъ 
возраетави его осей. Въ самомъ дЪль, возьмемъ уравнеше однополаго 
гиперболойда въ видЪ 
т Е 
а? 2 ^^ 

Еели перенесемъ начало ‘координат въ одну изъ вершинъ, при- 
надлежалцихъ оси ОХ, сохраняя при этомъ направлен1е оеей, то это 
уравнене преобразуетея въ 


ИЛИ 
э о 9 
21° 0 а 
о - 5 9%==0. 
а‘ в с? 


Предполагая, что величины а, 0, с безпредъльно возрастаютъ, но 
И 
такъ, что отношешя — и _ стремятся къ конечнымъь  предфламъ 


ри 4, бухемъ имфть, что поел5днее уравнене въ предл» обратитея въ 


а это есть уравнете гиперболическаго параболоида. 


Прим5ры и задачи. 


1. Данъ параболоидъ уравнентемъ 
222 1/2 
— + =—=2х, 
р 91 
Найти зависимость между параметрами 1’ и 4’ двухь параболъ, получаемыхъь 
при перес5чеши этой поверхности съ двумя перлендикулярными между собою 
д1аметральными плосхостями, 
1 1 1 1 
Отв. т -- = -- __е 
р 9 РР 9 
2. Данъ ипараболоидъ уравненемъ 
т? 1/2 
ыы = — 
р 9 
Найти зависимость между параметрами 0: и 0: двухъ параболъ, получаемыхъь 


при пересфчени этой поверхности съ двумя сопряженными между собою 
Дламетральными плоскостями. 


Оо: 


Отв. ит 9 =Рр- 49. 

3. Для параболоиДа, даннаго уравнешемъ 
272 2/2 
= = 22, 
р 91 


найти отношеше отрфзковъ нормали (4 и 42, завлючающихся между точкою 
поверхности и точками пересЗчешя съ главными д1аметральными  плоско-’ 


СТЯМИ. = 
Отв. Ч : Ф == : 4. 
4. Найти геометрическое мВсто прямыхъ, проходящихь черезъ вершину 
эллиптическаго параболоида, | 


252 3 


ВИ = =92 
р 9 
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при условш, чтобы кратчайшее разстояще каждой изъ нихъ отъ ея взаимвой 
поляры равнялось данной Ре г. 


2? 22 и 
нь Га а (5+ т) 


_5. Данъ гиперболическй параболоидъ уравнешемъ 


р 9 
Найти зависимость между частями Пи 42, на которыя плоскость ХОТ раздф- 
ляеть отр$зокъ какой-нибудь прямолинейной образующей, заключающийся между 


плоскостями ХОЙи УОЙ. 
Отв. =. 
6. Данъ гиперболичесый параболоидъ уравненемъ 
2 — 92 =21г. 


Найти его прямолинейныя образующйя, кратчайшее разстояше которыхъ оть 
вершины равняется данной длин х 


Я 
От э еее” ры 
Ра ме ут = ур уз 
Т. Даны два параболоида уравнен1ями 
2? у? + 22 у 
Е ее 


Найти прямоливейныя образуюния второго изъ вихъ, параллельныя плоскостямъ 
круговыхъ сфченй перваго, въ предположени, что @<5. 





ГЛАВА ВОСЬМАЯ. 


Фокусы и Ффокальныя лиши. 


$ 1. Фонусы и фональныя лини центральныхъ поверхностей. 


639. Положимъ, что дана точка, опредвляемая относительно пря- 
моугольной системы координатъ координатами @, |, */, и дв плоекоети 
выражаемыя уравненями 


| Ах Ну тг + п =0 \ 
И ео + кк 


Постараемся найти геометрическое мЪето точки, разетояне кото- 
рой отъ данной точки находится въ постоянномъ отношенши къ ередней 
геометричеекой ея разетоявай отъ данныхъ плоскостей. 

Если назовемъ черезъ 4 разстояше точки М иекомаго геометриче- 
скаго мъета отъ данной точки, а черезъ 9 и 6’ разетояня той же точ- 


ки М отъ данныхъ плоскостей, то уелове, опредзляющее иекомое 
‚мзето, будетъ 


или 
Ф—е290’, 


гдв е ееть данное постоянное отношеве. 
Но, обозначая координаты точки М черезъ х, у, 2, будемъ имЪть 
Ф—(#— «)*-- (у—В-Н(@е—1), 


|8 ху те-п 
ПуВЕРрия_ 
х— ра--Ру-- те” 


УИ 


СлЪдовательно, координаты точки М удовлетворяютъ уравнению 
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с (рл-НЧи- те х-НРу-ет ги’) 
УР-НР- и? Ут? 


Такъ какъ оно второй степени, то заключаемъ, что искомое гео- 
метрическое мЪето есть поверхноеть второго порядка '). 

Данная точка и, В, ‘/ называется фокусомь такой поверхности, а 
прямая перееъчен1я данныхъ плоскостей (1) директриссою, соотвЪтетвую- 
щею этому Фокусу. 

При изучен1и поверхностей второго порядка имфетъ важное значе- 
н1е вопросъ: всякая ли такая поверхность можетъ быть разематриваема, 
какъ геометрическое м%ето, опредъляемое указаннымъ сейчаеъ обра- 
зомъ? Другими еловами, веякая-ли поверхность второго порядка имфетъ 
Фокусы? 


(#—х)--(у— В --@е— = . (2) 


Постараемея разрЪшить этотъ вопроеъ сперва для центральныхъ 
поверхностей. РО 

640. Уравнене всякой центральной поверхности, отнесенной къ ея 
главнымъ д1аметральнымъ плоекостямъ, можно разематривать въ видЪ 


772 


‚ 42 22 
ыы (3) 


Что же касается уравненя (2), выражающато разематриваемое 


геометрическое м$ето, то оно можетъ быть представлено въ елдую- 
щемъ видЪъ: | 


(е— а) В--е—— | 
ыы (1х —- ди 112 -- пл (Кд -- ри 7322 —- #2 )—=0 


ГД чрезь #1, П, ти, т, обозначены произведеня коэвфишентовъ 1, $ 
т, п на поетоянный множитель 


ОВ 


е 
— 
УР? 
д . у / у | 
а чрезъ Ао, , 72, И› произведеня коэффхишентовъ Ё’, Г, т, п”’ ва 
е 
Уи 
Если уравневе (4) выражаетъ ту же пентральную поверхность 
какъ и (3), то оно не должно содержать членовъ съ произведенями не- 


извзетныхъ 2, 9, 2 и съ первыми. степенями этихъ неизвзетныхъ. Это 
даеть а соотнощевя: 





_) Эта | поверхность будетъ дЬйствительною также и тогда, когда данныя. 
плоскости (1) суть мнимыя сопряженныя (см. стр. 404). 
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[1 Е [К = 0, Кл -- ИАКо —0, и 116 ==0, о до (5) 


[те ИК 29 ==0, и --В--2В=0, |. (6) 
пит —- пт -- 2 =0. в 


Такъ какъ, кромф того, остальные коэфеишенты уравневй (3) и 
(4) пколжны быть пропоршональны, то будемъ имфть 


А( 1 — 12) — В(1 ее 1 5) О — пт) 


— 7175 — и? — 62 — " 


ть = жк 


Предетавимъ равенства (5) въ видЪ 
1 —— Но, 712 — — #1, [11710 — — 16 
и перемноживъ ихъ почленно получимъ 


1 Пико ть —— К [17 Бодо Тр 
ЛИ 
АН Кот = 


_ Сльдовательно, по крайней м5 р одинъ изъ коэфеищентовъ #1, 
И 71, Ко, Г. тэ, равняетея нулю. 
Если положимъ #1==0, то изъ равенствъ (5) будемъ имть или 
И —и==0, или Ё2==0. Первое можно хопуетить только тогда, когда 
`разематриваемая поверхность (3) есть сфера, такъ какъ при этомъ допу- 
щени будемъ имфть изъ равенетвъ (7) 


ИВС. 
ВиЪеть еъ тзмъ изъ равенствъ (6) получимъ 
&=—0, 6—0, у==0, 


Это показываетъ, что въ случа, когда разематриваемая поверх- 
ноеть есть сфера, единственная точка, которую можно разематривать, 
какъ Фхокуеъ, есть центръ этой поверхноети. 

Во везхъ другихъ случаяхъ предположене А: —=0 влечетъ за ео- 
бою, какъ слфдетве, А›=—0, и обратно. | мо же: 

Итакъ, соотношенля (5) требуютъ одного изъ слздующихъ пред- 
положенй: 


или К=Ао=0, или (1—6 ==0, или 91=7==0. 


Соотвзтетвенно каждому изъ этихьъ предположен1йЙ будемъ имЪть 
‘изъ соотношевй (6). 


или @—0, или В=—0, или 1=0. 


‹\^ Это значить, что Фокусы всякой центральной поверхности могутъ 
находиться только на ея главныхъ маметральныхъ плоекостяхъ. 


— 538 — 


641. Займемея болЪе подробнымъ раземотр&темъ елЪдетвйй, къ ко- 
торымъ приводитъ предположене 71=—=1)е==0. 
Въ этомъ случа уравнене (4) будетъ имЪть видъ 


(1— а) (у—ВУ- 2 — бет Хх БУ пз)=0, . . (8) 


причемъ легко убфдитьея, что произведене 


(их -- пу (Ех- Бут)... .... (9) 


можеть быть предетавлено въ видЪ 


и(д— в -- (у— В... .... (10) 
Для этого нужно только положить 


ЕЁ — и, [6=—9, 
вт -- 1 —— 2’, Пит =— 208’, }... . (11) 
=? -- В”. | 


Четыре первыя изъ этихъ рэвенетвъ предетавляютъ опредфлевя 
величинъ %, 9, В’ 1), поелфднее же есть ихъ необходимое сл5детве 
Въ езмомъ дЪлЪ, изъ этихъ равенетвъ имЪемъ 


В -рт №, = __ Би -- т 


НК, ло 28 р 1 


Слвдовательно, 


го ‚о (т По —- 712)? (Пиз -- 71 2) _ 
4(ио?-- В’) = И —— ТР 
Като? -- ил Ни -- 2, 

ао нь Г т» 











откуда 


2 __ (Ни? -Н Кови?) (Е 102 т 1) 
ен тм ил и 


или, велЪдетвле перваго изъ соотношений (5\, 
ис -- о’ — и. 
Далве, изъ соотношений (6) и (7) получимъ 


&—их, В==0’ 
4(1— = Вау |. а. (18) 
а 08’ — 8 — В—0 


Г) Эти величины будуть дфйствительныя и тогла, когда 1 и №, й, и (9 
Я1 и 72 суть мнимыя сопряженныя количества. 
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Отеюда находимъ 





1—#и „1 —® 
2 и 
т в —=0. 
Но 
С () 
1 а И 1—%Ф——, 
елЪдовательно 
__4— С _В-—С 
А. ) — В 
и потому будемъ имЪть 
С С 


о 2 =. 
| — = 
ЯВ ЕО 
или, по сокращен1и везхъ членовъ на (С, 


2 2 
а В 
я Ы— = ] . © » ъ ° э ® . . ® 13 
А-В (3) 

Это равенство есть, такимъ образомъ, результать исключеня изъ 
соотношен1й (12) или, что вее то же, изъ соотношений (5), (6) и (Т) 
везхъ неизвфетныхъ параметровъ, кромф координать окува “и В. 
Изъ него мы видимъ, что на плоекости ХОТ существуетъ безчислев- 
ное множество точекъ, обладающихъ свойетвами Фокуса для поверх- 
ности (3). Это суть ве точки лиши второго порядка, выражаемой 
уравнен1емъ 

2 2 

и у 
а =]. ® ® о ® з ® ® ® > 14 
АО "ВО И 

Лин!я эта называется фокальной линией поверхности (3). Оче- 
видно, что она имЪетъ обпле Фокусы съ главнымъ счетемъ поверх- 
ности (3) плоскостью ХОУ. 


642. ВелВдетвне тождественности выражен (9) и (10) уравнене 
и(в— в) ку Во, 


при данныхъ 1, 9, ®’и В’, выражаеть совокупность двухъ плоскоетей 
которыя въ отдфльности выражаютея уравнен!ями 


иду и =0 И 2% Бу пз==0, 


т. е. совокупность плоекостей (1), пересВченемъ которыхъ опред$ляет- 
ся директриса. 
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Плоскоети эти будутъ дъйствительныя или мнимыя, смотря по тому, 
имъютъ ли величины % и 9 различные или одинаковые знаки. Въ обо- 
нхъ случаяхъ директриеа есть дЪйствительная прямая, параллельная 
осп 07, и величины &’ и [3 суть, очевидно, координаты 5х и 9 любой 
ея Точки. 

Изъ предыдущего видно, что 





о И НЕЕ АРЕЙ 58 22 За 5 (15) 


и потому, вел5детве соотношеня (13), найдемъ 


ты н р ... 


аа 








Слвдовательно, всякому Фокусу, находящемуся на плоскости ХОУ, 
соотв5тетвуеть опредзленная директриса, перпендикулярная къ этой 
плоскости, и веБ5 директрисы, еоотвзтетвуюция Фокальной лини (14), 
образуютъ цилиндрическую поверхность, выражаемую уравненемъ 





(АС) (ВО)? 
т —-- =. 


643. Касательная къ фокальной лиши (14) въ какой-нибудь ея 
точк$ (х. В) выражается, какъ извзетно, уравнешемъ 
‚ УВ 
ЕАО АЕ еее (6) 
Нели замфнить здЪеь № ихъ выражетшями черезъ ©’ и В’, опре- 
дъляемыми изъ (15), то получимъ 





Ни, 


Разематривая ©’ |’, какь координаты оеновав1я директриеы, со- 
отв5тетвующей точкВ (х, В), т. е. какъ координаты точки переевченя 
директрисы съ плоскостью ХОТ, будемъ имЪть, что послвднее урав- 
нензе выражаетъ поляру этой точки (х’, [’) относительно лийи 


772 2 
+в 


по которой поверхноеть (3) переезкаетея плоскоетью ХОУ. 

Тзэкимъ образомъ видимъ, что касательная къ фокальной лини 
в какой-нибудь ея точкт есть поляра основая соотвътетвующей этой 
точкь директригы относительно злавнаю съчетя поверхности. 
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Другими еловами, фокальная литя и основаше цилиндра, образуе- 
мало соотвътственными директрисами, суть взаимныя поляры относи- 
тельно злавнаю стчетя (ем. стр. 299). 

644. Прямая, соединяющая какой-нибудь Фхокусъ (х, В) съ оено- 
ванемъ соотвфтетвующей директриеы (о, В”), выразится, какъ известно, 
уравнетемъ 

дя _у—В 


Ра В 


или, волЪдетве соотношевй (15), 


_2—@ _ УВ. 
ее) (во) 
А—С В—С 
Очевидно, что эта прямая перпендикулярна къ касательной (16). 
Итакъ, прямая, соединяющая какую-нибудь точку фокальной липи 
с5 основатмемь соотвутствующей этой точкь директрисы, есть нормаль 
ко этой фокальной ли. 


645. Существовае на плоекоети ХОТ ‹окальной лиши (14) вы- 
ведено нами изъ предпохложен!я, что въ уравневли (4) 





7 == —0. 


Но, кромЪ этого предположен!я, возможны, какъ мы видфли, еще 
два елъдуюпия: 


1 == ==0 и Н — [5 —0. 


Каждое изъ нихъ, при поередетв такихъ же, какъ и предыдуция, 
соображенй, приводить къ подобному же результату, относительно 
одной изъ другихъ главныхъ плоскостей УОЙ пли ХОХ. Въ общемъ 
получаетея слЪдуюций выводъ. ‘ 

Бсякая центральная поверхность имъеть, вообще юворя, три 
фокальныя лиши. Это суть лини второю порядка, нахтодяцияся на 
мавныхь фаметральныхь плоскостяль и софокусныя съ злавными стче- 
жями поверхности. 

Жели уравненле поверхности имфетъ видъ (3), то уравнев!1я хокаль- 
ныхъ лиШЙ на соотвЪтетвенныхъ плоекостяхъ координатъ будуть: 


2 | | 

еовео= о 
Ре | о 
вето а= *- 


— 542 — 


Каждой изъ Фокальныхь лив!Й соотвЪтетвуетъ цилиндрическая по- 
верхноеть, образуемая директрисами хокуеовъ, составляющихъ эту ли- 
ню, Уравнен1я этихъ цилиндровъ будутъ: 











4? 5 — 
А—Б)\2? ((—В)2? 
ее о 
(РВ Ау — 4\^9 
(В тЫ И А)” г. 


646. Въ уравнениг поверхноети (3) величины 4, 3, С могутъ 
быть какъ положительными, такъ и "’отрицательными, но, во всякомъ 
случа, между ихъ Галгебраичеекими значенями долженъ существовать 
опредвленный порядокъ неразенетва. Еели положимъ, напр., что 


А>В>0 


то одно изъ уравневй (17), именно поелфднее, будетъ представлять 
мнимую лин!ю, два же первыя будутъ выражать дйствительный эллицеъ 
и дъйетвительную гиперболу. То же самое будетъ, очевидно, имЪфть 
м$ето и при веякомъ другомъ порядкЪ неравенства между постоянными 
А, В, С. 
Итакъ, для веякой центральной поверхности одна изъ Фокальныхъ 
лин1Й есть эллицпеъ, другая гипербола и третья непрем$нно мнимая. 
647. Положимъ, что разематриваемая поверхность есть эллипеоидьъ, 
выражаемый уравненлемъ. 
ат ИВ" 
аа ГГ 8 
гв а>Ь с. 


Это есть частный видъ уравнен1я (3), когда | 
А —о?, В=? (=. 


Слздовательно, дЪйствительныя Фокальныя лири эллинеоида бу- 
 дутъ: на плоекоети ХОУ эллипеъ 


а о | 
о — 
ОГ 8 
и на плоскости ХОЙ гипербола 
2 о г 
х 2 
1. 
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Первая изъ нихъ помфщаетея внутри эллипеоида, вторая же пе- 
рееЪкаетъ его въ точкахъ, координаты которыхъ получимъ, р%»шая 
совмфетно поел$днее уравнен1е съ уравненлемъ главнаго сВченя 


2 2 
Ну 8 
д С 


Въ ревультать булемъ имЪть 











_ а\/а-— 52 6—2 —с.. 
а тм в — =. 
Ма? — с? У а? о" 


Мы видфли выше (ем. стр. 474), что это суть координаты точекъ 


округлевя эллипеоида. 


Итакъ, точки окрулешя эллипсоида принадлежать къ числу 
фокусовь этой поверхности. 


Если разематриваемая поверхность есть однополый гиперболоидъ, 
выражаемый уравнетемъ 


—‹ а 
И И" м 


причемъ 6`>а, то, сравнивая это уравнеше съ уравненемъ (3), бу- 
демъ имЪть 


АЬ—а? В=5, =. 


Слъдовательно, дВйствительныя Фокальныя лин!и такого гипербо- 
лоида суть: на плоскости ХОУ эллипеъ 


их Ут та вея= 
и на плоекоети УОЙ гипербола 


о 22 
ааа о а 
62—02? а? с? 


0б% эти лини не переезкаютея съ поверхноетью. 


Нолатая, наконецъ, что разематриваемая поверхноеть есть двупо- 
хый гиперболоидъ 


будемъ имЪть 
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и если 6`>а, то дЪйствительныя хокальныя ливши будутъ: на плоеко- 
ети УОЙ гипербола 


<) 
И 1 
.И на плоскости ХОХЙ эллипеъ 
222 2? . 
та" 


Изъ нихъ поелфлняя пересЪкаетъ поверхноеть въ точкахъ, коор- 
динаты которыхъ выражаются елфздующимъ образомъ: 


а\/ 5? —а? с 6? с? 
РИ ен ‚Кожа — 
ура уе 
Это суть точки округлен!я (ем. стр. 503). 
648. Уравнеше (8) можетъ въ частномъ случа выражать конуеъ, 
причемъ оно также приводитея къ виду 


(—а)--(у— В ща 0. 


Въ самомъ дфлЪ, веяюй конусъ второго порядка представляется 
уравненемъ 








от о 
яя =0. т: + (18) 


Для того, чтобы эти два уравнешя имЪли одно и то же знамене 
нужно положить 


х—и% ‚ В==%Й’, 
а(1—и)==62(1 —%)—=—с*, 
и и? -|- В — их — 0—0. 


Эти соотношен1я могутъ быть разсематриваемы, какъ пять уравненй 
еъ шестью неизвзстными @, 0, ©’, В’, и, 9. Исключивъ изъ нихъ че- 
тыре посл®дн1я неизвзетныя, получимъ 

2 


—=— 


| в 
арт а 


Такъ какъ, по предположению, х и В еуть координаты Фокуса, то 
заключаемъ, что точки плоскости ХОТ, обладаюпия по отвошеню къ 
конусу (18) свойствами хокусовъ, должны удовлетворять уравненю 


$) 


45} 


ара тия. 
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Подобнымъ же образомъ наидемъ, что точки, обладаюция свой- 
етвами Фокусовъ конуса (18) и принадлежашия плоекоетямь ХОЯ и 
ТОЙ холжны удовлетворять соотвзтетвенно уравнен!ямъ 


расе 
й 
4/2 22 


а ыы 
6—0? 2-е 


ели положимъ, что @>6, то изъ поелзднихь трехъ уравнен!й 
только одно (19) имфеть дЪйетвительное . значен!е, какъ выражающее 
двз дъйствительныя прямыя. Два же друмя удовлетворяютея только 
координатами вершины конуса и выражаютъ. мнимыя прямыя. 

СлЪдовательно, хонусь второю порядка чмтеть только на одной 
изъ мавныть плоскостей дъйствителиную фокально. лимю и эта ливя 
есть совокупность двухь прямых. 

649. Два конуса, изъ ВОО ОДИНЪ ржа уравненем‘ь 
(18), а другой уравнентемъ 

у 2 С 
ав ==0, . аа ОО 

_называютея взаимными, еели между поетоянными, входящими въ ихь 
уравнен!йя, суптеествуютъ соотношен!я 2% 


ПЕ ЕЕ и ще о (21) 


Геометрическая зависимость между обоими ковуеами, обуеловли- 
ваемая этими еоотношен!ями и, въ евою очередь, их обусловливающая, 
заключается въ томъ, что образующйя одного конуеа еуть перпендику- 
ляры къ касательнымъ плоскоетямъ другого. 

Чтобы убЪдитьея въ этомъ, найдемъ геометрическое мзето пер- 
пендикуляровъ, возставленныхъ въ вершин конуса (18) къ его каса- 
тельнымъ плоекоетямъ. 

Уравнене касательной. плоскоети къ конуеу (18) въ какой-нибудь 


его точк№ (241, 91, 21) имЪетъ видъ 


ее 








ии: ры 


Слвдовательно, уравнен!я перпендикуляра къ ней въ начал ко- 
орхинатъ будутъ 
а ОР? _ 81 


Андреевъ. Аналитическая геометр/я. 35 
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Но если точка (21.9, 21) находитея на конус (18),.то должно быть 


Э 
эт ^ 


21? 1- гей 
ая 


Исключивъ изъ этого равенства и прехыдущихъ уравнен1й неопре- 
двленныя постоянныя 41, 4/1, 21, получимъ уравнен1е искомаго геоме- 
трическаго м3зета 

дада | Ру? 2—0 2—0. 


Это ееть уравнене конуса, и оно принимаетъь. видъ (20), если 
имзютъ м%зето еоотношевя (21). . 

Мы видфли выше (ем. 487), что плоскости круговыхъ с5чеюй 
конуса (20) выражаются уравнен!ями- 


р а". % т 91 51| ЖФ ль 
аб — фа, ее -- Мда 


Велвдетвые соотношен!й (21) ихъ можно представить въ видъ 


26-Е с2— д/аЫ— =, 2-Е с? Ма — 52—01. 


Очевидно, что это еуть дв плоекоети, пернендикулярныя къ двумъ 
прямымъ, совокупноеть которыхъ выражается на плоекости ХОЙ урав- 
нешемъ (19), т. е. къ хокальнымъ прямымъ конуеа (18). . 

Итакъ, в двуль взаимныхь конусажь второю порядка фокальныя 
прямыя одною суть перпендикуляюы къ плоскостямь круювыхь съченй 


двунло. 


в 2. ‘бофонусныя 1 поверхности. 


650. Поверхности  торого порядка, имфюпия обная ФОкальныя 
лини, называютея софокусными. | : 

_Мели намъ даны дв центральныя поверхности, имъюпия обпая 
главныя плоскости и выражаемыя относительно ихъ уравнетями_ 


д 
вед! о (1) 


и, а, 
э+в+с-ь 


то уравнев!я ихъ ФОКальныхъЪ ливй на соотв$тетвенныхъ плоскостяхъ 
координать будуть поеслёдовательно 
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ее ор ай 

в 0 | жф@тв—0-ь 
р и 2; 2? 

Я-В1О-В- | ЯРО-В-Ь 
ду? 22 | ду? 22 


ВАО | а“ 


Отеюда видимъ, что необходимымъ и достаточнымъ уеловемъ, 
чтобы данныя поверхности были сохокуеныя, елужатъ равенства, 


А— (= 4А’— Си В (=В— С. 
или 


АЫ-—А—=В—В’=—=С-—С. 


Поэтому, обозначая черезъ # величину трехъ поел днихъ разностей 
можно уравнеше второй изъ данныхъ поверхностей представить въ видв 


х у? 2 _ 
АВ ЕГО Ро че 
Нри неопредвленномъ значенш К это уравненле будетъ, елЪдова- 
тельно, предетавлять сиетему везхъ возможныхъ поверхноетей, е0Ф0- 
хусныхъ еъ данною поверхноетью (1). 
651. Какова бы ни была данная поверхность (1), между величи- 
нами А, Б, Смы можемъ предположить елЗдуюций порядокъ неравенства 


оон (8) 


Въ такомъ случа поел$днее уравнеше (2) будетъ выражать эллип- 
соидъ при везхъ значен!яхъ Ё, меньшихъ этихъ трехъ величинъ; ‘одно- 
полый гиперболоидъ при значёняхъ й, заключающихея между Ви С, 
и двуполый гиперболоидь для значенй К, заключающихея между Аи В. 
Наконецъ, при значеняхъ К, большихъ вефхъ трехъ величинъ ГА, В, 


С, уравнен1е (2) вовсе не будетъ имфть дЪйствительнаго геометриче- 
скаго значенля. 


Такъ какъ абеолютныя величины разностей А—&, ВВ, С(—& 
означаютъ квадраты полуосей поверхноети (2), то заключаемъ, что еъ 
приближенемъ № къ одной изъ величинъ А. В, С одна изъ осей этой 
поверхноети безпредВльно уменьшается. Въ то: же время дв друмя 
оси приближаются къ соотвЪтетвеннымъ осямъ фокальной ливщи. 

Отеюда слфдуетъ, что чаеть какой-либо главной плоскоети, огра- 
виченныя Фокальною лин1ей, можеть быть разематриваема, какъ пре- 


35* 
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дъльная поверхность, принадлежащая систем (2), и именно такая по- 
верхноеть, одна изъ осей которой равняется нулю. 

652. Возьмемъ какую-нибудь точку (11, 91, 21), и поетараемся найти 
поверхность, проходящую черезъ эту точку и сохокусную съ данною 
поверхностью (1). 

Очевидно, что вопроеъ сводитея къ отысканю величины Ё изъ 
услов1я 

т у, 211 ь 
дир" 











Но уничтожев!и знаменателей, это равенство можно представить 
Въ ВИДБ 
(#— 4)%— ВФ О — В )- и &— АХ ©) 
2“®— 4)%&— В)=0, 
а это есть уравнев1е третьей степени относительно искомаго #. 
Легко видфть, что это уравнев!е всегда имфетъ три дЪйетвитель- 


ные корня. 
Въ самомъ дфлЪ, первая чаеть его при подетановкз на м%ето # 


послБловательно величинъ 
ор со, С, В, А.. - ® ® * ® ® * ® о . (4) 
изъ которыхъ каждая слБдующая больше предыдущей, получаетъ рядъ. 
значен1й, коихъ знаки поелЪдовательно суть 


0 Е >. -. 
Это показываетъ, что въ каждомъ изъ трехъ промежутковъ между 
ветичинами (4) заключаетея дЪйствительное значене й, уховлетворяю- 


щее разематриваемому уравненю. 
ВмЪетЪ съ тЬмъ, еоглаено сказанному выше, уравневе (2) при 


такихъ значеняхъ  предетавляетъ дЪйствительныя поверхности, и. 


притомъ трехъ различныхъ видовъ. 
Итакъ, чрезь всякую точку пространства проходять три дьй- 


ствительныя поверхности, софокусныя сь данною чентралною поверх-- 
ностью второю порядка, и изь этиль туехь поверхностей одна есть эл- 
дипссидё, дртая однополый зитерболоиф и третья двуполый читер- 


болоидь. 


653. Такъ какъ для вефхъ дЬйствительныхъ поверхноетей, выра-- 
жаемыхъ уравнен1емъ (2), имфемъ в < А, то можно положить 


Далфе, велфдетв!е неравенства (3), можно положить 
А— В= 2? И А— С—ц?. 


— 9549 — 
Въ такомъ случа будемъ имфть 
ВЫ = — 2 и С ==а?— м», 


и уравнене (2) приметъ видъ 


22 ду? 29 
аа за 5=1 ‚ ” ® > . э ° . (5) 
1 


ЗдБеь Л и ц суть величины вполн% опредзленныя, одинаковыя для 
веЪлъ поверхностей системы. Ими опредвляютея обпия хокальныя ли- 
н1м этихъ поверхностей. Что же касаетея а, т. е. половины оеи по- 
верхвоети, принятой за ось ОХ, то, какъ зависящая отъ неопредълен- 
наго параметра #, она также неопредзленная. | 

Давая въ уравнени (5) величинЪ а ве$ возможныя положительныя 
значен1я, получимъ веф возможныя соФокуеныя поверхности, хокальныя 
лиНи которыхъ выражаютея на соотв®тетвенныхъ плоекоетяхъ коор- 
динатъ уравненями 


9 


4:2 . 
Гия т 
Зе 


654. Еели уравнене (5) удовлетворяетея координатами 41, У1, 21 
то будемъ имЪть, по уничтожени въ немъ знаменателей, 


а(а*— /?) (а— и?) — ал (а?— /^2)(а— 2) — 9: а (а?— и?) Зы 
—212а*(а*— /2)=0 
ИДИ 
а — аа иена? Ну а) |. 
азия Ааа из за? аз) — узи 
Это есть уравневе третьей степени относительно а? опредъляю- 
щее, какъ и выше, три поверхности еистемы (5), проходяния черезъ 


данную точку. 
. 6 о о 
Обозначая корни этого уравневя черезъ а1“”, 42°, аз, можемъ, 


очевидно, положить А 
и >>> ^>а:. 
Велъдетве этого можно ввеети еще елвдующее обозначеше: - 


1? — ^2—[2, а — А ==6ь", № — @3*==03* (т) 
$ у о. №: э о о @ = 
а — рей, ас, “зе } 


= 
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при которомъ три поверхности системы (5), проходяшая черезъ точку 
(21, У1, 21), выразятея уравнен1ями 


и’, г 
аа Гы оз-—1 
2 у 2 
аа: ооо (8) 


аз? 632 638 — | 


Оен этихъ поверхностей опредъьляютея по координатамъ 21, 1, 21, 
изъ уравнен1я (6) и соотношевай (7). 
655. Легко видВть, что и обратно, полуоеями а1, 42, @з трехъ 
воФхокуеныхъ поверхностей опредёляютея вполнз абеолютныя величины 
координатъ ихъ общихъ точекъ. 
_ Въ еамомъ дВл, велфдетв!е извфетнаго соотношен!я между коэФ- 
хищентами и корнями алгебраичеекихь уравнев1Й, будемъ имЪть для 
уравневая (6) | 


А-а-а? ул + 212—аа2-- а2?-- аз, 
А-а-а ии = ал? + а1а3? | аз?аз», 


Ас? — а1аз?а3?. 


Разематривая 41, а›, аз Ли 1, какь извЪетныя, будемъ имЪть, 
что эти соотношеня предетавяяютъ систему уравнен1й первой степени 
относительно неизвзетныхъ 212, 912, 212. | 

ПоелЪднее уравнене даетъ непоередетвенно 

‚  @13а9?а3? 


] ——— 


Зи 
или, въ виду соотношенЯ (7), 


аа ола? аз? 
1 (2—6 (а 2—1?) 


Изъ перваго же уравнемшя находимъ 
а уе а ==аз” Е 62" 1”, 


выражене, опредвляющее разетояще точки пересвчен1я трехъ соФо- 
кусныхъ поверхностей отъ ихъ общаго центра. 

Уравнене (6) или (5) есть не что иное, какъ результатъ замёны 
въ уравнен!и (2) неопредвленнаго поетояннаго А черезъ а поередетвомъ 
предположеня | з х 
А—ф=а®. 
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Юели сдвлаемъ подобное же преобразоване, полагая 
В— 1—9? или С—#==6?, 


то получимъ уравнен!я таюя же, какъ (6), опредёляюпия полуоей в, 
6», 03 ИЛИ (1, С, 63 воФокуеныхъ поверхностей. Изъ этихъ уравненй 
найдемъ, такъ же, какъ и выше, для координатъ у: и 21 общихъ то- 
чекъ этихъ поверхностей слвхуюпйя выраженя: 


__ 612652632 а й 2__ 12692632 р 
(а12—612) (617 — с 2) (а — с12) 612 — с12) 


656. Подетавивъ въ уравневя двухъ первыхъ изъ соФокуеныхъ 
поверхностей (8) координаты ихъ общей точки 21, У1, 21 и вычтя ре- 
зультаты, получимъ | 


а 





212(а2°—@1?) 91 16° — и» 22? "Е 21°) __ 
а12а2? ТЗ: ро? стс? > 





Но, велфдетве еоотношенай (7), имъемъ 
(422— а12)— (622—612) ——(022- 12). 
Поэтому поелЪднее ‘равенство обращаетея въ 


а иыю 
ое И — ве? — р 

Въ такомъ вид оно предетавляетъь услове перпендикулярноети 
плоекоетей 


А _ У, >. 
: о ТЬ г +=! 

И 
2-1 1 9 | 22а. | 


а2? ы ро? Со 

касательныхь къ каждой изъ поверхностей въ ихъ общей точк». 
Мы убЪждаемея, такимъ образомъ, что касательныя плоскости 

кь 0вумь софокуснымь центральнымь повертностямь в0 всякой ить. 
общей точкть перпендикулярны межд: у собою. 


Отеюда слфдуетъ, что касательныя плоекоети. КЪ  ремъ соФокуе- 


нымъ поверхностямъ въ общей ихъ точкь составляютъ прямой три- 
гранный уголъ. 


рядк® а что нь такихъ у НЫ можно опре- 


двлять положене точекъ въ пространетвф, подобно тому какъ, при упо- 
треблени прямолинейной системы координатъ, положеше точки опре- 
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при которомъ три поверхноети системы (5), проходяпая черезъ точку 
(21, У1, 21), выразятея уравнен1ями 


и Ры | 

а1* 0‘ 2? 

р Е еее (8) 
2 4 2 | 


Оен этихъ поверхностей опредьляютея по координатамъ 21, 91, 21, 
изъ уравненя (6) и еоотношевй (7). | 
655. Легко видЪть, что и обратно, полуосями а1, а», @з трехъ 
воФхокуеныхъ поверхностей опредвляютея вполнз абеолютныя величины 
координатъ ихъ общихъ точекъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, велЪдетв1е извфетнаго собтношен1я между коэФ- 


хищентами и корнями алгебраичеекихъ уравнев1Й будемъ имЪть для 
уравневая (6) 


А -- аура рай 
№23 = (?-- по? + 12-22 12—а12а2? | лаз? - аз?аз?, 


2 21 2—0 40?аз?. 


Разематривая 41, а, аз Л и 4, какъ извЗетныя, будемъ имЪтЬ, 
что эти соотношен1я предетавяяютъ систему уравневай первой етепени 
относительно неизвветныхъ 2712, 9172, 212. 


Поелвднее уравнен!е даетъ непоередетвенно 


‚ _ @12ао?ав? 
1“ — 
2 
или, въ виду еоотношевй (7), 
о л*аз*аз? 


Ва — 19° 


Изъ перваго же уравнен!я находимъ 
21" у?- 212—432 + 62° -- 1", 
выраженле, опредёляющее разетояне точки пересВчен1я трехъ е0Фо- 
куеныхъ поверхностей отъ ихъ общаго центра. 
Уравнение (6) или (5) есть не что иное, какъ результатъ. замвны 


въ уравнени (2) неопредвленнаго поетояннаго # черезъ а посредетвомъ 
вредпохоженя | 


У 
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Еели сдвлаемъ подобное же преобразоване, полагая 
Б—А=9? или С—К==0?, 


то получимъ уравнен1я таюмя же, какъ (6), опредвляюпия полуося 61, 
0, 63 ИЛИ С1, С2, 63 софокуеныхъ поверхностей. Изъ этихъ уравнен1й 
найдемъ, такъ же, какъ и выше, для координатъ у и 2. общихъ то- 
чекъ этихъ поверхностей ел5дуюпия выражерля: 


р 9 р. 26о-Ьз" о и 12692632 
ПЕ Вас Ето ЗИ НЕТ Е а 
(а1*— 612) (612 — с1?) (и — с) — 1). 


656. Подетавивъ въ уравневя двухъ первыхъ изъ соФхокуеныхъ 
поверхностей (8) координаты ихъ общей точки 41, 91, 21 и вычтя ре- 
зультаты, получимъ | 


< 


1аз?— 01?) уз), ие Раза 
ал?ао? 12? 12? — см. 





Но, велЪдетве соотношевай (7), имЪемъ 
(422 — а1?)== (622—612) —— (022 с1?). 
Поэтому поелзднее ‘равенство обращаетея въ 


о с 

т 9 аа 

Въ такомъ видв оно предетавляетъ услове перовиинухярное а 
плоскостей 


т 221. 


ое 
ат Е а —2==1 
И 
ЧНЙ . ‚ 221. 


я —1, 


ао? Со? 


касательныхъ къ каждой изъ поверхностей въ ихъ общей точкъ. | 

Мы убЪждаемея, такимъ образомъ, что хасательныя плоскости 
к» 0вумь софокуснымь центральнымь поверхностямь в0 всякой их. 
общей точкь перпендикулярны между собою. | 

Отеюда слфдуетъ, что касательныя плоекоети КЪ рем соФокус-_ 
нымъ поверхноетямъ въ общей ихъ точкё составляютъ прямой три- 
гранный уголъ. 

657. Изъ еказаннаго о соФокусныхъ поверхноетяхъ второго по- 
рядка слвдуетъ, что переезченлемъ такихъ поверхностей можно опре- 
дблять положене точекъ въ пространетв%, подобно тому какъ, при упо- 
треблен!и прямолинейной сиетемы координатъ, положене точки опре- 


02 — 


ет 


дЪляетея переебченаемъ плоскостей, параллельныхъ тремъ даннымъ. Та- 
‚ кимъ’ образомъ получаетея особаго рода криволинейная система координатъ. 

Что касается собетвенно координатъ, т, е. величинъ, опред$ляю- 
щихъ положене точки въ этой системЪ, то таковыми, какъ мы видЪли, 
представляются параметры софокуеныхъ поверхноетей, проходящихъ 
черезъ’ эту точку, напр. длины полуосей 41, 42, аз, имъющихь общее 
направленте. 


$ 3. Фокальныя линм параболоидовъ. 


698. Данное выше опредзленае хокусовь (см. стр. 585) относитея 
ко везмъ воэможнымъ поверхностямъ второго порядка. Поэтому разыека- 
н1е Фокусовъ поверхноетей съ безконечно удаленнымъ центромъ, или па- 
раболоидовъ, доетигаетея, такъ же какъ и для центральныхъ поверхно- 
стей, отождествлетемъ значеня ихъ уравнен! и уравнен!я 


«— а) Ве — Не 
оба п-радннйь | ны 


гдВ ©, 3, ^^ суть координаты хокуеа, а многочлены 


| 
15 -- пу —- 718 -- 721 
2д-- Бу тье- п 


суть первыя части уравнен!й двухъ плоскостей, опредвляющихъ евоимъ 
пересВченемъ директрису. 

Возьмемъ сперва эллиптичеек!Й параболоидъ, выражаемый урав- 
нешемъ 


а О Е С АР (2) 


Для того, чтобы предыдущее уравнеше (1) выражало также этотъ . 
параболоилъ, должны имЪть мЪето соотношен1я 


1 — 1711745 —0, | | (3) 

2 -- И =0, кт» НИНА =0, ее [ 
| вт тЁ Е 2и==0, пи-- 6 --28=0, | (4) 
2-- В -- Е а 


Ра— 5№) 41—15 (тит а: во’ (5) 


’ Первое изъ этихъ соотношенй показываетъ, что поетоянныя и и 
3%» не ‘могутъ равнятьея нулю, и такъ какъ, въ еилу слБдующихъ трехъ 
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равенетвь (3), нроизведене #111 т, #2157и› равняется нулю, то, какъ 
видно изъ т$хъ же равенетвъ, должно быть или 


1 == =0 ИЛИ [ —[ =—0. 


Если допустимъ поел днее, то будемъ имъть В==0, такъ что иско- 
мые Фокусы будутъ находиться на плоекости ХОЙ и уравнеше (1) при- 
метъ видъ 


(2— о) у-- (2—1) — (ата т) -тое-- п)=0. 
Юго можно представить также въ слфздующемъ видЪ 
(1—1 (2—1 —и(а— 9—9 (8— = 
для ‘чего нужно только положить 


1Ае==и, Т1Т2==9, 
Ио -- 712 —— 20’, 7017 —- 175 —= — 21°, 
и’? -|- 9’ — те. 


Изъ этихъ равенетвъ четыре первыя опредъляютъ значенля вели- 
чинЪ 4%, 9, &’, \”, поелЪднее же есть ихъ елфдетые 1). При этомъ оче- 
видно, что а и 1’ еуть координаты любой точки директриеы. 


Сличая поелвдея равенетва съ соотнощенями (3), (4)и(5), получимъ 


р 
Я 7 


ом ту”, 


р‹1 —и)= —^— 9“, 








откуда 
ее : © 
и—Р 79 © — Р оу —=\у— 9, 
Р 2—4 
и потому 
ке \2 
--у*== НС —9) 
или ‘ 


и—(р—9)(2/—9). 


Это показываетъ, что координаты ‹Фокусовъ, находящихея из 
плоекоети ХОй, удовлетворяютъ уравнен1ю 


2 —(р— 9) (2—9) (ее... (6) 





`) Это доказывается такъ же, какъ и дя центральныхь поверхностей 
(см. стр. 588). | 


— 9554 — 


Оно предетавляетъ, такимъ образомъ, фокальную линю паробо- 
лоида (2) и именно параболу, ось которой совпадаетъ съ осью самой 


поверхности, &а вершина находитея отъ ея вершины на разетоявёи->-. 


Еели бы мы ‘допустили, что 
1—2 ==0, 


то имЪли бы изъ соотношений (4) х==0 и, поередетвомъ такихъ же 
точно преобразован, какъ и предылупия, обнаружили бы елфдующую 
зависимоеть между координатами В и `] хокусовъ: 


6*—(9—ю)(2у— в). 


СлЪдовательно, на плоскости УОЙ сущеествуетъь также дЪйетви- 


тельная Фхокальная лишя параболойда, именно парабола, выражаемая 
уравненемъ | 


\2—(9—9)(22— 5)... + (1) 


Она имъетъ еъ поверхностью общую ось и вершинина ея отетоитъ 
отъ начала координатъ на, разетояне-^.. 

659. Такъ какъ параметры параболъ (6) и (7) имвютъ противопо- 
ложные знаки, то заключаемъ, что оси ихъ имютъ противоположныя 
направлен1я. Предполагая, что 4 >1, будемъ имЪть, что парабола (6) 
проетираетея въ безконечноеть въ отрипательномъ направлени оси 07, 
и легко видзть, что она перееБкается съ поверхноетью въ точкахъ, 
координаты которыхъ получимъ, рёшая совмфетно уравневе (6) еъ. 
уравненемъ главнаго счен1я 


въ результатЪ будемъ имЪть 





#— 5” : == 4—2). 


Это, какъ мы ВИдли (ем. етр. 517) суть ия точекъ 
округленля . | | 
Что же касаетея парабольг (т: то она не’ перееВ кается ‘съ поверх- 
ностью, ибо, решая еовмфетно уразнене . (Т) и уравнене главнаго 
свченя 
у? —= 2942, 


получимъ для координаты у мнимыя выраженля. 


ба 


660. Предыдуцпия аналитичеекля преобразованя будутъ относиться 
и къ гиперболическому параболоиду 


172 4 
————==22, Ба о м ша ба 
ты (8) 


если замфнимЪ въ нихъ 4 черезъ — д. 

Отеюда прямо заключаемъ, что гиперболическй параболоидъ (8) 
иметь также двЪ хокальныя лини на евоихъ главныхъ плоекоетяхъ 
и именно параболы, выражаемыя уравненями 


—(р--9) (2-9) 
и у —1). 


0бЪ эти лив1и не пересвкаютея съ поверхноетью. 

661. Изъ того, что только для параболоидовъ Фокальныя лини 
вуть параболы, елЪдуетъ, что всякая поверхность второго порядка, ео- 
Фокуеная съ даннымъ параболоийдомъ, ееть также параболоидъ. 

Положимъ, что данный параболоидъ выражаетея уравненемъ (2). 

'Такъ какъ веяк1Й еоФокуеный еъ нимъ параболоидъ имзетъ общую съ 


нимъ ось, то его уравнеше относительно той же системы координатъо 
будеть имЪть видъ 


<. 


э|8 


у? я 
а — 6, еее еее (9) 


гдв а, 6, с суть неопредзленныя поетоянныя. 
Вели перенесемъ начало координатъ въ вершину этого парабо- 


лоида, не измВняя при этомъ направлен1я осей, то гормулы `преобраз- 
зован!я координать будутъ | 


р 7 С 
2—, У=У, ет 


и уравнене (9) преобразуетея въ 


: д? < оны 
Е м 


Такъ какъ оно имфетъ видъ уравневя (2), то заключаемъ, что 
уравненя его Фхокальныхъ лин! будуть 


ое. С а): 
И у’*—(@—а)(27— а). 
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Понятно, что относительно первоначальной системы координатъ 
эти лини будуть выражатьея уравнен1ями 


—(а—6)(22—6— 6), 
у—(6—@)(22—6с— а). 


Вельдетв!е того, что параболоиды (2) и (9) суть, по предположен!ю, 
сохокусные, поелвдн1я уравненля должны имЪфть то же значене, какъ 
и уравненя (6) и (7), а для этого должно имЪть 


6-{6=9 и а с=. 
Уравнеше (9) приметъ въ такомъ елучаВ видъ 


2 о 
ы 9-е... (10) 





При неопредЪленномъ с оно предетавляетъ, слЪдовательно, еистему 
соФокуеныхъ параболоидовъ. Веякому значеню с соотвфтетвуетъ един- 
ственная и опредфленная поверхность этой системы. | 

Очевидно, что для веЪхъ значен1й с, заключающихея между риа 
параболоиды (10) еуть гиперболическе, а для везхъ значенйЙ с, боль- 
шихъ или меньшихъ обЪихъ этихъ величмнъ, — эллиптические. 

‚662. Значев1я параметра с, опредъляющя параболоиды системы 
(10), которые проходятъ черезъ данную точку (41,91,21), опредфлятея 
изъ уелов1я 





21" 1? ва, 
о а с. 


Но уничтожеши знаменателей эго уелове обращается въ 


(е— 0) (в —9)(—2^)— (С —ри—{< да =0.... (11 


Это ееть уравнев1е третьей степени относительно с, иивющее три 
дъйетвительные корня. Въ самомъ дл, полагая, что 4>>р, и давая 
величин с поелвдовательно возрастающ!я значеня 


— <, в, а, о, ие... (12) 


убвждаемея, что первая часть уравненя (11) получаетъь значення, имфю- 
ния знаки 


ыы == О. о 


_Слвдовательно, въ каждомъ изъ трехъ промежутковъ между вели- 
чинами (12) заключаетея по одному дЪйетвительному корню разематри- 
ваемаго уравненля. 
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Отеюда заключаемъ, что чрезъ веякую точку пространства прохо- 
дятъ три еоФхокуеные параболоида системы (10), и изъ этихь парабо- 
лоидовъ два эллиптичесне и одинъ гиперболическай. 


663. Обозначая корни уравненая (11) чрезъ ст, со, сз, будемъ им$ть, 
чтопараболоиды системы (10), проходящие черезъ данную точку (21, 1, 21), 
выражаютея уравненями 


, 5 
р Ч 


ты 

р Со Ч Со 
72 4? 

р— сз 9 — сз 








—22—С1 














28—68 1... . (13) 
9—6, | 


Уравнев!я касательныхъ плоскостей къ этимъ поверхноетямъ въ 
данной точк%, какъ извзетно, будутъ 


т У р, | 

ая ти ч | 

р У и 

тн 2 | Ба ка м 8. 
2 Ут _ 

= —2 #81 ——С | 
Ра -- 1 3 | 


Если похетавимъ въ первыя два изъ уравнен1й (13) координаты 
21, У1, 21 и результаты вычтемъ, то получимъ равенетво 


2) 


97 у" 

+ 1=0 

(ре )р— 2)‘ (9— в {9— с) 
представляющее, очевидно, услов!е перпендикулярноети первыхъ двухъ 
изъ плоскоетей (14). 


Такимъ образомъ видимъ, что касательныя плоскости къ двумъ 
сохокуснымъ параболоидамъ въ ихъ общей точкЪ перпендикулярны 
между собою, свойство, принадлежащее также и центральнымъ поверх- 
ноетямъ. о 


664: Мы видфли выше (см. стр. 517 и 532), что параболоиды могуть 
быть разематриваемы, какъ предзлы, къ которымъ етремятея централь- 
ныя поверхности при безконечномъ возрастани ихъ оеей. Понятно, ноэто- 
му, что свойства Фокальныхъ лин центральныхъ поверхностей, имфю- 
ппя м%ето при веякихъ размёрахъ оеей, должны оетаватьея еправед- - 
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хивыми и для предфльнаго случая, т. е. для параболоидовъ. Таково, 
напр., свойетво, что прямая, соединяющая Фокуеъ съ основашемъ со- 
отвЪтетвующей ему директрисы, есть нормаль къ Фокальной лини (ем. 
стр. 541). Къ такимъ же свойствамъ относится и доказанное сейчасъ 
свойство сохокуеныхъ параболойдовъ переефкатьея ортогонально, т. е. 
‘такъ, что каеательныя плоскости въ общихъ точкахъ перпендикулярны 
между еобою. 


ПримБры и задачи. 


1. Даны поверхность второго порядка и плоскость уравненлями: 
| д а 2? х 9 
> т т т 


(,- 


1. 
р 
Наити геометрическое м$сто полюсовъ данной плоскости относительно всЖхъ 
поверхностей софокусныхъ съ данной. 
Отв. ее 7х — а? = пу— 0 =п2—с?, | 
2. Въ системЪ поверхностей второго порядка, софокусныхъ съ данною 
2? 9, 2? 
а? 06? с? 
найти такую, которая касается данной плоскости 
Ах-- Ву+ 0х + р=0. 


=], 


2? __ 9? 2? Аза? -- Вз6? + Се? — 
БЕ ыы а 
та Га и Ага АЗ В+ (С° 
5. Даны двЪ софокусныя поверхности второго порядка, 
7? 2 202 3/2 23 
о НЕ в 


Найти разстояне Я между полюсами данной плоскости 
Ах-+Ву-+ 02+ О=0 
относительно этихъ поверхностей. 


ыы ’2)\ А? -- НЕ (С? 
Отв. И -——— 


4. Найти соотношене между длинами перпендикуляровъ р и 2’, опущен- 
ныхъ изъ общахо Нее к ое поверхностей 


9? 222 | 9/2 22 ” 
на, вкакля-нибулдь касательныя къ нимъ плоскости, параллельныя между собою. 
| Отв. р? — = — а". 
5. Дань эллипсоидъ уравнешемъ 
202 ве 
а? ты 62 +5 


Найти зависимость между разстояшями 71 и 72 какой-либо точки ‘одной изъ его 
_фокальныхь лишЙ оть двухь точекъ (21, 1, * и (42, 42, 22) данныхъ на 
другой. 


бт. ть ав / и 
рты. — 


— 9559 — 


а2—с* &2 — с? 
9-0" а?— 5? 


Первая формула относится къ случаю, когда данныя точки находятся на фокаль- 
номъ эллипс$; вторая—ЕЪ случаю, когда онф находятся на, одной и той же вфтви 


фокальной гиперболы, и третья —къ случаю, когда онф лежатъ на, разныхъ в$т- 
вяхъ этой гиперболы. 


6. Даны два софокусныхъ эллиисоида,. 


[22 


г 
м 


22 1/2 22 - 


22 
== о Е жЫ. 
4”? 65” 522 


! 
т 


у 


=] и 


а 


-- 


о 
о 


<“ 


& 


ДвЪ точки (5, У, 2) и (5, У, 2’) этихъ поверхностей называются соотвфтствен- 
ными, если г. о 


7 


` 
а 


$ 


х 2’ 
а, а 3 —ъ 


<| 8 
| 
о|ы 
о 


) * 


= 
< 


Требуется найти соотвошене между разстояшями 7” и 7” двухъ соотвфтетвенныхъ 
точевкъ отъ общаго центра поверхностей и зависимость между разстоятаями (1 и 42 


двухь какихъ-нибудь точекъ, принадлежалцихъ разнымъ поверхностямъ, и двухъ 
точекъ имъ соотвфтственныхъ. 


Отв. 0 — аи =, 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 


Сокращенный способъ въ прим$- 
нени къ поверхностямъ второго по- 


рядка. 





© 1. Системы поверхностей второго порядка. 


665. Положимъ, что намъ даны двъЪ как1я-нибудь поверхности в вто- 
рого порядка, выражаюпияея относительно какой-либо прямолинейной 
сиетемы координатъ уравненлями 


9—0 п 0... 4... @ 


гдф 91 и 62 суть еокращенно обозначенные многочлены второй степе- 
ни вида 


Аз?-- Ву С-2Плу- 2Ехё | 2Еуг-- 231-- 2Ну-- 342-Р К. 


Ве точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ одновременно 
обоимъ этимъ уравнен1ямъ, суть, очевидно, точки, принадлежация лин!и 
перее$чен1я поверхностей. Можетъ елучитьея, однако, что вез эти точки 
будуть мнимыя. Въ такомъ елучаЪ говорятъ, что поверхноети перее%- 
каютея по мнимой лини. 

Такъ какъ веякою плоскостью поверхности (1) перееЪкаютея по 
лин1ямъ второго порядка, & тамя линш имЪютъ, вообще говоря, четыре 
(двйствительныя или мнимыя) обпия точки, то заключаемъ, что лин]я 
пересзчен1я двухъ поверхностей ро порядка ееть лин1я четвертато. 
порядка ‘). 

Въ частныхъ елучаяхъ, какъ увидимъ ниже, эта, лия можетъ быть 
еовокупноетью лий низшихъ порядковъ. 

666. Обозначая черезъь # какое-нибудь поетоянное . количеетво, 
будемъ имфть, что уравнене 


К -— 6—0 а» о м к (2) 


Г) Вообще, порядокъ алгебраической кривой лини въ пространств опре 
дфляетея чиеломъ точекъ перес$чевя ея съ кэкою угодно плоскостью. 
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выражаетъ поверхность, проходящую черезъ лин!ю пересЪченая поверх- 
ностей (1). Если же КЁ ееть неопредвленное постоянное, то поелЪднее 
уравнене представляетъ цзлую систему поверхностей второго порядка, 
переевкающихея по одной и той же лини (дЪйетвительной или мнимой). 

Такая система называетея пучкомъ поверхностей или линейною 
системою одного измфреппя. 

Очевидно, что поверхность, принадлежащая пучку (2), вполн$ опре- 
дляетея одною ея точкою, не находящеюея на ливи пересченя 
возхъ поверхноетей пучка. Въ самомъ д%1%, по координатамъ данной 
точки для постояннаго А найдемъ единственное и опредзленное значенте, 
и если обозначимъ черезъ ©’ и 62 результаты подстановки этихъ ко- 
ординатъ въ первыя чаети уравненй (1), то уравнен1е искомой по- 
верхноети будетъ 


192’ — 0291 =0. 


667. Выше было доказано (ем. етр. 410), что девятью точками, при- 
надлежащими поверхности второго порядка, эта поверхность опредвляется 
вполнф. Нели же приложимъ т же самыя разсужденя къ отыеканю 
поверхности, проходящей черезъ восемь данныхъ точекъ, то зам тимъ 
безъ труда, что уравневше искомой поверхности не будетъ вполн® опре- 
дЪленное, и такъ какъ оно будетъ содержать одинъ неопредвленный 
параметръ въ первой степени, то, очевидно, приводитея къ виду (2). 
Это показываетъ, что ве поверхности второго порядка, проходяпия 
черезъ восемь произвольно данныхъ точекъ, составляютъ, вообще го- 
воря, пучекъ, т, е. переевкаютея между собою по одной и той же лини. 
Слвдовательно, восемь точекъ въ пространств$, хотя и недостаточ- 
ны для полнаго опредЪлен1я проходящей черезъ нихъ поверхности вто- 
рого порядка, опредфляютъ, тфмъ не менЪе, цзлую линю, принадлежа- 
щую этой поверхности, лин1ю, по которой она пересЪкаетея съ без- 
чиеленнымъ множествомъ другихъ такихъ же поверхностей. | 
Изъ сказаннаго видимъ также, что девять точекъ въ пространетвв 
не могутъ опредфлять проходящую черезъ нихъ поверхность второго 
порядка въ томъ случа, когда веБ онф лежатъ на одной кривой пе- 
ресвчен1я, опредфляемой какими-нибудь восемью изъ нихъ. Въ этомъ 
случав девятая точка не предетавляетъ новаго независимаго уеловая 
для опредфленая поверхноети, такъ какъ услоне, что поверхность должна, 
проходить черезъ эту точку, есть необходимое елздетве уеловя, что 
`она проходитъ черезъ восемь первыхъ точекъ. 
668. Положимъ, что намъ даны три поверхности второго порядка, 
не принадлежапия одному пучку и выражаюнцяея сокращенно уравне- 
н1ями 


Я:=0, 6б=0, ба. еее а (3) 


Андреевъ. Авалитическая геометр:я. 36 ие. 


—2:562- = 


Такъ какъ результатъ исключен!я двухъ изъ неизвЪетныхъ 2, 9, 2 
изъ этихъ уравнен!й есть, вообще говоря, уравненле восьмой степени 
относительно третьяго, то заключаемъ, что три поверхности второго 
порядка имфютъ восемь общихъ точекъ, изъ которыхъ нфкоторыя (или 
ве) могутъ быть мнимыя. . 

ДалЪе, очевидно, что уравнеше 


$: —# 88—18 —0, еее (4) 


гд5 К и Геуть поетоянныя, выражаетъ поверхность второго порядка, 
проходящую черезъ тЪ же обпия точки. При неопредленныхъ ди [ 
этимъ уравнемемъ представляется система поверхностей второго порядка, 
имъющихъ восемь общихъ точекъ. Это есть система двухъ измфрений. 
По координатамъ двухъ какихъ-нибудь точекъ, не принадлежащих 
вефмъ поверхностямъ системы (4), постоянныя К и [ могутъ быть най- 
дены, и такъ какъ для этихь постоянныхъ получаются единственныя 
значен1я, то заключаемъ, что двумя данными точками опредзляется, 
‚вообще говоря, единетвенная поверхность, принадлежащая системЪ (4). 
Обозначая результаты подетановки въ первыя части уравневий (3) 
координатъ первой изъ данныхъ точекъ чрезъ бу, 62, 53, а второй 
чрезъ №1”, 62”, Юз”, будемъ имЪть, что уравнеше поверхности, принад- 
лежащей системЪ (4) и проходящей черезъ данныя точки, есть 


91 ) бе з Юз 
от з бэ’ ) 53. зе 
| 91”. т. ь" 


669. Еели дано семь точекъ, чрезъ которыя должна проходить по- 
верхноеть второго порядка, то, предетавивъ уравнене этой поверхноети 
въ общемъ видВ и выразивши подетановкою въ него координатъ дан- 
ныхъ точекъ уеловля, которымъ должны удовлетворять коэффищенты 
этого уравнен1я, мы будемъ имЪть достаточно данныхъ для исключен!я 
семи изъ этихъ коэфоищентовъ. Въ результат исключеня получимъ 
уравненте, содержащее только два неопредвленныхъ параметра и, притомъ, 
первой степени относительно этихъ параметровъ, т.е. уравнене вида (4). 

Такъ какъ вез поверхности системы (4) имЪютъ восемь общихъ то- 
чекъ, то убЪждаемея, что семь точекъ, данныхъ въ проетранств®, ‘бу- 
дучи недостаточны для опредфленмя проходящей чрезъ нихъ поверх- 
ноети второго порядка, тёмъ не менфе, опредфляютъ восьмую точку 
этой поверхноети, именно точку, въ которой она пересЪкается съ без- 
чиеленнымъ множествомъ другихъ такихъ же поверхностей, проходя- 

ихъ черезъ данныя точки. 
Мы видфли, что восемью точками вполнз опредвляетея ливя це- 
‘реевченя цвухъ поверхностей второго порядка, но это не отноеитея, 


— 565 — 


какъ теперь видно, къ тому елучаю, когда эти точки составляютъ еие- 
тему точекъ перееБчетя трехъ такихъ поверхностей. Въ. самомъ дВлф, 
каждая изъ точекъ этой системы ‘не предетавляетъ, для опредзлевя на- 
званной лини, особато независимаго условя, а есть необходимое олЪдетв1е 
уелов!я, предетавляемаго въ совокупности семью остальными точками. 

670. Въ уравнеши (2), предетавляющемъ пучекъ поверхностей, 
одинъ или оба многочлена ©! и 5 могутъ разлататьея на множители 
первой степени. Эти случаи заслуживаютъ особаго внимая. 

Положимъ, что 6 ееть произведеше двухъ многочленовъ первой 
етепени 0 и Го, такъ что уравнеше (2) принимаетъ видь 


51—# 0 7.=0. хо ы = бы ра (5) 


Ливн1я перес5ченя везхъ поверхностей, выражаемыхъ такимъ 
уравнентемъ, будетъ соетоять, очевидно, изъ двухъ кривыхъ второго 
порядка, по которымъ поверхность 


$1 ==0 
перес5кается двумя плоскостями 


(5—0 И. У.—=—0. 


Допуетимъ, что прямая, по которой переежкаютея поел дейя плое- 
кости, встрЗчаетъ поверхность 51-=0 въ точкахъ Ми №, и вообра- 
зимъ, что въ точкё М проведены двЪ касательныя къ названнымъ 
кривымъ пересЪченля. 

Эти касательныя будутъ также касательными прямыми къ любой 
изъ поверхностей, выражаемыхъ уравнешемъ (5). СлЪдовательно, про- 
хокящая черезъ нихъ плоскоеть есть каеательная плоскость ко вофмъ 
этимъ поверхноетямъ въ точкз Л. То же самое должно быть сказано 
и о точк% М. 

ДвЪ поверхности, инчзюпия въ общей точк$ общую касательную плос- 
коеть, называются соприкасающимися между собою. Изъ сказаннаго ви- 
димъ, что ве поверхности пучка (5) соприкасаютея между собою въ двухъ 
точкахъ или, какъ еще говорятъ, имютъ двойное соприкоеновене, 

Точки М и № могутъ быть мнимыми. Въ этомъ случа и касательныя 
въ нихъ плоскости къ поверхвоети 5:1 =0 будуть мнимыя, но такъ какъ, 
тЪмъ не менъе, оз имфютъ такое же отношене и ко веБиъ прочимъ 
поверхностямъ пучка (5), т. е. также суть къ нимъ касательныя (хот я 
и мнимыя), то поверхности пучка должно считать’ иизющими мнимое 
двойное соприкосновеже (въ двухъ мнимыхъ сопряженныхъ точкахь).. 

671. Не’ трудно убфдитьея и въ обратномъ, & именно, что веявя 
двз поверхности второго порядка, имъющ]я двойное еоприкосновеше , 

переезкаютея между собою по двумъ линямъ второго порядка. 


36* 
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Дъйетвительно, пусть М и М суть точки воприкоеновеная поверх- 
ностей и К какая-нибудь точка лини ихъ порееЪчен1я. Плоскость, про- 
ходящая черезъ эти три точки, переефчетъ обЪ поверхноети по двумъ 
лин1ямъ второго порядка, имфющимъ три обпия точки и въ двухъ 
изъ нихь Ми М обпия каеэтельныя. Такя лини, какъ извЪетно, 
сеовпадаютъ. 

672. Если поверхноеть 6! ==0 есть сфера и система координатъ 
прямоугольная, то уравнене (5) можно предетавить въ видЪ 


(ва) (и—В--е——в— 0,0, 


гдв ©, В, `/ суть координаты центра, а х ращмуеъ сферы. 

Полагая г=0, получимъ отеюда извъетное уравненше поверхности 
второго порядка (ем. етр. 536), для которой точка (а, В, `/) есть +о- 
кусъ, а лив1я пересЪчен1я плоскостей 05=—0 и Г›==0 есоотвЪтетвую- 
щая ему директриса. 

Отеюда видимъ, что Фокусы поверхности второго порядка могутъ 
быть разематриваемы, какъ центры безконечно. малыхъ сферъ, имЪфю- 
щихъ еъ поверхностью двойное соприкосновен!е. 

Само собою понятно, что это соприкоеновене не будетъ мнимымъ 
только тогда, когда Фокусъ есть точка, принадлежащая самой поверх- 
ности, именно точка округленя (ем. стр. 543). 

673. Еели плоскости (2—0 и 7. =0 еовпадаютъ, то уравнеше (6) 
обращаетея въ 


Пей 0: о пы реф ши ы © 


и выражаетъ, очевидно, пучекъ поверхноетей, иизющихъ безчиеленное 
множеетво точекъ еоприкоеновеня. Это еуть ве точки линш, по кото- 
рой каждая изъ поверхностей пучка пересвкаетея плоскоетью 0›=0. 
Въ самомъ дАБлЪ, такъ какъ дв поверхности пучка не могутъ имЪть 
другихъ общихъ точекъ, кромЪ точекъ этой лини, то веякая плоскость, 
проходящая черезъ двЪ как1я-нибудь точки этой лини, будетъ пере- 
сзкать 0бЪ поверхноети по кривымъ второго порязка, еоприкасающимся 
въ этихъ точкахъ. СлБдовательно, и сами поверхности будутъ сопри- 
касаться въ т5хъ же точкахъ. 

Еели поверхноеть 51 =0 ееть сфера и за плоскость ХОУ прямо- 
угольной виетемы координатъ принята касательная къ этой ехер% плое- 
кость, то урзвнеше (6) будетъ имфть видъ | 


(еа-(у— Веб 


Полагая здЪеь 2==0, получимъ 


(—@) +—в*— 12=0, 


гдв Г ееть многочленъ первой степени еъ двумя неизвзетными хи 9. 
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Поелднее уравнен1е выражаетъ на плоскости ХОУ кривую вто- 
рого порядка, для которой точка («, В) соприкосновеня этой плоекости 
со схерою есть одинъ изъ хокусовъ (ем. стр. 264). 

Отеюда убЪждаемея, что если поверхность второго порядка имзетъ 
безчиеленное множество точекъ соприкоеновен1я ео ехерою, то веякая 
плоскость, касательная къ съхерЪ, перескаетъ поверхность по лини 
второго порядка, для которой точка еоприкоеновеня сЪкущей плоекости 
со схерою есть одинъ изъ Фокусовъ. 

Этимъ свойствомъ мы пользовались при раземотрзи ливйЙ вто- 
рого порядка, какъ с5ченй прямого круглаго конуеа (си. етр. 260). 
674. ИзвЪетно, что уравнеше первой степени 


Аз-- Ву-- (# + О=0 


выражаетъ безконечно удаленную плоскость, когда въ немъ коэхфищен- 
ты 4, ВБ, С обращаютея въ нуль. 
На этомъ основании уравнене 


+00, „еее а (@) 


гдЪ © есть какой-нибудь многочленъ второй степени, & 0 первой, мо- 
жетъ быть разематриваемо, какъ частный елучай уравненя (5), когла 
одна изъ плоскостей 


(5—0, У. —0. 


есть безконечно удаленная. 

Сл$довательно, полагая, что ве коэфФфищенты многочлена 0 суть 
неопредвленные, будемъ имфть въ уравнеши (7) общее выражене веъхъ 
поверхноетей второго порядка, имвющихъ съ поверхностью 


8—0 


общую безконечно удаленную лин второго порядка (дьйетвительную 
или мнимую). Так1я поверхности называютея яодобными и подобно рас- 
положенными. 

Отеюда заключаемъ, что двз поверхности второго порядка будуть 
подобны и подобно раеположены, когда въ ихъ уравнешяхъ коэфФи- 
центы вевхьъ членовъ второго измвреня пропорцональны. 

Веякя дв схеры суть, елвдовательно, поверхноети подобныя и 
подобно раеположенныя. Ще 

_ 675. Дввз подобныя и подобно раеположенныя поверхноети вто- 
рого порядка, кромз безконечно удаленной кривой, имвютъ еще общую 
кривую второго порядка, лежашую въ опредёленной плоскости. 


ыы 566 == 


Полагая, что 01, О., Оз суть три как1е-нибудь многочлена пер- 
вой етепени, мы можемъ уравнен!я трехъ подобныхъ и подобно раепо- 
ложенныхъ поверхностей разематривать. въ видЪ 


8—0:=0, 8—0,=0, 9—0.=0. 
Вычитая эти уравненя одно изъ другого, получимъ 
09 — =, П— 0О:=0, 03—- 05=0. 


Это суть, очевидно, уравненя трехъ плоскостей, въ которыхъ 
хежатъ лини пересвчевая поверхноетей. = 5“ 

Такъ какъ еумма первыхъ чаетей этихъ уравнен1Й тождественно 
равняется нулю, то заключаемъ, что плоскости, вь которыль лежать 
лини пересьчешя трель подобныхь и подобно расположенныхь поверлно- 
стей второю порядка, проходять черезь одну прямую. 

Для случая ехеръ это свойство было доказано выше (см. стр. 457). 

676. Положимъ теперь, что въ уравнеми (2) оба, многочлена 5 
-и 62 разлагаются на множители первой степени, такъ что это уравне- 
н1е принимаетъ видъ 


ПУ, —#0з 7—0. К. (8) 


Диня пебааныь везхъ поверхностей, ИМЪ выражаемыхъ, будетъ 
въ этомъ случав ебетоять изъ четырехъ прямыхъ, по которымъ плое- 
кости 


И — 


перее5каютея плоскостями 
0—0: же, и. «т. цы . (10) 


Слфдовательно, всё эти поверхности суть линейчатыя, имзюпия 
четыре обпия прямолинейныя образуюпия, изъ которыхъ двЪ принадле- 
жатъ одной систем и двЪ другой (ем. стр. 492 и елжд.). 

Такъ какъ на веякой линейчатой поверхноети можно взять четыре 
прямолинейныя образующия, принадлежануя по дв къ’ разнымъ сиете- 
мамЪ и представляющя въ еовокупноети лин!ю пересвчен!я этой по- 
верхноети съ двумя парами плоскостей, то уравнеше (8) можетъ быть 
разематриваемо, какъ выражающее какую угодно линейчатую поверх- 
ноеть второго порядка. Полагая, что въ немъ (, 0», У:, Г» суть 
многочлены первой етепени въ нормальной Форм, приходимъ къ за-. 
включению, что всякая линейчатая поверхность 67торою порядка можеть 
быть разсматриваема, какь леометрическое мисто точек, для которыль 
произведеще разстоянй оть двуль данныхь плоскостей находится вь по- 
стоянномь отношении кз А разст оя оть и брушзо дан- 
ныть плоскостей. Ум 
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Уравневе (8) можетъ выражать и не линейчатую. поверхноеть, но 
въ этомъ случа множители (71, Из, 02, Г будуть содержать мни- 
мые коэффишенты, такъ что плоскости, выражаемыя уравненями (9) 
и (10), будутъ мнимыя. 

677. Замзтимъ, что уравнене (8) удовлетворяется вефми значе- 
нями неизвзетныхъ, которыя удовлетворяютъ совмфетно уравненямъ 


ИА— 0, =0 
И — (Ро =0. 


Эти же поелфдь1я уравнен!я, при данномъ К и неопредЪленномъ 
[, предетавляютъ два пучка плоскостей, связанныхъ проективнымъ соот- 
въЪтетв1емъ (ем. стр. 101), такъ какъ всякой плоекоети одного пучка, 
опред$ляемой какимъ - вибудь значенемъ параметра /[, соотвзтетвуетъь 
единетвенная плоскоеть другого, опредфляемая тёмъ же значешемъ {. 

Поэтому заключаемъ, что всякая линейчатая поверхность втодою 
порядка можеть быть разсматриваема, какь зеометрическое мьсто линй 
пересъченя соотвътственныхь плоскостей двуль пучковь, находящихся во 
проективномь соотвътствеи. 

Легко убфдитьея также, что веяюе два проективно- -еоотвфтетвенные 
пучка плоекостей образуютъ  поверхноеть второго порядка. Въ самомъ 
ДЪлЪ, уравневля данныхъ пучковъ мы можемъ разематривать въ ВИДЪ 

(1 —#05=0 к < м а 
Рави: В О Фр + 


Но извзетно, что проективное соотв% тете между всякими двумя 
системами первой степени, элементы которыхъ опредфляютея парамет- 
рок К и К, устанавливаетея уравнешемъ вида 


А -- Вк- СИ-- =0, 
ГдЪ А, В, С, 0) ланныя величины. 
| ии ки К изъ этого. уравнен1я и уравневй (1 р ПУчковъ, 
получимъ А а? 
Аб, 7, + ВО, Р,-+ 00% 7,- РО, 7:=0, ге д 2) 
а это есть _уравнеше поверхности второго порядка. 

678. Назовемъ чрезъ Г, прямую, черезъ которую. п проходять ве$ 
плоскости перваго изъ пучковъ (11), и черезъь [5 прямую перееъченя 
вевхь плоскостей второго изъ‘ этихъ пучковъ. Веякая прямая, по кото- 
рой пересекаются соотвзтетвенныя плоекоети обоихъ пучковъ, будетъ, 
очевидно, пересфкатьея съ каждою изъ прямыхъ 1 и 12 \). 


1) Прямыя 11 и Г» нужно предполагать не перес$кающимися и не па- 
раллельными. Въ противномъ случа поверхность (12) будеть коническая или 
цилиндрическая. 
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Члоекоети перваго изъ пучковъ (11), пересекая прямую Г», обрз- 
зуютъ на ней рядъ точекъ, точно такъ же, какъ и плоскости второго. 
пучка на прямой Г.. Оба эти рядь точекъ будутъ, елфдовательно, 
проективно - соотвзтетвенные между собою, и прямыя пересЪчен1я ево- 
отвзтетвенныхъ плоекостей пучковъ (11) будутъ въ то же время соеди- 
няющими соотвфтетвенныя точки этихъ рядовъ. 

Такимъ образомъ видимъ, что всякая линейчатая поверхность вто- 
рою порядка можеть быть разсматриваема, как вометрическое мтсто 
прямые, соединяющихь соотвотственныя точки двуль рядовъ, находящихся 
‚в проективномь соотвьтетвзи. 

Частный случай проективнаго соотв®тетв1я предетавляютъ ряды. 
точекъ, дёлящихь дв прямыя на пропоршюональные отр%зки. Таке 
ряды называютея подобными. 

Мы видЪли выше (ем. стр. 532), что только въ этомъ елучав по- 
верхность, образуемая прямыми, соедивняющими соотвЪфтетвенныя точки, 
ееть гиперболическай параболоидъ. Во везхъ же другихъ случаяхъ она 
есть, олфдовательно, однополый гиперболоидъ. 

679. Возьмемъ опять уравнен!е. 


51 — А —==0, 


представляющее пучекъ поверхностей второго порядка. Будучи второй 
отепени, оно имзетъ видъ 


Ая? Ву?-- О? 2Пху-- Ежа Ецё ыы 
+2ах-—2Ну 2/2-- К =.0, ое ь 


гд$ каждый коэффищентъ содержить неопредёленный параметръ } въ 
первой етепени. 


Всякое соотношете между коэффищентами уравнен1я поверхности 
выражаетъ нзкоторое свойство этой поверхноети. Опредвляя Ё изъ та- 
кого соотношен1я, мы найдемъ, ел$довательно, въ чиелЪ поверхностей 
разематриваемаго пучка так1я, которыя обладаютъ даннымъ евойетвомъ. 

ИзвЪетно, напр. (ем. стр. 421), что уеловше, при которомъ поверх- 
ность (13) ееть конуеъ, выражается равенствомъ 


4, 0, Е С 


р, В, ЕН 
Е р. 
а н, 9, К 


‚ ЗдЪеь первая чаеть есть однородный многочленъ четвертой степени 
относительно коэееищентовь 4, В, С..К. Слёдовательно, и отноеи- 
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тельно параметра А это равенетво предетавляеть уравневе четвертой 
степени. Это приводитъ къ заключен!ю, что въ пучя яовертностей вто- 
рою порядка существують, вообще юворя, четыре коничестя поверхности. 


$ 2. Взаимныя поляры. 


680. По отношен!ю къ какой-либо данной поверхности второго по- 
рядка веякая точка имфетъ опред$ленную полярную плоскость и веякая 
плоскость опредъленный полюеъ (ем. стр. 444). 

Полюсы вефхъ плоскостей, касательныхъ къ какой-нибудь поверх- 
ности, образуютъ, очевидно, нзкоторую другую поверхность и, обрат- 
во, полюсы касательныхъ плоскостей второй поверхности суть точки. 
принадлежалиля первой. Это елфдуетъ изъ того, что полюсы двухъ плос- 
костей, приближающихея при перемфщен!и къ совпаденю, также ебли- 
жаютея до совпаденя, и обратно. 

ДвЪ поверхноети, изъ которыхъ каждая есть ‚ геометрическое мъзето 
полюсовъ плоскостей, касательныхъ къ другой, называются взаимнопо- 
лярными или взаимными полярами. | 

Тажъ какъ черезъ веякую прямую линшю можно провести къ по- 
верхноети второго порядка не болЪе двухъ каеательныхъ плоскостей, 
то заключаемъ изъ свойествъ полярныхъ плоскостей и ихъ полюсовъ 
(ем. стр. 445), что всякая прямая переефкаетъ поверхность, взаимно-. 
полярную еъ какою - нибудь поверхностью второго порядка не болъе 
какъ въ двухъ точкахъ. Это показываетъ, что взаимная лоляра всякой 
поверхности второю порядка есть также поверхность второю порядка. 

681. На основан зависимости между взаимными полярами легко. 
обнаруживаются мномя евойетва поверхноетей второго порвдка, имЪю- 
1я характеръ взаимности ео свойствами уже извфетными. Такъ, напр., 
легко видЪть, что девятью касательными плоскостями поверхность вто- 
рого порядка опредзляетея вполнз. 

Въ вамомъ дьлЪ, взявшя полюсы девяти данныхъ плоскостей по 
отношен1ю къ какой-нибудь поверхноети второго порядка, будемъ имЪть, 
что этими точками опредзляетея вполнЪ поверхность, взаимно - поляр- 
ная еъ искомою. Съ тёмъ вм%ет опредфлитея, очевидно, и искомая 
поверхность. 

Способъ доказательства, состоящий въ заключенми о свойствахъ 
хигуръ въ пространетвЪ по свойетвамъ ихъ взаимныхъ поларъ, обыкно- 
венно называютъ с70с0бомз взаимныхь полярь (см. стр. 299). Заключе- 
ня такого роха можно иногда дВлать непосредственно въ силу закона 
двойственности (ем. стр. 370), такъ какъ вез полярныя свойства по- 
верхностей второго порядка сами суть его елвдетвя. 

682. Положимъ, что намъ даны двЪ поверхности второго порядка. 
Ихъ взаимныя поляры, будучи также поверхноетями второго порядка, 
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пересекаются по н%Ъкоторой. лики четвертаго порядка. Каждая точка, 
этой лиши будлетъ имЪфть полярною ‘плоскостью ‘общую касательную 
плоскость къ обЪимъ даннымъ поверхноестямъ. Слфдовательно, веЪ та- 
мя плоскости непрерывно слздуютъ одна за другою также точно, какъ 
точки кривой лини, предетавляя какъ бы послздовательныя положеня 
одной и ТОЙ же плоекоети, катящейся по обЪимъ даннымъ поверхно- 
етямъ. 

Лин1я перееЪченя двухъ безконечно близкихъ общихъ касатель- 
ныхъ плоскостей къ двумъ поверхноетямъ, при совпадени этихъ плое- 
костей, обращаетея въ общую касательную прямую. Отсюда елЪдуетьъ, 
что общая касательныя плоекоети къ двумъ даннымъ поверхноетямь 
второго порядка, елфдуя непрерывно одна за другою, огибаютъ нъко- 
торую линейчатую поверхноеть, образуюция которой еуть обиия каоа- 
тельныя прямыя къ даннымъ поверхноетямъ. Такъ какъ эта линейчатая 
поверхность огибается катящеюея плоскостью, которая во веякомъ сво- 
емъ положении соприкасается съ нею по прямой, то въ евою очередь 
она можетъ катитьея по плоскости и быть, елвдовательно, ;разверты- 
ваема или разгибаема на плоскость. т 

Изъ сказаннаго видимъ, что. взаимная поляра лини оресыв 
двухъ порерхностей второго порядка есть развертываемая линейчатая 
поверхность, соприкасающаяся съ взаимными полярами этихъ поверх- 
ностей. | о 

Въ частномъ елучаЪ, когха лиюмя пересВчен:я двухъ поверхностей 
состоитъ изъ двухъ кривыхъ второго порядка, эта развертывающаяея 
линейчатая поверхноеть будетъ состоять изъ двухъ конусовъ. Такъ 
будетъ, напр., въ томъ еслучаЪ, когда разематриваемыя поверхноети 
суть дв ехеры. | 

Развертываемая линейчатая поверхность, `воприкасающалея еъ 
двумя поверхностями второго порядна, будетъ, очевидно, соприкаеатьея 
еъ безчиеленнымъ множеетвомъ другихъ такихъ же поверхностей, имен- 
но съ взаимными полярами веЪхъ поверхностей, ииБющихъ общую ди- 
ню переезчения. а 20 | 

683. Поередетвомъ способа взаимныхъ поляръ обнаруживаются мно- 
г1я евойетва разематриваемой линейчатой поверхности, воприкаесающейся 
еъ двумя поверхностями второго порядка, свойства, предетавляюпияея 
взаимными со евойетвами линш пересфченя такихъ же поверхноетей. 
Такъ,.напр., очевидно, что чрезъ веякую точку въ пространств можно 
провеети, вообще говоря, четыре каеательныя плоскоети къ такой раз- 
ела поверхноети, соприкасаюнияея еъ нею по прямымъ. = 
Далъе, очевидно, что такая развертываемая поверхноеть опред- 
ляется вполнз восемью каеательными къ ней плоекоетями. 

‚--Щегко-видёть-отеюда, что. доказанвая выше опредвляемоеть поверх- 
ности второго. порядка девятью ея каевтельными плоскостями ие. иметь 
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мЪета въ случа», когда веЪ’эти плоскости суть касательныя къ одной 
и той же развертываемой поверхности, соприкасающейся съ двумя 
поверхностями второго порядка. 


Изъ свойетвъ взапмныхь подяръ заключаемъ также, что три по- 
верхноети второго порядка имъютъ, вообще говоря, восемь общихъ 
касательныхъ плоскостей и что вемью изъ этихъ плоскостей вполн® 
опред$ляетея положенле восьмой. 


Отсюда; слЪдуетъ, далЪе, что развертываемая поверхноеть, еопри- 
касающаяся еъ двумя поверхностями второго порядка, не будетъ опре- 
дЪляться восемью касательными къ ней плоскостями въ томъ елуча», 
когда эти плоскости предетавляютъ систему общихъ касательныхъ плос- 
коетей къ тремъ поверхноетямъ второго порядка. 

684. Положимъ теперь, что намъ даны три плоскости, касваюцщяея 
какой-нибудь поверхности второго порядка въ точкахъ 1, М5, М3, п 
пусть № будеть вершиьва образуемаго этими плоскостями. триграннаго_ 
угла. | 

Вообразимъ плоскость, проходящую черезъ точки М1, 45 ДЁ3 
Она пересъчетъь поверхность по нкоторой. лини второго порядка, а 
три данныя плоскости по прямымъ, еоставляющимъ треугольникъ, опи- 
санный около этой лини. 

Въ такомъ треугольникв прямыя, соединяющая вершины еъ точ- 
ками прикосновен1я противопохожныхъ еторонъ, проходатъ, какъ из- 
въетно (ем. стр. 293), черезъ одну точку. Обозначимъ эту точку че- 
резъ Ро. 

Такъ какъ три плоскости №1/.Ро, №.00Ру и № МзРо проходятъ 
также черезъ вершины этого треугольника, а елфдовательно и черезъ 
лин1и пересЪчен1я данныхъ плоскостей, и имвютъ, притомъ, дв обиая 
точки № и Ро, то приходимъ къ ел6лующему заключеню. 


Три плоскости, проходяиия черезь ребра описанною около по- 
верлности второю порядка трифаннаю умла и черезь точки при- 
косновеня  противоположныхь ‘фаней этою ла, пересюкаются  ме- 
Жо у собою по одной прямой. 


685. Присоединимъ къ тремъ даннымъ плоскоетямъ четвертую, 
также касательную къ разематриваемой поверхности въ какой-нибудь 
_точкв №, и пуеть точки пересвчен1я этой плоскости еъ ребрами три- 
граннаго угла, образуемаго прежними плоскостями, будуть №, №, №. 
Ве четыре данныя плоекоети составятъ тетраэдръ, описанный около 
поверхности, а точки ихъ прикосновевня №, №, М, М: будуть вер- 
шинами другого тетраэдра, вниеаннаго въ поверхность. 

На оеновани предыдущаго три плоекоети № М.М, №№ и 
№Мз№  проходятъ черезъ одну прямую №Р.. СлЪдовательно, эта по- 
елВдняя прямая пересфкается съ каждою изъ прямыхъ М№М:, №Мо, 
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№:.Мз, лежалцихъ въ этихъ плоекостяхъ. Въ то же время она пересз- 
каетея еъ прямою № М въ точкв №. 

Итакъ, прямая №Р., пересекается со ве$ми четырьмя прямыми, 
соединяющими вершины описаннато тетраэнра еъ точками прикоенове- 
мя его противоположныхъ граней. 

Предыдущее предложене можетъ быть прим$нено къ каждому изъ 
тригранныхъ угловъ, образуемыхъ четырьмя разематриваемыми каеэз- 
тельными плоскостями. Вел детне этого заключаемъ, что, кром$ прямой 
№Ро, должны существовать еще три различныя прямыя пересвкаю- 
пияея съ каждою изъ прямыхъ №Мо, М М1, №М›, №М:. 

ПоелЪдн!я прямыя можно поэтому разематривать, какъ образующая 
нвкоторой линейчатой поверхности второго порядка. 

Такимъ образомъ получаемъ сл$дующее предложенте. 

Прямыя лини,  соединяющия вершины тетраэдра,  описаннолю 
оъоло поверхности второю порядка, с5 точками прикосноветя, про- 
тивоположныхь зраней, суть образуючия одной и той же линейча- 
10й поверхности второю порядка. а 42 

686. Два разематриваемые тетраэдра, описанный около поверхно- 
сти второго порядка и вписанный въ нее, предетавляютъ взаимно 
полярныя Фигуры отноеительно этой поверхноети. Поэтому изъ преды- 
пущаго предложевая по елоеобу взаимныхъ поляръ выводимъь еще 
ел5дующее. 

Проямыя липи, по которымь фани тетраэдра, вписаннаю въ 
поверхность втовою порядка, переськаются с5 касательными плос- 
костями в5 противоположныхь вершиналь, суть образуюция, одной и 
той же линейчатой поверхности второю порядка. 


ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНТЯ, 


Геометрая на плоскости. 


1. Координаты и уразненй. 


1. Какъ можно опредФлить положеше точки внутри прямого угла? 

2. Что такое координаты точки? | 

3. Какими назватями различаются дв$ прямолинейпыя координаты одной 
и той же точки и какое присвоивается имъ буквенное обозначене? 

4. Что такое оси координатъ, начало координать. система координатъ? 

5. Вакъ опредфляетея положеше точки, находящейся ГД бы ни было на, 
плоскости? 

6. Что называется въ геометрли правиломъ знаковъ? 

1. Какой изъ четырехь угловъ, ОЕ осами координатъ называется 
нормальнымъ? 

8. Сколько существуетъь на плоскости точекъ, координалы которыхъ им$- 
ютъ однё и т же абеолютныя величины? 

9. Что такое косоугольная система координатъ и камя величины служать 
_ координатами точки относительно такой системы? 

10. Почему Декартовъ способъ опред$лять положевше точки называется 
слособомъ прямолинейныхь координатъ? 

11. Какъ расположены точки, имфющ!я одну и ту же абециесу или одну 
и ту же ординалу? 

12. Какую особенность имфютъ координаты точекъ, лежащихъь на 
осяхъ? | 

_13. Чему разняютея координаты начала? 

14. Какое существуеть соотношеше между координатами двухъ точекъ 
симметричныхъ относительно начала координатъ? 

15. Какъ слФдуетъ понимать обозначеше: точка (а, 6) или точка (2 у)? 

16. Что значить въ аналитической геометри выражене: точка, дана, или 
извъетна,? 

17. Что значить найти неизвЪстную точку? 

18. Какъ найти расстояне между двумя данными точками въ случаяхъ 
ий и прямоугольной системы координатъ? 

19. Для всякаго ли положеня ханы точекъ на, плоскости иметь м$сто 


_ формула 
4=—\/ ии 26а, — 


представляющая р%$шене предыдущаго вопроса? ` 
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20. Что нужно подразум$вать въ „Этой формул подъ обозначенями 
Чл, У: 4, 2? 
21. Какъ выражается разетояще какой-нибудь точки отъ начала коор- 
динатъ? 


22. Вакъ найти точку, дфлящую разотоянйе между двумя данными точками 
въ данномъ отношении? 


`995. Какой смыелъ имфетъ эта задача, когда, величина, даннаго отношен!я 
отрицательная? 

24. Чему равняются координаты средины аа ‘бтръека? 

25. Какую точку называютъ въ аналитической геометри безконечно 
удаленной? 

26. Что можетъ служить основашемъ положеня, что на всякой прямой 
существуетъь только одна безконечно удаленная точка? 





< 


27. Что называется преобразоваюмемъ координалъ? 

28. Что выражаютъь формулы преобразованя координатъ? 

29. Найти формулы преобразования прямолинейныхъ координалъ въ томъ 
частномъ случа, когда оси обфихъ системъ коордпнатъ ИиЗЮТЬ ОДИнАБОВЫЯ 
направлешя. 

30. Найти формулы преобразованя координатъ въ томъ частном случа, 
когда обф системы координатъ нивитх общее начало, но разныя направхе- 
н1я осей. 

31. Какой видъ  принимаютъ А преобразованя координатъ въ 
посл$днемъ частномъ случа, если одна изъ системъь координать или 06% 
прямоугольныя? 

32. Какими постоянными величинами опред$ляется расположеше одной 
системы координаль отноеительно другой въ каждомъ изъ частныхъ случаевъ, 
указанныхъ въ предыдущихъ вопросахъ?. 

33. Что нужно понимать подъ буквами, означающими длины и Углы, въ 
формулахъь преобразования координатъ, для того чтобы эти формулы имфли м%сто 
при всякомъ расположенйи системъ координатъ? 

34. Какой видъ имфютъ формулы преобразоваяня прямолинейныхъ коор- 


динать въ общемъ случа, т. е. при какомъ бы ни было расположеши системъ 
координатъ? 


35. Что такое полярныя координаты точки? Какъ он называются? 

36. Что составляеть полярную систему координатъ? 

37. Кая значеня могутъ быть приписываемы углу, миа одной ИЗЪ 
нолярныхь координать точки?’ 


38. Почему ражусу Ввитору приписываются только положительныя. 
значен1я? 


59. Какъ ‘расположены  ТОЧЕИ, имфюшЯ  ОДИНЪ и тотъ же радтуеъ вевторъ 
_ихи одну и ту же амплитуду? 

`40. Какими значешями полярныхъ коорхиналь опредфляется полюсъ? 
41. Какъ слфдуеть понимать обозначеше: точка, (х, ф)? 


42. Какъ выражается раветояне между двумя точками чрезъ полярныя 
 воординаты этихь точекъ?. 


43. Существують ли системы координалъ ром нех и п- 
:1 ‘зараыкь? 


ТБ 5 


4+1. Въ чемъь состоитъь общее ионяте о координатахъ? 
45. Найти формулы преобразован!я прямолинейвыхъ координатъ въ поляр- 
ныя и полярныхъ въ прамолинейныя. 


46. Что выражають относительно прямолинейной системы координатъ 
условия ых 
| 1; — а И 3/ —= , 


взятыя каждое въ ота$льности? 
47. Что выражаютъ услов!я 


Аз + Ву+ 6=0 и А’ + В’у + С'==0, 


взятыя Въ совокупности и каждое въ отдфльности? | 

48. Какъ показаль, что всякое уравнеше съ двумя неизв$стными 5 иу 
выражаетъь относительно прямслинейной системы координать  н$которую 
лин1юЮ? 

49. Кажъ показать, что всякой линш на плоскости соотв$тствуетв н$ко 
торое уравнеше съ двумя неизвфстными, выражающее ее отосительно данной 
прямолинейной системы координатъ? 

50. Могуть ли лиши выражалься уравненяхи относительно нолярной или 
какой-нибудь другой системы координалтъ? 

51. Что означаеть выражене: лия (или точка’) отнесена къ данной си- 
стемф коорлинатъ? | 

52. Вакъ изучаются лиши въ аналитической геометрии? 

53. Что составляеть геометрическое опред$леше ливни и что служить ея 
эналитическимь опред$ленемъ? 

54. Какъ по геометрическому опред$леню круга найти его уравнене? 

55. На кэкле два отдфла подразд$ляются лив!и? 

56. Ць какому виду приводится уравнене всякой алгебраической - 
° лини? 

57. Что называется порядкомъ алгебраической лини? 

58. Какъ найти уравнеше лиши относительно одной системы координатъ, 
когда извфстно ея уравнене относительно другой? 

59. Зависить ли порядокъ алгебраической лини отъ выбора системы ко- 
ординатъ, къ которой ее относятъ? 

60. Что выражаеть относительно прямолинейной системы координать 
элтебраическое уравнеше, одна, часть котораго есть нуль, & другая многочхенъ, 
разлагаюцийся на множители? 

_61.’Можеть ли быть изм$няемо уравневе безъ изм$нен!я его геометриче- 
скаго значения? 


|. Опредълители. 


1. Какъ обозначаются и составляются опредфлители? 

‚2. Что называють элементами, членами и пооядкомь опредёлителя? 
5. Сколько элементовъь и сколько членовъь имфеть опред литель 97-го 
порядка? 


4. Изм$няется ли величина опредфлителя при замфн% строкь столбами и 
столбцовъ строками? 


БТ нЕ 


5. Какъ измЪняется величина, опред$лителя, если два столбца, его перемз- 
щаютея одинъ на мфето другого? 

6. Чему равняется опредфлитель, въ которомъ элементы двухъ столбцовъ 
соотвфтственно равны? 

1. Что такое опред$лители миноры? 

8. Какъ разлатаетсл опредвлитель по элементамъ какой-нибудь строки или 
вакого-пибудь столбца? 

9. Чему равняется опредЪлитель, въ которомъ вс$ элементы какого-нибудь 
столбца ити какой-нибудь строки суть нули? 

10. Какъ измфняется опредфлитель, если вс элементы одного изъ его 
столбцовъ или одной изъ строкъ будуть помножены на какую нибудь ве- 
личину? 

11. Что произойдеть съ опредфлителенъ, если къ элементамъ какого-ни- 
будь столбца будутъ прибавлены величины, пропорщюнальныя соотв тетвующимъ 
_элементамъ другого столбца? 

12. Какъ выражаются чрезъ опред$лителей р шеяйя системы 7% линейныхь 
уравнен1й съ я неизвестными? 

_ 13. Въ чемъ состоитъь услов!е совмфетимости п однородныхъь линейныхъ 
уравнен!й съ п неизв$етными? 

14. Что значитъ рфшить систему (% —1) однородныхъ линейныхъ уравне- 
ви съ 7 неизвестными и кавкъ выражаются чрезъ опред$лителей рёшеня этой 
системы? 

15. Что составляеть услове совмфстимости (и —- 1`} неоднородныхъ линей- 
ныхъ уравненЯ съ и неизвфетными? 

16. Въ чемъ состоитъ правило. ПВ двухъ опредфлителей одного 
и того же порядка? 

17. Какъ правило перемноженя опредфлителей выводитея изъ р5шен!я 
`совм$стныхь уравнений первой степени? 

18. Сколькими способами можно составить изъ элементовъ двухъ перемно- 
жающихея опредфлителей элементы ихь произведен1я? 

19. Что называется производнымъ опредфлителемъ? | 

20. Какая существуеть зависимость между величинами производнаго и на- 
чальнаго опредфлителей? 


Ш. Прямая лингя. 


1. Кав1я величины называются параметрами лини, когда она выражена 
зи 
. Почему длина рен опущеннаго изъ начала координат 
на, АНную прямую лишю, и уголъ, составляемый этимъ перпендикуляромъ 
съ одной изъ осей координатъ, могутъь быть приняты за параметры данной 
_ прямой? 
| 3. Какимъ уравнешемъ выражается прямая при посредств® этихъ двухъ 
‚ -параметровъ? | 

4. Почему всякая прямая есть алгебраическая лин]я перваго порядка? 

5. Какъ УбЗдиться, что всякая алхебраическая лишя первахго ` порядка 
есть прамал? 
`’ 6. Что называютъ уравнещемъ прямой лиши въ нормальной форм? . 

97. Вакъ приводится въ нормальной формЪ общее уравнене первой сте- 
певи, когда система координатъ прямоугольная? 
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с. Какой видъ имфетъ множитель, приводящШ общее уравнене_ 
къ вормальной форм$, когда система координатъ косоугольная? 

9. Бакь приводится общее уравнеше прямой къ виду у=а%-Е 6? 

10. Вакъ называются параметры @ и 6 въ этомъ уравнени и какое ихт 
геометрическое значение? 


: ы д 4 
11. Какъ приводится общее уравнене прямой къ виду — -—— ==| ика- 
т п 


кос геометрическое значеше имфютъ здфсь постоянныя т и 7? 

12. Какую прамую выражаеть общее уравнеше первой степени 
Ах-- ВБу-- С==0, когда въ немъ одинъ изъ коэффищентовь А, В, С равняется 
нулю? 

13. При вкакихъ значеняхъ коэффищентовъ общее уравнеше первой сте- 
иени выражаетъь ось абециссъ или ось ординать? 

14. Какъ сл$дуеть понимать значеще общаго уравневя первой степени, 
когда въ немъ оба коэффищента при х и у обращаются въ нуль? 








15. Какъ поступають въ аналитической геометрии, когда требуется найти 
прямую чин по какимъ-либо даннымъ ‚увловямъ? | 
`` 1%. Камя величииы нужно найти, чтобы опредфлить по даннымъ усло- 
вяхъ прямую, выражаемую общимъ уравнешемь Ал Ву-- (==0? 

17. Как чрезь коэффищенты общаго уравнешя прямой лии выража- 
ются синусъ и косинусъ угла, составляемаго. этою прямою съ одною изъ осей 
координатъ, когда система координатъ прямоугольная? 

18. Вывести тв-же выражешя въ случа коесоугольной системы коор- 
динаГъ. К 
19. Опредзлить уголь между двумя прямыми, когда уравненя ихь даны 
вь общемъ видф и система координатъ прамоугольная. 

20. Найти уголь между двумя прямыми, выражаемыми относительно 
прямоугольной системы координатъ уравненями вида у=@ах--6. 

21. Найти уголь между двумя прямыми, отнесенными къ косоугольной 
систем координалть. 

22. Вь чемъ состоять условя параллельности и перпендикулярности двухъ 
прямыхъ, какъ въ случа прямоугольной, такъ и въ случа косоугольной системы 
координатъ? 

23. Какъ по уравненямъ_ двухъ прямыхъ найти точку ихъ пере- 
сзченя?. 

24. Вь какомъ ыИбЕ для координатъ точки перес$чеюя двухъ пря- 
мыхь получаются безкопечно большшя и въ какомь неопредзленныя зна- 
чен!я? 

29, Можно ли дв параллельныя примыя разсматривать, какъ имфюшя 
общую точку? 

26. Въ чемь соетоить услоше, что три данвыя прямых проходятъ чрезъ 
одну точку? 

27. Въ какомъ вид можно представить уравнеше всякой прямой, прохо-. 
дящей чрезъь данную .точку? 

28. Вывести уравнев!е прямой, проходящей черезъ двф данныя точки. 

29. Въ чемъ состоить услове, что три данныя точки лежать на одной 
прямой? 

30. Найти прямую, проходящую черезь данную точку и` ори 
дашной прямой. 
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31. Найти прямую, проходящую черезъ данную точку и перпендикуляр- 
ную къ данной прямой. 

32. Найти_прязую. проходяную -черезъ-ланвую точку. и-составляющую съ 
данной. прямой данный --уролу. 

35. Найти длину перпендикуляра, опущеннато изъ данной точки на, дан- 
ную прямую въ случаЪ, когда уравневе данной прямой имфетъ нормальную. 
форму. | 

34. Бъ чемъ состоитъ правило, опред$ляющее знакъ выражевя длипы 
перпендикулара изъ данной точки на данную прямую? 

35. Какъ выражается разстозе отъ дазной точки до данной прямой, 
когда уравнеше посл$днен разсматривается въ общемъ видЁ3 
- 36. Зная уравнешя двухъ прямыхъ, найти уравневя бисекторовъ двухъ 
угловъ, образуемыхъ этими прямыми. 

31. ВБакъ найти площадь треугольника, зная координаты его вершинъ? 

.38. Вакъ найти илошаль треугольняка.-зная. уравненя его сторонъ? 

59. Кавъ выражается отношене, въ которомъь разстояше между двумя 
данными точками дфлитея данною прямою? у 

40.`Чему равняется произведеше трехъ отношен!й, въ которыхъ произ- 
вольная прямая раздфляеть стороны треугольника (теорема Менелая)? 

41. Чезу-равняетеянроизвелеще трехъ.. отношенй, въ которых. прямыя, 
гоединяющия произвольную. точку съ вершинами треугольника, `раздвляютъ. его 
етороны (теорема, Чевы)?. 

42. Какимъ уравневемъ прямая лия выражается въ полярныхъ коор- 
динатахъ? | 


рии сия: 


43. Что называется геометрическимъ мЪстомъ точекъ? 

44. Какъ опред$ляются теометрическя мЪста, въ аналитической геометр!и? 

45. Какимъ уравневшемъ можетъ быть выражено геометрическое м%сто 
вершины треугольника, когда даны его основаше и разность квадратовъ двухъ 
другихъ сторонъ? 

46. Что означають уравнев!я, содержапия кром$ перем нныхъ коорди- 
нать 2 и 9 ‘одинъ или нЪсколько неопредзленныхь параметровъ, и какь опре- 
дфляется геометрическое м$сто точекъ пересфченя ливй, выражаемыхъ двумя 
такими уравнешями? 


че > 


/ 


47`Вакое значене иметь уравнеше первой степени съ неизвжстными 
$ и 4, БОГДа коэффищенты 6то еодержатъ ‘неопред$ленный параметръ также въ 
первой степени?---^ 

ОН 
——_ 


48. Что называедея мнимою точкою? 

49. Какъ возникаеть въ авалитической геометри поняте о мнимыхъ 
точвахь и въ чемъ ааа отлич1е этого понятя отъ поняття о точкахъ 
дъйетвительныхъ? * / 

50. Кая мнимыя точки называются . сопряженными? 

_ 51. Кавъ показать, что средина, разстоямя между двумя ‘мнимыми со- 
пряженными точками есть точка дфйствительная? 
| 52. Показаль, что прямая, пИхомАя черезъ двф мнимыя сопряженныя 
точки, есть дфйствительная. 

'53. Какое значеше имфеть отношене разстоян!я между двумя НИМЫМИ 
един точками. въ \разетолв!ю между двумя другими такими же 
точками: | 
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. Что называють въ аналитической геометрии мнимою прямою? 


55. Камая мнимыя прямыя называются сопряженными? 

56. Сколько на мнимой прямой можетъ быть дЪйствительныхъ точекъ? 

51. Сколько  дфйетвительныхъь прямыхъ проходить черезъ мнимую 
точку? | 


58. Какое геометрическое значеше по отношеню къ прямолинейной си- 
стемБ коордияать имфетъ уравнеше второй степени съ однимъ только неизв$ст- 
НЫМЪ 2 или 4} 

59. Какое геометрическое значен!е имфетъ однородное уравнен!е второй 


степеци вида, 
Ах? -- Вху + Су? =0? 


60. Бакъ найти уголь между двумя прямыми, выражаемыми такимъ урав- 
нешемь? 

61. Въ чехь состоитъ услове перпендикуларности прямыхъ, выражаемыхъ 
такимъ уравнешемъ? 

62. Какъ по однородному уравнешю, выражающему совокупность ‘двухъ 
прямыхъ, найти такое же уравнеше, Ниро совокупность бисекторовъ 
дв)хъ угловтъ между этнми прямыми? 

| 63. При какой зависимости между он общаго уразнеюмя вго- 


рой степени вида 
‚ Ах? Бху-+ Ст- Ох - Ву +ЕК=0 


это уравнеше выражаетъь совокупность двухъ ‘прямыхъ, и въ какихъ случаяхъ 
эти прямыя будутъ дЪИствительныя или мнимыя? 

64. Что называется дискриминантомь уравневя второй степени съ двумя 
-нойзвветными? 


У. Сокращенный способъ и начала проективной геометрии. 


1. Что называется сокращеннымъ способомъ въ аналитической гео- 


метр1и? 
2. Что выражаеть уравнен!е 
Л 6 а 
гдё [1 и [> суть многочлены одной и той же степени съ двумя неизвфстными 2%. 
и, а Ё какая нибудь постоянная величина? г 


3. Что выражаетъ то же уравнеше, когда въ немъ А есть величина не- 
опредфленная? : 

4. Почему величину С въ уравнени д—№==0 называють парамет- 
ромъ? ` ы 
5. Какое геометрическое зназчене имфетъ параметрь Ё въ уравнеши 


А! —^К.4 — 


гд$ Ал и -4> суть первыя части двухъ уравненй первой степени въ нормальной 
формЪ? 
6. Какое значеше имфетъ параметръь въ уравненн. 
(— 0 ==0, 
37+ 
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тд Ол и (2 суть первыя части двухъ уравнеши первой степени общаго- 
вида 
1. Въ чемъ состоитъь услове, что три прямыя, выражаемыя уравненями. 


(1 =0, О. = 0, 0. —0, 


ирохоцятъь черезъ одну точку? 

5. Какъ примфняется сокращенный способъ къ доказательству, что би- 
сектры угловъ треугольника перес$каются въ одной “гочкЪ? 

9. Сколько существуеть точекъ, въ которыхъ сходятся по три бисектры 
внутреннихь и внфшнихъ угловъ треугольника? 

10. Какъ примфняется сокращенный способъ къ доказательству, что вы- 
соты треугольника проходятъ черезъ одну точку и что меданы треугольвика 
проходять черезъ одну точку? | 

11. Въ чемъ состоитъ теорема о гомологическихъ треугольникахъ? Что- 
называется осью и центромъ гомолоши для такихъ треугольниковъ? 

12. Какъ доказывается сокращеннымъ способомъ теорема о гомологиче- 
скихь треугольникахъ?. 


13. ВБакъ убфдиться, что положен!е точки на плоскости можеть быть: 
опред$ляемо тремя какими-нибудь величинами, пропоршональными  раз- 
стоящемь этой точки отъ трехъ прямыхь, не проходящихъь черезь одну 
точку? | 
14. Что тажое трилинейныя координаты точки? Что составляетъ систему. 
трилинейныхъ координалтъ? | 

15. При кавихъ зваченяхъ трилинейвыхь координалтъ точка, находится на» 
одной изъ сторонъ коордпнатнаго треугольника? 

16. Кавъ изм5няется положен!е точки при измфненши знака одной или 
двухъ изъ ея трилинейныхъ координалт? 

17. Какими особенностями отличаются трилинейныя координаты ‘отъ 
координатъ декартовыхъ и въ чемъ могутъ быть преимущества употребленя 
первыхъ? 

18. Вакъ убЪдиться, что всякая прямая лин1я выражается въ трилиней- 
ныхъ координатахъ однородныхъ уравненемъ первой степени? 

19. Вакъ убЪдиться, что выражеше 


Ч! —- Ффойо —- 5 йз, 


въ воторомъ 41, 42, @з суть абсолютвыя величивы орон Вообхивйтнато тре- 
угольника,. & Й1, Йэ, Из разстояшя какой-либо точки отъ этихъ сторонъ, имЪетъ- 
значеще, не зависящее отъ положевя этой точки? 

20. Какую прямую выражаетъь уравнене 


2151(Х)) + Хо (Хо) -|- 23511(3) =0 


тд (Хх, (Ха. (Хз) суть углы координатнато треугольника? 
21. Какъ` выражаются услов!я параллельноети и перпендикулярноети пря- 
мЫхЬ, отнесенныхь къ систем трилинейвыхъ координатъ: 
22. Что такое параметры отноше трилинейвыхъ координатъ? 
_/23, Въ какомъ случа трилинейныя координаты восятъ назваше бари- 
центр ическихь? Каким? ураввешемъ въ этомъ ыы выражается безконечно“ 
‘удаленная прямая? 
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24. Что такое однородныя координаты? 
25. Какъ убфдиться, что одноролныя и декартовы координаты предста- 
вляютъ частный случай трилинейныхъ? 


26. Можно ли опредфлять помош/ю координатъ положене прямой лини 
‘на илоскости? 

27. Что выражаютъ уравневя, въ которыхъ перем$нныя величины суть 
Аоордиваты прямыхъ лин? 

78. Въ чемь еостоитъ методъ касалельныхь или тангеншальныхь коор- 
динатъ? 

29. Вакое геометрическое значене иметь уравнен1е первой степени въ 
гангенщальныхь координатахъ? : ; 

30. Какъ подраздфляются лиши по виду ихъ уравнешй въ тангенщаль- 
ныхъ координатахъ? = | | 

31. Что такое законъ двойственности или взаимности въ геометрии? 

32. Что называется въ геометр!и системою: двухъ измфревй ‘и системою 
одного измфревшя? 

33. Кавя простфйшия системы одного изыВрения? 

34. Чго называется сложнымъ или ангармоническимъ отношенемъ четы- 
рехъ лучей пучка : 

35. Что называется сложнымъ или ангармоническии» отношенемъ четы - 
рехъ точекъ на прямой? 

_ 56. Какъ выражается сложное отношене четырехъ точекъ или четырехъ 
лучей чрезъь координаты, ихъ опредфляющя? 

31. Въ какой зависимости находятся сложныя отношевя четырехъ лу- 
чей пучка и четырехъ точекъ пересЁченя этихь лучей какою - нибудь 
прямою? 

38. Что называется гармоническимъь рядомъ . точекъ и гармоническимъ 
пучкомъ прямыхъ? 

59. Что сл$дуетъ понимать подъ гармоническимъ дфлешемъ отрфзка по- 
средствомъ двухъ точекъ и гаумоническимь дфлевемъ угла посредствомъ двухъ 
прямыхъ? 

40. Что называется полнымъ четыреугольникомъ? Что такое его вершины, 
стороны и Далональныя точки? 

41. Что называется полнымъ четырехсторонникомъ? Что такое его сто- 
роны, вершины и д1агонали? 

42. Въ чемъ состоять гармоническля свойства, полныхъ четы реугольниковъ 
и четырехсторонниковъ? 

43. Какая зависимость между элементами двухъ системъ одного измфреня 
называется проективнымъ соотвфтствемъ? 

44. Какъ доказать, что равенство сложных. отношений соотвтотвенныхъ 
элементовъ есть слёдств!е однозначности проективнато соотвЪтствия? 

45. Сколькими парами ре элементовъ устанавливается про- 
ективное соотв тстве? 

46, Что называютъ Ва точками проективно-соотв$тственныхь ря- 
довъ На одной и той же прямой и двойными лучами проективно-соотв$ тствен- 
ныхь пучковъ, имфющихь общ центръ? Сколько можеть быть двойныхъ то- 
чекъ или лучей? 

47. Каке элементы т проективно-соотвфтетвенныхь системъ называются со- 
пряженными? Что такое инволющя? 
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48. Сколькими парами сопряженныхъ элементовъ устанавливается инво- 
лю? -х 

49. Какое соотношеше существуеть между величивами, опредфляющими: 
положен!е трехъ паръ сопряжевныхь элементовъ въ инвозющеи? 

50. Какому условшю должны удовлетворять уравнешя шести прямыхъ, 
проходящихъ черезъ одну точку, когда эти прямыя составляють инволющонный. 
пучекъ? | 

51. Вакъ убЪдиться, что лучи, дЪлящ!е гармонически одинъ и тотъ же 
уголъ, а также точки, дфляц!я гармонически одивЪ и тоть же отр$зокъ, состав- 
ЛЯЮТЪ ИНВОЛЮЦЮ? 


52. Въ чемъ состоять инволющюонныя свойства полныхъ четырехсторонни- 
КОВЪ и обо инаовий 


У. Общия свойства линй второго порядка. 


1. Какой видъ имфеть общее уравнее второй степени съ двумя ‚пере- 
мфнными? | 

2. Что нужно предполагать относительно коэффищентовъ общаго уравне- 
н1я 2-Й степени, чтобы выводить изъ него обишая свойства лин второго 
порядка, ? | 

3. Вакь найти аналитически ливю второго порядка по даннымъ геоме- 
трическимъ условямъ? 

4. Какую особенность имфетъ уравнев!е лини второго порядка, когла она, 
проходить черезъь начало координатъ? 

5. Сколько точевъ, принадлежащихь лини второго порядка, впольЪ ее 
опред$ляють? 

6. Какъ найти точки перес$чеюя данной кривой второго порядка съ 
данною прямою? Сколько такихъ точекъ? 

и Т. Вак1е случаи нужно различать въ относительномъ положеши прямой и 
кривой второго порядка? Что называется х0000ю и касательно? 

8. Какое положене имЪфетъ прямая относительно кривой второго порядка, 
когда въ уравненш, опредфляющемъ координаты ихъ общихъ точекъ, коэффи- 
шенть старшаго члена равняется нулю! 

9. Въ какихъ случаяхъ уравнев!е второй степени выражаетъ кривую, пе- 
‘ресвкающуюея съ одной изъ осей координатъ въ безконечности? 

10. Какъ найти прямыя, встрёчающия данную лив!ю ни порядка въ. 
безконечно удаленныхь точкахъь? “ ал ы 5 Нл м 

‘1]. Что выражаетъ уравнене, которое ИИ приравнявши нулю 
сумиу членовъ второго измфрешя въ уравнен!и данной лив!и второго по- 
рядка,? ` 

12. На каме три рода ии вя всф кривыя второго порядка? Въ 
чемъ состоитъ аналитическй признакъ, что данная кривая принадлежит къ 
‚ тому или другому изъ этихь родов: 

а 18. Въ чемъ состоить уелове, что прямая, давная уравнешемъ 


ут, 


‘касвется данной: лиШи второго порядка 
14. Сксль ъво можво пробэсти касательныхъь къ лиши второго порядка» 
эрезъ данную тозку или параллельно данной прямой? 
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15. Бакъ составить уравнеше, выражающее совокунность двухъ прямыхъ, 
ироходащихъ черезь начало координатъ и касательныхъ къ данной кривой вто- 
рого порядка? 

16. Въ какихъ случаяхъ чрезъ начало координать проходить только одна 
касательная къ данной лиши второго порядка? 


17. Что называется иенииомь лини второго порядка и въ чемъ состоитъ 
аналитическай признавъ, что центръ данной лии находитея въ началЪЬ коор- 
динатъ? 

18. ВКакъ найти центръ лиши второго порядка, данной общимьъ урав- 
нешемь? 

19. На чемъ основывается подразд$леше кривыхъ второго порядка. па, цен- 
тральныя и нецентральныя? 

20. Что выражаетъ уравнене второй степени въ случа неопред$леннаго 
центра? 

21. Что называется асимитотами лный второго порядка? Кавя кривыя 
второго порядка имфютъ дфйствительныя аснмптоты? 
°232. Какъ найти для ливи второго порядка, выраженной общимъ уравне- 
шемъ, средину хорды, образуемой данною прямою у=тх--и? 

23. Что называется заметюомь лии второго порядка? 

24. Всякая ли лия второго порядка имфетъ даметры? 

“25. Вакое относительное расположене имфють д1аметры кривыхъ, не им$- 
ЩИХ центра, и кривыхъ центральныхъ? 

26. Каме даметры кривой второго нор вазываютея сомряжен- 
ными? 

° 27. Вакое существуетъ соотношеше между направлешялми двухъ сопряжен- 
пыхъ аметровъ? 

28. Какой видъ получаеть уравнеше всякой центральной кривой второго 
порядка, когда оси координать совпалаютъ съ двумя’ сопряженными дамет- 
рами? | 

29. Что называютъ осяли и вершинами ли! второто порядка? 

30. Вакъ уб$диться, что всякая центральная кривая второго порядка им$- 
етъ двф дфйствительныя оси? . 

31. Существуютъ лизлиыи второго порядка, имфюния боле двухъ осей? 

32. Существують ли сопряжевные д1аметры и оси для кривой, пе имЗю- 
щей центра, 

33. Изь чего видно, что оси кривой второго порядка суть ея оси сим- 
метр!и? | 


34. Въ какомъ видЪ можеть быть представлено уравнене сВкущей. 
прямой, всгр5чающей лившю второго порядка въ двухъ давныхъ  точ- 
кахъ? 

_35. Какъ изъ уравневя сЪкущей получается уравнеше касательной къ 
кривой второго порядка въ данной на ней точкЪ? 

36. Какое существуетъ соотношеше между направлен1ями касательной и 
д1аметра, проходяшаго чрезъ точку ея прикосновеня? 

37. Какой видъ получаеть уравнев!е всякой кривой второго порядка, _ 
когда за одну изъ осей координатъ примемъ какой-нибудь маметръ, а за другую 
касательную въ конц этого д1аметра? Чфмъ въ такомъ случа различаются 
уравнешя центральныхьъ и нецдентральныхъ кривыхъ? 
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38. Что называется нобмалью въ кривой лини? 
39. Какой видъ имфетъ уравнене вормали къ кривой второго порядка, 
‘выраженной общимъ уравневшемъ, когда система координать прямоугольная: 

40. Какъ найти ураввене, выражающее совокупность двухъ касательныхь 
къ кривой второго порядка, проходящихъ черезъ данную точку? 

_ 41. Что называется полядою точки и и0/4/0сомь прамой относительно кривой 

второго порядка? 

42. Какая точка есть полюсъ касательной? . 

43. Какъ расположевы поляры ве хъ точекъ, лежащихъ на, одной о 
и полюсы всфхъ прямыхъ проходящихъ черезъ одну точку? 

44. Какя точки и вамя прямыя называются сопрояженными относительно 
кривой второго порядка» 

45. Гд$ находится поляра центра кривой второго порядка? Калия точки 
суть полюсы двухъ сопряженныхъ даметровъ? 

"46--Что называется полярнымъ треугольникомъ относительно кривой вто- 
рого ‘порядка? эх | 

47. Какъ "УЗ брыя. что дагональный треугольннкъ .всякаго вписан- 
наго въ кривую второго“ “порядка четыреугольника ‘есть полярный тре- 
угольникл,? | .. 

48. Въ чемь состоитъ гармоническое ‘свойство поляръ? 

49. Какъ выражается услоше, что прамая лин1я` и кривал второго порядка, 
даннныя общими уравнен!ями, соприкасаются? 

50. Какой видъ имфеть уравнен!е кривой второго порядка въ тавгенщаль- 
ныхъ координалахъ? 


51. Какъ можно изслфдовать ‘значешя общаго уравнев!я второй 
степепи 


Аз? - Вху-+ Су?- Ох + Еу-+ Е=0 


ВЪ ТОМЪ случаф, когда въ немъ коэффищшенть (‘не равняется нулю? 


52.—Можно-ли-употребить-тотъ -же‘премъ изслфдовая, когда; С—0, но 4 
ет раеаны 
53:_Каюъ-изеяфдовать 3 начено общато уравнены второй` степени, когда 


_А=0==0? 
54. Вакъ составляетея изъ оба ино уравнен!я второй степени вы- 
развеше, называемое дискриминантомь этого ураввен1я? 
55. Что можеть выражаль уравнев1е второй степени, котда его дискрими- 
нантъ равняется нулю? 
56. При кавихъ услов!яхъ уравнен!е второй степени не имфетъ вовсе дЪй- 
ствительнаго геометрическаго значен!я? : 
57. При какихъ условяхъ уравнене второй степеви аа ко- 
ординатами только одной. дЪйствительной точки? 
| 58. Каковы всЪ возможныя значешя общахо уравненя второй степени, 
вотда В*—440<. 0? 
| 59. Каковы вов возможныя значеня общато уравнены второй степени, 
‘хогль. 5°—4АС` 0? 
‘60. Какимъ аналитическимъ признакомъ различаются случаи, когда урав- 
нее второй степени выражаетъ гиперболу и когда, оно выражаетъ двЪ перес%- 
каюнияея прямых? 
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° 61. Каковы ве возможныя значевя общато уравнев!я второй степени, 
когда В2—4АС=0? 

62. Какимъ аналитическимъ признакомъ различаются случаи, когда, ураз- 
нен!е второй степени выражаетъ параболу и когда оно выражаетъ дв парал- 
лельныя прямыя? — 

65. Если общее уравнеме второй степени выражаетъь дв прямыя лин!и, 
то какимъ аналитическимъ признакомъ ое случаи параллельности и 
непараллельности этихъ прямыхъ? 

64. Если уравнеше второй степени выражаеть двЪ мнимыя прямыя то 
существуютъ-ли на плоскости дфйствительныя точки, которыхъ коордипаты удо- 
влетворяютъ этому уравненю? 

65. Въ какомъ случа уравнеше втопой степени выражаетъ двф совпада- 
юпия прямыя? а 

66. Какъ расположена относительно осей\‘координать ия второго по- 
рядка, выражаемая общимъ` уравнешемъ,; кстда, /)2—4АЁ=0и Е?—4СЕ=0? 

67. Что выражаеть общее уравнене_ второй степени, если, при равенств% 
пулю его ‘дискриминавта, `В? —4АО—0 и р-—4АЕ=0? 

68. Что_выражаетъ общее уравнене второй степенй;-если, при рее 
нулю дискриминанта, 5?—4АС=—0 и Е— 4 СОР 0? ге 





69. Можно-ли воспользоваться преобразовашемъ координатъ для упроще- 
ня уравнешя кривой второго порядЕй? 

10. Что называется преобразовашемъ къ центру? 

1]. Если начало координатъ переносится въ центръ кривой, то какой видъ 
получаеть уравневе этой кривой и какъ опредЪляются коэффищенты преобра- 
зованнато уравнен!я по коэффищентамъ первоначальнаго? 

12. Какое выражеюне изъ коэффищентовъ уравненя кривой второго по- 
рядка не измфняется при такомъ преобразован воординатъ, при о на,- 
правлеше осей остается прежнее? 

13. Что называется преобразовашемъ къ осямъ кривой? 

14. Вамя выражешя изъ коэффищентовъ уравненмя кривой второго по- 
рядка, не измняются при замфнЪ прямоугольной системы координатъь всякою 
другою прямоугольною-же? | 

15. Какъ по коэффищентамъ уравнешя кривой относительно прямоуголь- 
ной системы координать, имфющей начало въ центр этой кривой, опред$ляется 
уголъ, на который нужно повернуть эту систему, чтобы ея оси совпадали съ 
осями кривой? 

76. Какъ при томъ же преобразован!и координатъ опредФляютея коэффи- 
щенты преобразованнаго уравнешя по’ коэффищентамъ первоначальнахо? 


`ТТ. Какь” и ится На КЪ ОСЯМЪ- кривой, Бога первова - 
чальная система координал? тольнал? ^^ 


| 18. ВКалая выражен!я, содержал? Я ко авнен1я кривой второго 
порядка и уголъ меж Ги координатъ, не ИЗМ НЯЮТСЯ при`Всякемъ--преобрэ-- 


зоваши координалъ: 


19. Вакимъ и системы координатъ пользуются ДлЯ упрощентя 
уравнемя всякой кривой второго порядка. не ихфющей центра? 

80. Какое упрощейе въ уравнеши кривой, не имфющей центра, достн- 
гается посрецствомъ зам$ны прежней прямоугольной системы координатъ дру- 
гою, также прямоугольною и им5ющею прежнее начало? 
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51. Какъ уравнене кривой, не имфющей центра, приводится къ виду 
и =Э ра, 
и какъ постоянное 4 въ этомъ уравнеши опредфляется по коэффишентамъ- 
первоначальнаго уравненя, если первоначальная система координатъ прямо- 
угольная? 
_ 32—Какъ лоетигается приведене-уравненя—къ-тому-же-вилу, когда перво- 
_назальная-система координатьвосоугольная? 





М. Кругъ. 


1. Какъ по геометрическому опредЪлен1ю круга найти его уравнеше отно-- 
сительно прямоугольной и относительно косоугольной системы координатъ? 
2. При какихъ условяхъ общее уравневше второй степени 


Ах? - Бху- Су? + Ох-+ Еу-+ Е=0 


выражаеттъ кругъь относительно прямоугольной системы координалтъ и при какихъ 
относительно косоугольной? 

5. Какъ по коэффищентамъ уравнешя второй степени, выражающато- 
кругъ, найти центръ и ращусъ этсго круга? 

4, Что выражаетъ общее уравнев1е второй степени 


Аа? + Вху | Су?-+ Рх-- Еу-+ Е=0 


относительно прямоугольной системы коордиватъ, когда коэффищенты его под- 


чинены услов1ямъ 
А= С, В=0, 02+ Е=4 АР? 


5. Какъ найти уравнене круга, проходящаго черезъ три данныя точки? 
6. Какъ выражается услове, что чегыре данныя точки лежать на, одномъ 
кругБ? | 
Т. Вакъ доказать аналитически, что произведеше отр$зковъ сЗкущей, за- 
ключающихея между данною ея точкой и точками ея пересБченя съ кругомъ,.. 
‚имфетъ величину, не зависящую отъ направлевя этой сФкущей? 
8. Какъ найти уравневе касательной къ кругу, отнесенному къ прамо- 
угольной систем координатъ, начало которой находитея въ его цептрЪ? 
9. Изъ чего можно заключить, что для круга всЪ нормали совнадаютъ съ. 
даметрами? 
- 10. Какимь уравнешемъ выражается касательная къ кругу, уравнение ко-- 


_ торато есть. 
(2—8)? + (у— В)? — 72 =0? 


11. Какъ найти уравнев!я касательныхт къ кругу, проходящихъ черезъ- 
данную точку (а, 0), когла уравневе круга дается въ видз 
(д — &)8 + (у— В) —1т2=0? 


12. Что выражаеть уравнене 


-- 


_@--9+09-— Рив 0, 


въ которомъ & и В суть координаты центра, нфкотораго круга, 7 его радусь, 
& 21, 11 Координаты ВАО НивяСудЬ точки плоскости? 
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13. Въ чемъ состоятъ свойства поляръ различныхь точекъ относительно 
круга и какъ по отношеншю къ данному кругу можетъ быть построена, поляра 
данной точки? 


14. Какимъ уравнешемъ выражается кругь въ полярпыхъ коорди- . 
натахъ? | 


15. Чго выражаетъ уравнен!е 
П— 0. =0, 


вь которомь (Сл и (5 суть первыя части уравнен!Й двухъ круговъ, & д ностоян- 
ная величина? Какое геометрическое значене имфетъ параметръ /? 

16. Что вазывается пучком» круговъ? 

17. Что называется радикальною осью двухъ или нфеколькихъ круговъ и 
какими свойствами обладаетъь эта прямая? 

18. Изь чего слфдуетъ, что всф круги на плоскости нужно разсматривать, 
какъ имфюще дв обиия безконечно удаленныя мнимыя точки? 

19. Ваюя точки называются зредъльными точкали пучка круговъ? 

20. Какое свойство им$ютъ поляры данной точки по отношеню къ кру- 
галгь, составляющимъ пучекъ, когда эта точка лежитъ на радикальной оси 
этихъ круговъ, или когда она совиадаетъ съ одной изъ предфльныхъ точекъ 
пучка? | 

21. Вакъ убфдиться, что, круги, пересБкаюниеся ортогонально со всеми. 
кругами даннаго пучка, составляютъ также ипучекъ? 

23. Кавшя точки называются чентрали подобя двухъ круговъ? 

23. Какъ найти координаты внутренняго и внфшняго центра, подоб1я двухъ- 
круговъ, когда эти круги даны уравнен!ями вида, 


(д— я) + (у— В) —" =0? 


24. Какое положеше имЪютъ центры подоб1я двухъ соприкасающихся“ 
круговъ? 

25. Вакъ найти аналитически поляры центровъ подоб!я двухъ данныхъь- 
круговъ но отношею къ каждому изъ этихъ круговъ? 

26. Что называется радикальнымь центроме трехъ круговъ? 

27. Вакъ расположены центры подоб1я трехъ круговъ и что такое ихъ 
оси подобля? | 

28. Изъ чего можно заключить, что если два, круга, соприкасаются съ треть- 
имъ, то прямая, собдиняющая точки прикосновен1я, проходить черезъ одинъ. 
изъ центровъ подоб1я этихъ двухъ круговъ? 

29. Какъ’ найти аналитически цептръ и рамусъ круга, соприкасающахгося: 
съ тремя данными кругами? 

30. Сколько существуеть круговъ, соприкасающихся съ тремя данными 
кругами? / 

у Въ какой зависимости находятся точки соприкосновешя какого-либо 
круга ©ъ тремя данными кругами отъ радикальнаго пота и оть осей подобля 
данныхъ круговъ? | 


_38. Какъ построить кругъ, соприкасающся съ тремя данными кругами?” 
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УП. Эллиптпсъ. 


1. Какимъ услов!ямъ. должны удовлетворять коэффищенты въ уравнеши 
Аз? -- Су? Е=9 


‚для того, чтобы этимъ уравнешемъ выражался дЪйствительный эллипсъ? 
2. Какъ убфдитьея, что уравнеше всякато эллипса, можетъ быть предетав- 
‚чено въ ВидЪ 


5. Какое геометрическое значеше имфють постоянныя @& и В въ предыду- 
щемъ уравнен!и? 

4. Что выражаеть предыдущее уравнеше, когда въ немъ &==9, и почему 
въ противномъ случа можно предполагать, что @`3>0?. 

5. Между какими предЗлами заключаются разстоявя точекъ эллипса, отъ 
-его осей? 

6. Какой видъ имфетъ уравневе эллипса, относительно полярной системы 
координатъ, полюсъ которой находитея ВЪ его центр$, а полярная ось совпада- 
етъ съ большою осью” 

Т. Въ какомъ отношеши находятся ординаты эллипса, отнесеннаго къ 
-его осямъ, къ ординатамъ круга, построеннато на больной оси, какъ на 
даметр$? 

°8. Если эллипеъ, мс къ его осямъ, выражается уравнешемъ 
2 
ы 1, 
то какими уравнен1ями выражаются прямыя, пересБкающияся къ какой-нибудь 
его точЕЪ и проходяпия черсзъ концы одной изъ его осей? Какая существуетъ 
зависимость между разстояшями отъ Центра эллипса до точекъ перес$чен!я та,- 
кихъ прямыхъ съ другою осью? 

9. Вакъ эллипсъ можетъ быть построенъ по точкамъ? 

10. Если прямолинейный отрфзокъ данной длины перем$щается такъ, что 
его концы скользять по двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ, то 
всякая его точка описываетъь нфкоторую линю. Какая эта лин1я? 


т: 


`.Е]. Каюмя точки называются фокусами эллипса? 
12. Какъ выражаются разстояя какой-нибудь‘точки эллипса, отъ его фо- 
кусовъ черезъ абециссу этой точки? 
13. Въ какой зависимости находятся между собою разетоявя точекъ 
эллипса отъ его фокусовъ? 

_ 14. Вакъ убфдитьея, что эллипеъ вполн» опредфляется, какъ геометриче- 
ское. место точки, сумма разстояй которой отъ двухъ данныхъ точекъ иметь 
‚ постоянную величину? 

15. Какъ опред$ляются праны, называемыя ди’ектрисами эллипеа? 

16. Въ какой зависимости между собою находятся разстояшя точекъ 
‚эллипса отъ его фокусовъ и директрисъ? 

17. Что называется экементюиситетюомь нано? Въ какихъ предл 
заключается экецентриситетъь для различныхт эллипсовъ? 
‚18. Что называется параметромь эллипса? Какъ выражается параметръ 
эллинеа, ‚Зрезъ его оси и экецентриситеть? 
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19. Какимь уравнешемъ выражается эллицсъ относительно полярной си-- 
стемы координатъ, полюсъ которой находится въ его фокус$, а полярная ось- 
направлена, изь фокуса къ ближайшей вершин$? 


20. Какой видъ имфеть уравнен!е касательной къ эллипсу въ данной на 
немъ точк$, когда эллипсъ отнесенъ къ его осямъ или какимъ-нибудь сопряжен- 
нымь д1аметрамъ? | 

2]. Вакъ опред$ляется поляра какой-нибудь точки относительно эллииса,? 
Какая прямая есть поляра фокуса? — 

22. Въ какомъ видф представляется уравнеше касательной въ эллипсу,. 
имфющей данное направление? 

23. Сколько касательныхь къ эллипсу можно провести въ данномъ 
напразлен1и? 

24. Вакимъ уравнешемь выражается вормаль къ эллиису, отнесенному къ 
его осямъ? 

25. Что- называется Олиною нормали-и-длиною---касательной, - субнор- 
малью и подкасательной для точки, данной на эллипс? 

26. Въ какой зависимости находится субвормаль’ точки `эллинеа ‘оть` ея 
абепиесы? ы | 

27. Вь какой зависимости находится длина’ нормали всякой точки 
эллипса оть перпендикуляра, опущеннаго на касательную` въ этой точкЪ изъ 
центра? 

28. Какая зависимость существуеть между направлешемъ касательной въ. 
какой-нибудь точкЪ эллипса и рад1усами-векторами, проведенными въ эту точку 
изъ фокусовъ? 


29. Въ какой зависимости между собою находятся разстояня касательной 
къ эллипсу отъ двухъ его фокусовъ? : 


30. Какая лия служитъ геометрическимъ мфетомъ очнований перненди- 
куляровъ, опущенныхь на касательныя къ эллипсу изъ его фокусовь? 

31. Какая лишя есть геометрическое мЪсто точекъ, симметричныхъ съ фо- 
‚ кусомъ элиииса относительно касательныхь? 

52. Какъ постронть касательныя къ данному эллиису, проходяния через 
данную точку или параллельных данной прямой? _ 

‘33. Какая существуеть завиинодть Между уг углами, образуемыми двумя ка- 
салельными къ. тт и праныияу ‘проведенными. ИЗЪ ТОЧКИ ИХЪ пересЪченя 
КЪ фокусам? - > 

34. Какая сущебтвуеть зависимость между направлен ад1уебвъ-векто- 
ровъ, проведерныхь изъ фокуса эллипса къ точкамь рава каса- 
тельныхь““Й к точк ихъ пересЪчен1я? 


57. 


35. Как1я хорды эллинса называются дополнительными и въ чемъ заклю- 
чается ихъ связь съ сопраженными д1аметрами этой кривой? 

36. Какъ выражается зависимость между направлевями двухъ сопряжен- 
Ныхь д1аметровъ для эллииса, отнесеннаго къ его осямъ? 

37. Какая существуеть зависимость между координатами  КОНЦОВЪ ДВухЪ- 
сопряженныхь даметровъ эллицса по отношешю къ его осямъ? | 

_ 98. Вакая существуетъь зависимость между величинами сопряженныхь. 

д1аметровъ эллипса (первая теорема Аноллония)з 


+ 
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39. Вакая существуеть зависимость между величинами сопряженныхт 
зламетровъ и угломъ между вими (вторая теорема Аполлон!я)? 
40. Каке сопряженные д1аметры образуютъ наибольш!Ш или панмевьший 
уголъ? аб, 
41. Какая существуеть. зависимость между  отр$зками, опредфляемыми на, 
касательной къ эллипсу двумя я какрии-вибуль” вопряженными д1аметрами? 
Какъ н п-еси Эллиса, котда даны два сопряженные дламетра по 
Вей | 


УИ. Гипербола. 


1. Вакимь условмямъ должны удовлетворять коэффищенты уравненя 
Ах? + Су? + Г=0, 


для того чтобы оно выражало гиперболу? 
2. Какъ УбЪдиться, что уравнен!е всякой гиперболы можеть Эыть пред- 
.ставлено въ вид 


3. Каме даметры гиперболы называютея дьъйствительными и каше 
мнимыли? 
А. Кавя гиперболы называются сопряженными? 
5. Какими уравнешями выражаются асимптоты гиперболы. когда, уравне- 
не этой кривой есть 
Е 202 9/2 


Пр ы — 12 
=== 





6. Какъ расположены дв вЪтви ие но отношейю къ ея осямъ 
‚И асимитотамъ? 

7. Въ чемъ состоитъ общее опредЗлене асимптотъ кривыхь лиш и какъ 
убЗдитьея, что свойство, составляющее это опредлене, принадлежитъ и асими- 
тотамъ гиперболы? 

3. Какой- видъ имфетъ уравнен{е гиперболы. относительно полярной си- 
стемы координатъ, полюесъ которой находится въ ея центрЪ, а полярная .ось 
‚совпадает съ ея дЪйствительною осью? 

9. Какая существуеть зависимость между д1аметрами и асимптотами 
двухъ сопряженныхь гиперболь? 

10. Что нужно разумфть подъ именемъ длины мнимаго даметраь ги- 
перболы? 

11 Какая гипербола, называется равностороннею? 

12. Если гипербола, отнесенная въ ея осямъ, выражается уравнешемъ 

222 о 

5—1, 
то какими уравненшя выражаются прямыя, перес$кающйяся въ какой-нибудь 
‚ея точек и нроходяш1я чрезъ ей вершины? 
13. Какъ типербола можеть быть построена по точкамъ? 
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1+. Каюмя точки называются ф Ффокусами гиперболы? 

15. Какъ выражаются разстолня какой-нибудь точки инероОлы отъ ея 
фокусовъ черезъ абециссу этой тозки? 

16. Въ какой зависимости между собою паходятся разстоящя точекъ ги- 
перболы отъ ея фокусовъ? 

17. Какъ убфдиться, что гицербола вполиф опред$ ляется, какъ геометри- 
ческое мЪето точки, разность разетоян! которой оть двухъ данныхъ точекъ 
имЪетъь постоянную величину? 

18. Вамя прямыя называются дирехтрисами гиперболы и въ какой за- 
° висимости находятся разстояшя точекъь гиперболы отъ фокусовъ и отъ да- 
ректрисъ? 

19. Что такое элецеитюисияеть гиперболы? Въ Каких пред$лахь заклю- 
чается его величина? 

20. Чему равияется эксцентриситеть равносторонней гиперболы? 

21. Что такое парамети» типерболы? Цакъ выражается эта величина, 
ее. Е и эксцентриситетъ? 

22. Какимъ уравнешемь выражается гипербола относительно полярной 
системы координатт, полюсъ которой находится въ фокусф, а полярная ось 
направлена, изъ фокуса къ ближайшей вершин$? Существуеть ли разлийе между 
этимь уравнешемъ и подобнымъ же уравнешемъ лля эллипса? 

25. Какимь. общимь ураввещемь. можеть быть. предедавлева- сибтема-софо-. 
кусвыхъ эллипсовь и гиперболъ? 

24. Околько- кривыхъ второго. порядка, иощихь-кочные-фокуев- нрохо- 
дитъ_-чрезъ данную точку? Какое различе между -этими- кривыми? 


25. Какой видъ имфетт, уравиее!е касательной въ гиперболЪ въ данной 
на, ней точкВ, когда гипербола, отнесена къ ея осямъ или какимъ. нибудь сопря- 
желвымъ  аметразь? 

26. Въ какомъ относительномь расположеши оббьйы" точки перес$- 
чен1я асиуптотъ гиперболы съ к.сательною и точка прикосновешя этой 
касательной? 

21. Какъ убЪдиться, что асниптоты гиперболы суть касзтельныя въ безко- 
нечно удаленныхъ точкахъ? 

28, Въ какомъ вндЪ представляется уравнеше касательной къ гиперболф, 
когда дано направлевше этой касательной? 

29. Во всякомъ ли направлеми могутъ быть проведены касательныя къ 
гиперболЪ? 

30. Какимъ уравнешемъ выражается поляра данной точки’ относительно 
гиперболы, отнесенной къ ея осямъ или сопряженнымъ 5 Калия пря- 
мыя суть поляры фокусовъ? 

‚31. Вакимь уравненемъ выражается нормаль къ або, отнесенной 
КЪ ея осямъ? 

32. Кавя величины пазываются длиною нормали, длиною касательной, 
< ибнормалью и подкасотельной для данной точки гиперболы п какъ эти вели- 
чины выражаются чрезъ координаты этой точки? 

35. Вакая существуетъь зависимость между направлешемъ касательной въ 
какой-нибудь точ гиперболы и радусами-векторами, проведенными къ этой 
точк$ изъ фокусовъ? 

_ 984. Важое свойство имфютъ касательныя въ точкахъ перес$чен!я софокус- 
выхь эллипса и гиперболы? 


ВАО а 


35. Въ какой зависимости находятся между собою разстояшя касательной 
къ гипербол$ отъ двухъ ея фокусовъ? 

36. Какая лия есть геометрическое мфсто точекъ, симметричныхъ съ 
фокусомь гиперболы относительно ея касательныхъ? 

57. На какой лиШи находятся основаня перпендикуларовъ, опущенныхь 
изъ фокусовъ гиперболы на ея касательныя? 

35. Какъ построить касалельныя къ данной гипербол&, проходяиия черезъ 
данную точку или параллельныя давной прямой? 


39. Что называютъ дополнительными хордами типерболы и какая суще- 
ствуетьъ зависимость между этими хордами и сопряженными д!аметрами 
кривой? 

40. Кавъ выражается зависимость между направленями сопряжевныхъ 
дламетровъ гиперболы, отнесевной къ ея осямъ? 

_ 41. Какая существуетъ зависимость между координатами концовъ двухъ 
сопряжезныхъ д!аметровъ гиперболы, отнесевной къ ея осямъ? 

42. Кавя зависимости существують между длинами сопряженныхъ д1амет- 
ровъ Е деве и 
еннаго` на, соарйжовныхь МЕЖетоынь. кобохы? ‚и 1 

Какими свойетвами обладають. разстояния. между точками перее ЕЕ 
всякой В и съ гиперболою и-еЯя асимитотами? 

45. Какимъ уравнешемъ выражается гипербола, когда за оси координатъ 
приняты ея асимптоты? 

46. Ваксй видъ иметь уравнене касательной къ гиперболв, отнесевной 
къ ея асимитотамъ? 

41. Какимъ свойствомъ обладаетъ треугольникт, образуемый асимитотами 
гиперболы и какою-либо касательной? 


|Х. Парабола. 


‘1. Въ какому простёйшему виду приводится уравненше всякой параболы 
надлежащимь выборомъ прямолинейной системы  коордиватъ? 

2. Вакъ должны быть выбраны оси координатъ для того, чтобы уравнеше 
параболы имфло видъ 9—2? 

3. Въ какой зависимости находится значене уравненя у? ==2рх отъ знака 
постояпнаго 7? : 
4. Какъ ‘построить параболу по точкамъ, зная араметръ р? 

5. Какъ вывести изъ уравневя 1 у =2рх свойство точекъ параболы отно- 
сительно фокуса и директрисы: 

6. Какъ Он фокусъ и диревтриса параболы относительно ея оси. 
и вершивы? 

1. Чему равняется эксцентриситеть параболы? 

8. Какое геометрическое значеше имфеть постоянное р въ уравиен!и 
2—2 О 
9. Вакъ начертить дугу параболы непрерывнымъ движешемъ? 

10. Какимь уравнешемь выражается парабола относительно полярной 
системы координатъ, иолюсъ которой находится въ фокус, & полярная ось 
совнадаеть съ. осью кривой? | 
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11. Какой видъ принимаютъ уравнен1я эллипса и гиперболы, когда одна 
изъ осей координатъ совпадаетъ съ осью кривой, а другая есть касательная въ 
вершин? Въ какому заключен!ю приводитъ сравневе этихъ уравнен! съ урав- 
нешемт, параболы 4/°—2957 

12. Въ какомъ смысл$ парабола можетъ быть разсматриваема, какъ пре- 
дЪлъ эллипса и гиперболы? 

13. Какой вилдъ имЗютъ уравнешя касательной и нормали къ пара- 
бол въ данной на ней точкф, когда парабола выражается уравнешемъ 
412—205? 

14. Какля свойства имютъ подкасательная и субнормаль параболы? 

15. Вь какой зависимости находятся направленмя касательной къ 
нараболБ и рад!уса вектора, проведеннато изъ фокуса къ точкВ прикосно- 
вен1я? 

16. Какимъ уравнешемъ выражается поляра данной точки относительно 
параболы 12—29? Какая прямая есть поляра фокуса? 

17. Какой видъ получаетъ уравнеше касалельной къ параболф, когдл. дано 
направлене этой касательной? 

18. Сколько касательныхь можно провести къ параболБ въ данномъ 
направлен!и? 

19. На какой лиши находится вершина всякаго прямого угла, стороны 
котораго касаются параболы? 

20. Какая лишя есть геометрическое мфето точекъ, симметричныхь съ 
фокусомъ параболы относительно ея касательныхь? 

31. На какой ливи находятся основашя перпендикуляровь, опущенныхъ 
изъ фокуса на касательныя къ ПараболЪ? 

22. Вакъ построить касательную къ данной параболЪ, параллельную дан- 
ной прямой или проходящую черезъ данную точку? 

_ 23. Въ какомъ соотношеши находятся направлешя трехъ радусовъ-век- 
торовъ, проведенныхъ изъ фокуса парабслы къ точкамъ прикосновеня двухъ 
касалельныхь и къ точкЪ ихъ перес$чен!я? 

Е. `Вакая зависимость существуетъь между угломъ, образуемымт.. двумя 


я => — 


касательными &`параболВ, и угломъь между радлуеами— ь проведен- 


т — т аль ея 


ными изъ фокуса къ ихь точкам” приносновен!я? 
25. Въ какой: зависимости отъ фокуса, параболЕг1 находится. положение вер- 


о 
ат мае ет * 


ШВ” всякаго треугольника, описачнаго около ЭТОЙ кривой? 


а адны 


_`26; Какая _существуеть зависимость между разстояшемъ какого-нибудь. 
дламетра, параболы `бтъ--ел оси и направлешемъ хордъ, чрезъ средины. _Боторихъ 
проходить этоть жаметръ? и —= 

21. Чему равняется отвошенй5 Порвать ъ р и рф’ въ уравнешяхъ 
у—20д и у*=2р’х, выражающих одну и ту же ко ПЕрбоду.о относительно прямо- 
угольной и косоуго кольной--6йб темъ координатъ? 

28. Вакое геометрическое значеше иметь постоянное р’ ВЪ ‚ уравнении 

_ —90'%. относительно косоугольной системы ‘координатъ? | 


Х. Коничеснмя сфченя и ихъ относительное расположенге. 


1. Что ря конусомь вообще? Какой конуеБ’ называется 


крулымъ? | “ 
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2. Почему лии второго порядка называются коническими сЪченями? 

3. Какъ уб$диться, что въ сБчеви прямого круглатго конуса плоскостями 
получаются вс виды лин второго порядка? 

4. Когда при перес$чени прямого круглаго конуса плоскостью получается 
эллипеъ, когда гипербола и когда нарабола? 

5. Въ какой зависимости находится эксцентриситетъ лини, получаемый въ 
сзченш прямого круглаго конуса, отъ угловъ, составляемыхь съ осью конуса 
‚его образующими и сфкущею плоскостью? 

6. Какое отношене къ ливи перес$чен1я прямого круглаго конуса плос- 
воетью имфютъ сферы, вписанныя въ этоть конусъ и касающаяся сфкущей 


плоекости? 


7. Какъ убЪдиться, что геометрическое м$ето точекъ, разстоящя которыхъ 
отъ данной точки и оть данной прямой находятся въ данномъ. отношен!и, есть 
воническое е$чеше? 

8. Изъ чего видно, что фокусы ливши второго порядка суть тая точки, 
разетоящя которыхъ отъ всякой точки этой лийи выражаются ращюнально 


чрезъ ея косрдинаты? 
9. Какъ найти фокусы и директрисы лиши второго порядка по коэффи- 


ентамъ уравнен1я этой лини? 
10. Сколько фокусовъ имфетъ всякая лия второго порядка? 
11. Какое отношеше имфютъ фокусы лиши второго порядка къ мнимымъ 


общимъ точкамъ всякихъ двухь круговъ? 


12. Сколько точевъ перес$ченя мотутъ имфть двЗ лиНи второго по- 
‚рядка? 

13. Каме случаи относительнато расположеюя двухъ лиИ второго по- 
‚рядка нужпо различать по числу дЪйствительныхь общихь точекъ этихь лин? 

14. Кажмя прямыя лиши называются ‘общими хордами двухъ ливйЙ вто- 
‘рого порядка? 

15. Сколько дЪйствительнихъ общихъь хордъ имфютъ дв лиШи второго 
порядка, въ тъхь случаяхъ, когда всв четыре ихъ обийя точки или только двз 
‚изъ нихъ суть мнимыя? | 

16. Какя прамыя лини суть обпия хорды двухь круговъ? 

17. Въ какихь случаяхъ дв лини второго порядка, соприкасаются между 


_.©0б0ю? 
18. Отъ чего зависить порядокъ соприкосновеюя двухъ лин второго 


‚порядка? 
19. Какимъ условямъ удовлетворяют уравненя двухъ линш второго 
торядка, касающихся въ начал координать одной изъ осей координатъ, когда, 
„соприкоеновете этихъ лин есть второго или третьяго порядка? 

20. Когда ‘двЪ лиШи второго порядка имфютъ двойное соприкосновеше? 

21. Что такое соприкасающийся кругъ? 

22. Какъ выражается радуеъ соприкасающагося круга въ данной точк$ 
‘кривой второго порядка, отнесенной къ ея осямъ? 

23. Кавъ построить воприкасающийея кругъ въ данной тОЧЕ$ вривой вто-. 


‚рого порядка, когда извфстны ея фокусы? 
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24 ВКаюмя лини второго порядка называются подобными и подобно рас- 
лоложенными? 

25. Что такое центръ подобя? Сколько существуеть центровъ по-. 
робйя для двухъ подобныхъ и подобно расположенныхъ лин!й второго 
порядка? 

26. Въ чемъ состоить необходимое и достаточное условуе, чтобы двъ 
лини второго порядка, отнесенныя къ одной и той же систем координатъ, 
были подобны и подобно расположены? 

27. Въ чемъ состоитъь услове подоб1я двухъ лин второго порядка, рае- 
положенныхь какъ-нибудь относительно другъ друга? 

28. Въ чемъ состоить геометричесый А подоб!я двухъЪ эллицсовъ, 
двухъ гиперболъ, двухъ параболъ? 

29. Въ какой зависимости находятся эвсцентриситеты двухъ подобныхъ 
лин второго порядка? 


Х!. Сокращенный способъ въ примбненм къ линямъ второго 
порядка. 


1. Чтовыражають уравненя 51—#055=0, 91—02 У.=0, (1 71—03 Т›= 
ВЪ которыхъ ©1 и б> означають многочлены второй степепи, (1, 7У1, г 
и Г. многочлены первой степени съ двумя перем$нными 2 и 1, а Ё есть по- 
стоянная величина опредфленная или неопред$ленная? 
9. Какое относительное расположеше имфють двф кривыя второго по- 
рядка, выражаемыя уравневями 


5—0 и <—Т(та + пу Ю = 


если Т=—=0 есть уравнеше касательной къ кривой В=—0, а, 2, ®, К постоянныя 
величины? 

3. Какое относительное расположеше имЗють двЪ кривыя второгу поряд- 
ка, выражаемыя уравнемями 


5=0 и 5— Ттх +ла-—тан —п91) =0, 


если Т`—=0 есть уравнеше касательной къ кривой 9—0, а 21, 91, суть коорди- 
наты точки прикосновеня этой касательной? 

4. Что выражаеть уравнеше 9—{02—0, въ которомъ 5 означаетъ мно- 
точленъ второй степени, (7 многочленъ первой степени съ двумя перем$нными 
д и. у, а К постоянная величина '‘опредфленная или неопредфленная? 

5. Какое относительное р зави дВ$ вривыя второго поряд- 
ка, выражаемыя уравнетями 5—0 и ©—К.Т2—0, когда 1—0 есть уравнеше 
касательной къ кривой 9—0? 

6. Какя системы лий выражаются В В —Ё 0—0 и ©—=0, 
въ которыхь © и ( суть многочлены второй | и первой степени, & К необред- 
„ленная постоянная величина? 

7. Какое расположеше имфють лини второго порядка, выражаемыя 
уразновдами (ПУ—Е—0 и 72—#0=—0 относительно прямыхъ, коихъ уравнен!я 
©уть 0—0 и 7—0? 


38* 
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8. Какъ примфняется сокращенный способъ къ доказательству слЗдую- 
щихъ предложен: 

@&) Произведен!е разстояЙ всякой точки кривой второго порядка отъ- 
двухъ противоположныхь сторонъ вписанвато въ эту кривую четыреугольника 
находится въ постоянномъ отношев1и къ произведению разстояй той же точки 
отъ двухъ другихъ противоположныхъ сторонъ этого четыреугольника.. 

р) Произведев!е разстояй всякой точки кривой второго порядка отъ- 
двухъ ея касательныхь ваходится въ постоянномъ отношени къ квадрату раз- 
стоян!я этой точки отъ ихь хорды прикосновен!я? 

9. Какъ убЪдиться при помощи сокращеннаго способа, что всякая лин!я 
второго порядка можетъ быть разематриваема, какъ геометрическое м$Ъсто то- 
чекъ, касательныя изъ которыхъ къ данному кругу находятся въ постоянномъ 
отношен!и къ разетояямъ ихъ отъ данной прямой? 

10. Какъ убфцитьея, что всякая ливя второго порядка есть геометри- 
ческое м$сто точекъ перес$ченя соотв$тетвенныхъ лучей двухъ проективныхъ- 
Пучковъ? 

11. Какую лишю описываелъ одна, изъ вершинъ треугольника, когда, двЪ. 
друйя его вершины перем$щаются по пряуымъ, а три сторовы вращаются около 
трехъ точекъ? 


12. Что выражаетъ уравненше 61— б—1[53=—=0, въ которомъ 61, 69, 0з: 
суть многочлены второй степени съ двумя неизвфетными 5, у, а Ё и [ постоян- 
ныя величины опредфленвыя или пеопред$ленвыя? 

15. Какую систему составляютъ вс кривыя второго порядка, привадле- 
жащ1я данной сфти и проходяшля черезъь данную точку? | 

14. Сколько существуетъ лин второго порядка, принадлежащихъ данноь 
сБти и зранаяЕ: черезъь дв данвыя точки?. 

15. Какую систему лиЙ выражаеть уравнен!е 


тИУ-+воОУ-ьЬУУ =0, 


въ которомъ (, 7, 7 означаютъ многочлены первой степени, & 9%, и, р суть- 
. неопред$левныя постоянныя? 

16. Какъ доказать при помощи сокращевнаго способа, что точки, въ ко- 
торыхъ стороны треугольника, вписаннаго въ лишю второго порядка, перес$- 
каются каеалельными въ противоположвыхъ вершивахъ этого треугольника, ле- 
жатъ на одной прямой? 

17. Вакъ убфдитьея помопйю сокращеннахго способа, что прамыя, соеди-. 
няющ1я вершины треугольника, описаннато около кривой второго порядка, 
съ точками прикосновевя его противоположныхъ сторонъ, проходятъ чрезъ. 
одну точку? 

18. Какое отношеше имфютъь три прямыя (0—0, Г=0, И’=0 кь 
е$ти кривыхъ второго порядка, выражаемыхь ‘уравненемъ, 


т (2 +- Ур == 0? 


19. Какъ доказать сокралценнымъ способомъ, что если три лини второго: 
порядка имфютъь общую хорду, то три друйя облия хорды каждыхъ двухъ изъ- 
_этихъ лин проходятъ черезь одну точку? | 
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20. Въ чемъ состоитъ теорема Паскаля и какъ доказать ее сокращеннымъ 
епособомъ? 

21. Какя свойства вписанныхъ въ кривую второго порядка четыре- 
угольника и треугольника выводятся изъ теоремы Паскаля, какъ ея частные 
‚случаи? | 

22. Какимъ свойствомъ обладаютъ обийя хорды трехъ лин! второго по. 
рядка, имфющихь двойное соприкосновене съ четвертою? 
| 25. Въ чемъ состоить теорема Браншона и какъ доказать ее сокращен- 
вымъ способомъ? 

24. Каюмя свойства описанныхъ около кривой второго порядка четыре- 
угольника и треугольника выводятся изъ теоремы Браншона. какъ ея частные 
‚случаи? 

25. Вакъ вывести` теорему Браншона изъ теоремы Паскаля или обратно? 

26. Камя фигуры называются взаимными полярами? Что такое методъ 
взаимныхъ поляръ? | 


Геометр1я въ пространствф. 


|. Координаты и уравненя. 


- 1. Кавъ опредфляетея положене точки внутри прямого триграннаг 

угла? Е 

2. Что такое прямолинейныя координаты точки? Что называютъ системою- 
хоординать, вачаломь, плоскостями и. осями координатъ? 

3. Вакъ опред$ляется положеше точки, находящейся гд$-бы то ни было- 
въ пространствЪ? 

4. Какой изъ угловъ, образуемыхь плоскостями координалъ, называется. 
вормальнымъ? 

5. Какъ выражается разетояе между двумя точками чрезъ координаты 
этихъ точекъ относительно прямоугольной системы? 

6. Какъ опред$ляютея по координатамъ двухъ точекъ коордиьаты третьей, 
дфлящей разстояше между ними въ данномъ отношени? 


7. Чему равнаютея Боординаты средины отрфзка между двума данными’ 
точками? 


8. Что называють проекщями точекъ и прамолинейныхь отрЪфзковъ на. 
прямую линю? 
9. Вавъ выражаютея проекщи розстояня между двумя. данными точками’ 
„на оси координатъь чрезъ координаты этихъ точекъ? 
| 10. Какая зависимость существуеть между величиною прямолинейнаго: 
отрфзка и его ортогональною проекщшей? 
11. Какъ опредФляется наклонене дв ухъ прямыхъ, имфюшихъ данное: 
ваправлене? 
12. Чему равняется проекшя ломаной лини, соединяющей ДВЪ ТОЧКИ ВЪ- 
данномъ направлени? 
13. Какая зависимость существуеть между тремл углами, воставляемыми: 
‘ирямою линей съ осями прямоугольной системы координатъ? 
14. Какъ опредфляется уголь между двумя прямыми по угламъ, составляе-- 
мымъ ими съ осями прямоугольной системы координатъ? 
15. Какой вихь_имфють. тВ-же угдовыя. соотноненя: въ случа ковоутолв- 
ней виетемы. координаль?. 
16. Какъ-вырежается-разетолще. между двумя данными точками въ елуча%: 
косоуРотьной- системы координат? 
_ ТУР. Что вазываетея проекщей фигуры на  плоскоеть? Каме существуют. 
заствые ВИДЫ проекцй на Плоскость? 
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18. Какая зависимость существуеть между величиною прямолинейнаго. 
отрззка или площадью плоской фигуры и ихъ проекщями? 

19. Какъ выражается площадь плоской фигуры чрезъ плошади трехъ ез. 
проекщй на плоскости координатъ прямоугольной системы? 

20. Каюя поверхности образуются прямыми, проектирующими кривую 
линю? Как! е возможны частные виды цилиндрическихъ поверхностей второго 
порядка? 


21. Вакой видъ имфютъ формулы преобразован1я прямолинейныхъ коор- 
динатъ въ случа, когда дв$ системы координатъ имфють различныя начала, но 
одинаковыя направленя осей? 

22. Вакъ выводятся формулы преобразован1я прямолинейныхъ коорди- 
нать для двухъ системъ, имфющихь общее начало и разныя направлен!я 
осей? 

93. Какя постоянныя величины входятъь въ обпия формулы преобразо- 
вая прямолинейныхъ координатъ? 

24. Кавюя существуютъ соотношеня между девятью углами, образуемыми 
осями двухъ прямоугольныхь системъ координатъ, и въ какой взаимной связи 
находятся вс$ эти соотношен1я? 

25. Для чего служатъ формулы Эйлера и каюе углы принимаются въ та- 
КИХЪ формулахь. за данные? 


26. Что такое полярныя координаты въ пространствз? Кав1я данныя со- 
ставляють полярную систему координалъ? 

27. Въ какихъ пред$лахъь заключаются значен!я каждой изъ трехъ полар- 
ныхъ координатъ точки? 

28. Какъ опредфляется положеше точки на сферз? 

29. Какъ производится преобразоваяе прямолинейныхъ координатъ въ 
полярныя и обратно? 


30. Вакое геометрическое значеше относительно прямолинейной систимы 
координать въ пространств$ иметь всякое уравнене съ двумя неизвестными? 
31. Какъ истолковать геометрическое значене уравнен1я съ тремя неиз- 
вфетными? 
32. Какъ по отношеню къ прямолинейной системЪ не выра- 
жается апалитически всякая поверхность? 

33. Какое геометрическое значете имфетъ совокупность двухъ уравнен!й 
съ тремя неизвфстными и какъ выражаются аналитически лиши въ прост- 
ранствЪ? 

_ 834. Могуть ли поверхности и лини выражалься уравнениями относительно 
полярной системы координатъ? 

_ 85. Вакъ подразд$ляются поверхности и ливи по виду ихъ уравнений: Въ 
прямолинейныхь координатахъ? 
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36. Въ какомъ случа алгебраическое уравнене выражаетъ совокупность 
нфеколькихъ поверхностей? 

31. При какомъ изм$невши уравнен1я не измфняется его геометрическое 
значен!е? 


|. Плоскость. 


| 1. Какъ убЪфдиться, что всякая плоскосгь есть алгебраическая поверхность 
перваго порядка и, обратно, всякая алгебраическая поверхность перваго поряд- 
ка, есть поско в 

2. Какое уравнеше плоскости носитъ назваше уравнен!я въ нормальной 
форм$? 

3. Чему равняется множитель, приводяш!й общее уразвнеше плоскости къ 
нормальной форм$, въ случаЪ прямоугольной системы координатъ? 

4. Какъ опред$ляется множитель, приводящей общее уравиен!е ‘плоскости 
° къ нормальной форм$, въ случа косоугольной Системы координат? 

5. Вакъ пред ляются по коэффищентамь уравнев1я плоскости углы, со- 
ставлаемые перпендикуляромъ къ этой плоскости съ осями координать? 

6. Вакой видъь принимаеть уравнене плоскости, когда за параметры, 
опред$ляюще эту плоскость, принимаютъь отр$зки, отсфкаемые ею на осяхъ 
координат? 

1. Вакое расположеве относительно системы координать имфеть плос- 
кость, когда одинъ, или два, или три изъ коэффищентовь ея общаго уравневя . 
равняются нулю? 


8. Вакъ опредфляется уголъ между двумя плоскостями по коэффищентамъ 
уравнен!й этихъ плоскостей? | 

9. Въ чемъ состоять услови иараллельности и перпендикулярности двухъ 

плоскостей, данныхь общими уравненями? 
10. Каве возможны частные случаи въ относительномъ расположен!и трехъ 
плоскостей и какими зивисимостями между коэффишентами уравненй этихъ 
плоскостей таке частные случаи характеризуются? 

11]. При какой зависимости между коэффищентами уравненй рых 
плоскостей эти плоскости проходятъ черезь одну точку? 

12. Вакимъ уравнешемъ выражается плоекость, проходящая черезъ три 
данныя точки? Въ какой зависимости находятся УД четырехъ точекъ, 
когда эти точки лежатъ въ одной плоскости? 

13. Кавъ найти плоскость по условю прохождения ея чрезъ данную 
точку и условямъ параллельности или перпендикулярности съ давными 
‘плоскостями? 

14. Чему равняется длина, перпендикуляра, опущеннахго изъ данной точки 
на данную плоскость! | 

4 15 ВКакъ опредфляется площадь ат РИ въ простравств$ по Хоор- 
ь его вершинъ Готвосительно прямоугольной или косоугольной уйстемы 
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16. Какъ опредфляется объемь тетраэдра: 1) по ‚координатамъ четырехъ 
его вершинъ, 2) по. длинамъ шести его реберъ и 3), по уравненямъ четырехъ 
его граней? 


17. Вакъ выражаются аналитически системы плоскостей, проходящихъ чс- 
резъ одну и ту же прямую или черезъ одну и ту же точку? 
18. Въ чемь состоитъ услове, что’ три плоскости, выражаемыя уравне- 
шями О1,=0, 0,=0, Оз==0, проходятъ черезъ одну прямую? 

_ 19. Вь чемь. состоить услойя, что четыре плоскости, выражаемыя 
уравнешями (Л1==0, 05=0, 03=0, (:==0, проходять черезъ оду 
Точку? у 

20 Какъ примЪняется сокращенный способъ къ доказательству, что два, 
тетраэдра могуть быть вписаны одновременно другь въ друга? | 

21. Какое геометрическое значёнше имфетъ параметръ А ВЪ" ‘уравнени 
А —02=0, когда (Ли ($ суть первыя части уравненй двухъ плоскостей ВЪ 
нормальной форм? г 

ао. Что такое тетравдричесня или олнородныя координаты точекъ въ 
пространств? 

_ 23. Можно-ли очень коордиватами положене плоскости въ про- 

странетвЪ? 

24. Въ чемъ состоить и на чемъ основывается законъ двойственности или 
взаимности въ ‚ пространств? 


1. Прямая линия. 


1. Какими уравнев1ями выражается всякая прямая лин1я въ пространствЪ 
относительно прямолинейной системы координатъ? 

2. Каме виды уравненй прямой лини наиболЪе употребительны и какое 
геометрическое значене имфютъ входяш!я въ нихъ постоянныя ведичины? 

3. Какими уравнешями выражается прямая, проходящая черезъ двз дан- 
ныя точки? | 

4. Какъ найти углы, составляемые` данною прямою лишей съ осями. 
координалч. ? | 

5. Какъ найти уголъ между двумя данными прамыши? Въ чемъ состоять 
услов1я параллельности и периендикулярности двухъ прямыхъ? 
6. Найти прямую, проходящую черезъ давную точку и параллельную дан- 
ной пряхой или же перпендикулярпую къ двумъ даннымъ прямымъ. 

Г. Вакъ найти уголъ, образуемый данною прямою съ данной плоскостью? 
Въ чемь состоятъ услов!я паралиельности и пернендикулярности прямой лини 
съ плоскостью? 

8. Найти прямую, проходящую черезъ данную т очЕу И перпендикухярную 
къ данной плоскости, & также плоскость, проходящую ее данную точку и 
перпендикулярную къ данной прамой. 

9. Найти точку перес$чешя прямой лини съ плоскостью. 

10. Въ чемъ состоить услове совпадешя прямой зиви съ плоскостью? 

11. Въ чемъ состоить услове, что три данныя точки лежать на одной 
ирямой?. 

12. Какъ найти плоскость, проходящую черезъ далную прамую и Я 
дикуларную къ данной плоскости? 
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13. Какъ найти плоскость, проходящую черезь данную точку и парал- 
лельную двумъ даннымъ прамымъ? 

14. Какъ найти плоскость, проходящую черезъь данную точку и черезъ’ 
данную прямую? 

_.-.]95. Найти уравнене и длину перпендикуляра, опущеннато изъ данной 

точки на данную прамую. | ”. 

16. Найти прямую, пересфкающую двЪ данныя прямыя и перпендику- 
лярвую къ ним?» обЪимЪ. № вы 

17. Найти `Кратчайшее азстояне между двумя данными прямыми. 

18. Какъ выражается объемъ ее чрезъ длины его` двухъ противо- 


положныхь реберъ, уголъ, ими образуемый) и кратчайшее между ними раз- 
стояне? ы. 





19. Чт выражають уравненя прямой лини. корда условя, опред$ляю- 
ия  постоявные параметры этихъ уравневнй, содериать неопред$ленную 
ведичину? х. 

20. Какъ по Уравненямъ прямой, содержалщимъ неопрелфленную постоян- 
ную величину, найти уравнеше поверхности, образуемой движенемъ этой пря- 
мой соотв$тетвенно непрёрывному изм$неню неопред$ленной постоянной? 

21. Кавя поверхноеем называются линейчатыми? ПримЪры чинейчатыхь 
поверхностей. ` 

22. Какую поверхность `образують прямыя, проходяния черезъ`- данную 
точкухи пересфкаюнйя данную прямую? 

23. Найти теометрическое мфето системы прямыхьъ, пересекающихся. съ 
ОДНОЙ ИЗ двухъ данныхъ прамыхъ п параллельныхъ съ другою. \. 

24. Найти геометрическое м$ето` ‘системы прямыхъ, проходящих черезъ`- 
дапную точку\ и параллельныхъ данной плоскоети или перпендикулярныхь къ 
данной прямой“ | С 

25. Какую `цоверхность образуютъ прьзыя, чата съ тремя 
давными прямыми? “ 

26. Что ев мНимою ТОЧКоЮ, мнимою плоскостью, мнимою прямою 
въ пространств? №. 

27. Мотуть ли на мнимой плоскости сущеслваваль дВйствительныя точки 
и дЪйствительныя прямыя, и\ если. мотугъ, то въ кавоит числ? 

28. Сколько существует». дфйствительныхъ плоскостей и прамыхъ, прохо- 
дящихъ черезъ данную мнимую ‘точву? 

29. Въ какомъ случаЪ на данной МНИМОЙ прямой существуетъ бин 
тельная точка? 


1\. Общя свойства поверхностей второго порядка. 


1. Какой видь имфетъь уравнеше, выражающее относительно прямолиней- 

ной системы координатъ всякую поверхность второго порядка» 
_ 2. Сколько точекъ, принадлежащихь поверхности второго порядка, вполнз 

ее опред$ляють? 

3. Каке случаи нужно различать въ относительномъ расположен поверх- 
ности второго порядка и прямой лини? 

4. Каюме случаи нужно различать въ относитильномъ расположеши по- 
верхноети второто порядка и плоскости? — 
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- 5. ЧЬмъ различаютея два рода соприкосновен:я поверхности второго по- 
рядка съ плоскостью? я 

6. Что выражаеть уравнене второго порядка съ тремя неизвёстными 
однородное относительно этихъ неизв стныхъ? 

7. Что называютъ конусомъ или цилиндромъ, описаннымь около поверхно- 
сти второго порядка? | 

8. По какой лиши описанный конусъ или цилиндръ соприкасается съ по- 
верхностью второго порядка? р 

9. Какъ УйЪдиться, что касательная плоскость“ въ данной дочЕ 
поверхности есяь геометрическое м%ёто касательных  прямыхъ р этой 
ТОЧЕЗ? Е 

10. На чемъ основывается попраздфлене поверхностей второго порядка, на, 
эллитсоиды, зиперболоиды, параболоиды? 

ЕЕ Что называется асимптотическимь, конусомь поверхности второго 
порядка 


12. Что называется цемтромь поверхности второго порядка и какой видъ 
имфеть уравнеше такой поверхности, когда начало координать есть ея 
центръ? 


13. Какъ найти центръ данной поверхности второго порядка и въ чемъ 
наи шие ч.3, 


—`.[-^ >. 


неимёющихъ центра? 
`` 14. `Вь какихь случаяхь р второго порядка, данная ый 
немъ, имфеть неопредфленный центръ? „”” 

15. Въ чемъ зажлючаетея признакъ, что ноЗбрхность второгб порядка, 
отнесенная къ прямолинейной систем координйть, есть коническая? 

16. Что называется Яаметюальною плоскостью поверхности второго по- 
рядка? 

17. и юнакоь расположение иыфют” Маметральнийя плоскости 
поверхностей центральныхъ и пожерхностей не им ющих центра? 

18. Что называется даметромъ поверхности второго порядка? 

19. Вь жакомъ соотвошени между собою находятся ини, по кото- 
рымъ повановть второго порядка перес$ кается параллельными плоско- 
стаями? 

20. Каюмя д1аметральныя плоскости называются сопражевными? 

21. Что такое система сопряженныхъ даметральныхъ плоскостей и сопря- 
женныхъ д1аметровъ? 

22. Къ какимъ простфйшимъ видамъ приводятся уравнен!я. поверхно- 


стей второго порядка посредствомъ соотвфтетвующато выбора системы коор- 
диналъ? 


23. Камя даметральныя плоскости поверхноети второго порядка называ- 
ются злавными? 


24. Какъ найти. главныя Цаметрольныя плоскости поверхности, давной 
общимъ уравненемъ? 

25. Сколько тлавныхъ  Цаметральныхь плоскостей имфють поверхности 
центральныя и поверхности съ безкопечно удаленнымъ центромъ? 


| 26. Какъ распохожены относительно другъь друга главвыя маметральныя 
плоскости? 


заключается аналитичесюй признакъ, отличающий центральныя поверхности. отъ 
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27. Что такое оси поверхности второго порядка? 

28. Въ каки & случаяхъ поверхность второто порядка имфетъ безчеслен= 
‘вое множество глявныхъ плоскостей? 

29. При „вакомъ услови общёе уравнен! второй степени выражаеть по- 


верхность врайденя: 


30. Вавъ найти уравпеше хасейпельной плоскости къ поверхности второго 
порядЕа въ данной на ней точк? 

31. Существуютъ ли случаи, когда касательная ПЛОСКОСТЬ ВЪ давной на 
поверхности точкЪ будетъ неопоедЪленная? | 

32. Какими уравневями выражается нормаль въ поверхности въ данной 
ея точек? 

33. Что называется долярною плобкостью данной точки и полюсомь данной 
илоскости относительно поверхности второго порядка? : 

341. Кавя плоскости и какя точки называются сопряженными, калая пря- 
мыя взаимно-полярными отНосительно поверхности второго порядка? 

35. Что такое полярный тетраэдюъ и сколько такихъ тетраэдровъ суще- 
ствуетъ для всякой. поверхности второго порядка? 

| 36. ГдЪ. находятся полярная плоскость центр» поверхности и полюсы д1а- 

метральныхе” плоскостей? 


У. Сфера. 


1. Бакимъ условямъ удовлетворяють коэффищенты уравнешя поверхно- 
сти второго порядка, когда эта поверхность есть сфера? 

2. Какъ по коэффищентамъ уравневйя, еее сферу, найти ея 
центръь и радусъ? 

3. Вакъ найти уравневе сферы, проходящей черезь четыре данныя 


Точки? е 
4. Вакимъ уравнешемъ зррАой, „Плоскость касательная къ данной 
сфер? 2 


5. Какъ по уравненю ри паи длину касательной къ ней прямой изъ 
данной точки? | 

6. Какая зависимость существуеть между положешемъ какой-нибудь точки, 
ея полярной плоскости относительно сферы и центра этой сферы? 


27. 


и 


и 


7. Что парке радикальною плоскостью двухъ сферт? 

8. Какими свой ‘ствами обладаетъ система сферъ, имзющихъ общую ради- 
кальную плоскость’/съ двумя данными сферами? 

9. Что называется радикальною осью трехь сферъ? 

10. Кавими свойствами обладаетъ система, сфер, имБющихь общую ради- 
кальную ось, съ тремя данными сферами? 

11. Яго называется радикальнымъ центромъ четырехь сферъ и какимь 
свойсввом обладаетъ система сферъ, имфющихъ общ: р центръ съ 
четырьмя данными? 
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12. Что называютъ ценирами иодобая двухъ сферъ, осяли, подобая трехъ- 
сферъ и илоскостями подобя четырехъ сферъ? 

13. Какъ расположены относительно другь друга центры и оси подобя 
трехъ сферъ? у ь 

14. Въ какомъ относительномъ расположени находятея цевтры, оси и: 
плоскости подобя четырехъ ‘сферъ? 

15. Какъ найти сферу, соирикасающуюся съ четырьмя данными сферами? 
Сколько рьшенй имфеть эта задача? 


У. Центральныя поверхности. 


1. Къ какому виду приводится уравнеше всякаго эллипсоида, когда за, оси: 
координатъ принимаются тлавные д!аметры этой поверхности? Какое геометри- 
ческое значеше им$ютъ постоянныя въ этомъ уразнен!и? 

2. Каюме признаки, характеризующе форму эллипсоида, обнаруживаются 
изъ раземотрЗя ливЙ пересфченя этой поверхности плоскостями, параллель- 
ными главнымъ д1аметральнымъ плоскостямъ? 

3. По какимъ ливамъ эллипсоидъ пересЁкается всфми возможными плос- 
костями? 

4. Какь для эллипсоида, выражаемато прост5йшимъ уравнеземъ, вывести 
уравнен1я касательной плоскости и нормали въ данной точкЪз на этой по- 
верхности? | 

| 5. Вакимъ уравненемъ выражается полярная плоскость дачной точки 
относительно эллипеоида,? , | | 

6. В жакой зависимости находятся разстолн1я отъ центра эллипсойда. 
трехъ касательцыхь плоскостей перйендикулярныхь между собою? 

7. Какая “поверхность есть геометрическое м$ето токи перес5 четя 
трехъ перпендикуларныхъь между собою “ касательныхъь плоскосй къ эллип- 
соиду? ол ь 

8. Что называютъ плоскостями хо\ювыхь спчений эллипсонда? Сколько. 
существуетъ такихъ плоскостей и какъ овЪ расположены? 

9. Что называютъ очками окруменя? Сколько такихъ точекъ существуетъ.. 
на, эллипсоид$ и какъ оп® расположены? 2: 

10. Ваклж существуютъ соотношеня между `Еоординатами концовъ трехъ. 
сопряженныхь д!амегровъ эллипсоида? | 

11. Какъ доказать, что сумма, квадратовъ трехь сопряженныхъ даметровъ. 
эллипсоида, объёмъ параллелепипеда, пострбеннаго На, ЭтихъЪ д1аметрахъ, и сумма. 
квадратовъ раощадей построенныхъ на „Нихъ параллелограмовъ ‚суть величины 

и . . 


постоянныя? и г , 
12,” Сколько существуеть систёмъ равныхъ между собою сопряженныхъ - 
даметревъ эллипсоида и какъ они’расположены? и 


13. Въ какому виду приводятся уравненя гиперболоидовъ, отнесенныхъ.. 
въ своимъ осямъ? | | 

14. Каме признаки, характеризующ!е форму однополато гиперболоида, 
обнаруживаются изъ разсмотр$я лин! перес$чевя этой поверхности плоско- 
стями, параллельными главнымъ д1аметральнымъ плоскостямъ? о | 
15. Что такое 10рл0в0ой эллитеь? | 

16. Каме даметры однополато гиперболоида называютел дЪйствительными- 
и каше мнимыми? 


— 606 — 


17. Какимъ уравненехъ выражается асимптотическлй конусъ однополахго 
тгиперболоида? 

18. По какимъ линямъ однополый гиперболоидъ нерес$кается всфми воз- 
можными плоскостями и какъ опрелфляется центръ лини перес$чен!я? 

19. Въ\ какой зависимости между собою находятся лини порес$чен!я 
‘’ однополато гиперболоида и его асимпто?ическаго конуса одною и тою же плос- 
костью? — © 

20. Какого. рода соприкосновен!е ВОЗМОЖНО › нежду однопохымъ гиперболои- 
домъ и плоскостью? 

21. Какъ для одибполато гиперболоида выводится убавнене касательной 
С и нормали „ВЪ\Щанной точк? С 

22. Въ крой зависимости находятся разетояв!я отъ центра, типерболоида 
трехъ касатедьныхъ плоскостей, перпендикулярныхь между собою? 

25. акая поверхность @сть геометрическое м$сто вершины прльо 77 угла, 
трапи кбторахо касаются гипербджоида? 

2+. Какъ доказать для однополато гиперболоида, существоваше плоскостей 
круговыхъ с$ченй? 

% 25. Какая ‚куществуеть зависимость между углами, составляемыми какою - 
нибудь образующею конуса второго порядка”^съ плоскостями круговыхъ сЗченй 
этой поверхноёти? 
| 26. Что называютъ ирямолинейными образующими однополато гипербо- 
лоида и кавъ ВН въ существовани ихъ для всякаго такого гипербо- 
лоида,? 

21. Какая существуетъ зависимость между направленями прямолинейныхъ 
образующихъ однополаго гиперболоида и его асимптотическахго конуса? 

28. На чемъ основывается подраздфлее прямолинейныхь образующихъ 
 однополаго гиперболоида на. двЪз системы и какимъ геометрическимь признакомъ 
характеризуется принадлежность двухъ образующихъ одной и той же систем$ 
или двумъ разнымъ системамъ? 
| 29. Сколько прямолинейныхъ образующихъ проходятъ черезъ произвольно 
раю на гиперболоид$ точку? 

30. Существуютъ ли прямолинейныя образующия гиперболоида, параллель- 
ныя ияиверненликуларныя между собою? _ 
| ЗЕ. Сколько произвольно данныхъ прямолинейныхь образующихъ одно- 
полаго гиперболоида вполнф опредфляютъ эту поверхность? 


32. Каме признаки, характеризующее форму двуполаго гиперболоида, обна- 
‚ружияваются изъ разсмотр$я ли перес$ченя этой поверхности плоскостями 
параллельными ея главнымъ д1аметральнымъ плоскостямъ? 
| 33. Каке даметры двуполадо гиперболоида суть дЪйствительные и каке 
‚мнимые? Какимъ Ураиариь выражается асимптотическй конусъ двуполаго 
‚хиперболоила:? 
| 34. Каве гиперболоиды называются сопряженными и въ какой зависимости 
между собою. находятся лиНи перес$чен1я двухъ сопряженныхъ гиперболоидовъ 
одною и тою же плоскостью? 
°— 35. Какого рода соприкоеновеше возможно между двуполымъ гиперболои- 
‘домъ и плоскостью? 

36. Какими уравнемями выражаются касательная плоскость и нормаль 
‚Въ двуполому гиперболоиду въ данной на немъ точкз? 
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37. Существуютъ-ли для двуполаго гиперболоида прямодинейныя образую- 
ия, вруговыя сфчешя, точки округления? 

‘38. Возможны-ли касательныя плоскости къ двумъ сопряженнымъ гипер- 
болоидамъ, параллельныя между . собою?/ 

39. Каюмя существують зависимости между координатами КОНЦОВЪ трехъ 
сопряженныхь даметровъ двухъ сопряженныхь гиперболоидовъ? ^ 

40. Какя существуютъ соотношен1я между направлевями й величинами 
сопряженныхь маметровъ гиперболоидовъ? 


УП. Параболоиды. 


1. Въ какому простфйшему виду приводятся уравненя параболоидовъ над- 
лежащимъ выборомъ системы координатъ? 

2. Каке признаки, характеризующие форму эллиптическато парэболоида, 
выводятся изъ разсмотр$я лишй перес$чешя этой поверхности главными д!а- 
метральными плоскостями и плоскостями, перпендикулярными къ ея оси?. 

3. По какимъ лишямъ эллиптичесюй гараболоидъ перес$кается всЗми 
возможными плоскостями и какое свойство имфють проекщи этихь ливй на 
плоскости, перпендикулярныя къ оси параболоида? 

_4. Какими уравненями выражаются касательная плоскость и нормаль къ 
эллиптическому параболоиду въ данной на немъ точкз’ 

5. Какая поверхность есть геометрическое м$сто вершины прямого три- 
траннаго угла, грани котораго касаютсяэллиптическаго параболоидай 

6. Иметь ли эллиптическй параболоидь прямолинейных" образуюпия, 
жруговыя сфченя, точки округлен!я? 2 

т. Вр’ кажомъ смыслЪ эллицтичесьий параболоидъ можете быть разематри- 
ваемъ канъ предфлъ эплипсонда, Млн двуполато гиперболои яв? 


8. Каюе признаки, характеризующие форму гиперболическато парабо- 
лоида, обнаруживаются изъ разсмотр5я лин перес5ченя этой поверхности 
главными даметральными плоскостями и плоскостями, перпендикулярными къ 
ея оси? 

9. По какимъ лийямъ гиперболичесый параболоидъ перес$кается вефми 
возможными, плоскостями? Существують ли для него плоскости вруовыхъ 
<Зченй? я РР 

. 10. Какими уравненями выражаются касательная плоскость и нормаль 
къ гиперболическому», параболоиду въ данной на немъ точЕз? 

11. Какъ ракположены точки пересфченя трехъ НЫ между 
собою касалельныхъ плоскостей къ гииёрболическому парабодоиду? 

12. Какъ убЪдиться въ существоваши прямолинейныхъ образующихъ гипер- 
‘болическаго параболоида? Г 

13. Каюмя плоскости называются управляющими плоскостями гиперболиче- 
Ф©като лпараболоида,?. 

14. На чемъ основывается подразд$лене прямолинейныхь образующихь 
типерболическато параболоида на двф системы и какимъ теометрическимъ при- 
знакомъ характеризуетея принадлежность двухъ образующихъь одной и той же 
системЪ или двумъ различнымъ системамъ? 

`15. Сущеетвують ли въ числ$  прямолинейныхъь образующихъ гиперболи- 
ческаго параболоида параллельныя или пернендикулярвыя между собою? 
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16. Какъ убфдиться, что чрезъ веякую точку гиперболическаго параболо- 
нда прохолятъь дв прямолинейныя образующая? 

17. При какомъ выбор системы координатъ уравнению гиперболическато 
параболонда принимаетъ видъ: 4/=—=т27 

13. Какими усломями можеть быть _ опродвляемо/ движен!е прямой, 
когда, описываемая ею линейзатая поверхность есть липерболический пара, 
болоидъ? — 

19. Въ какомъ зыной гиперболичесай парабойоидъ можеть быть разсма- 
триваемъ какъ предфлъ однополаго гиперболоида?” 


МИ. Фокусы и фокальныя лин. 


1. Какъ убЪфдиться, что всякая поверхвость второго порздка, можетт, быть 
разсматриваема, какъ геометрическое м$Ъсто точки, разстояще которой оть дан- 
ной точки лаходится въ постоянномъ отношенши къ средней геометрической ея 
и отъ двухъ данныхъ плоскостей? 

. Что называють фокусом и директрисою поверхности второго порядка? 

: Сколько фокусовъ имфетъ центральная поверхность второго НИ и 
какъ они расположены? Что такое фокальныя линий 

4. Какъ расположены директрисы, соотвфтствуюния фокусамъ, привадле- 
жащимь одной и той же фокальной линш? 

5. Сколько существуеть фокальныхъ лиыЙ для всякой центральной по- 
верхности и какъ онф расположены? 

6. Въ какомъ соотношен!и находятся фокальныя лини И цилиндры, обра- 
зуемые директрисами, съ главными сфчен1ями центральныхъ поверхностей? 

7. Кавя кривыя суть фокальныя лиши эллипсоида, гиперболоида одно- 
полаго и гиперболоида, двуполаго? Въ какой связи он находятся съ точками 
округлен!я? 

3. Существують ли фокальныя ливи для конуса второго порядка? 

9. Каке конусы второго порядка пазываются взаимными и какая зависи- 
мость существуетъь между фокальпыми линями и круговыми сБченями | такихъ 
конусовъ? 


10. Кажля поверхности второго порядка называются софокусными? 

11. Какимъ уравнешемъ выражается система центральныхъ поверхностей 
второго порядка, софокусныхь съ данною? 

12. Сколько  центральвыхь поверхностей, софокусныхъ съ данною, можно 
провести чрезъ оду и ту же точку и чЪмъ эти поверхности различаются между 
собою? 

13. Какимъ образо координаты общей точки трехъ софоктеныхт, по- 
верхностей выражаются чрезь ихъ полуоси? 

14. Какое свойство имфютъ касалельныя плоскости къ софокуснымь по- 
 верхностямъ въ ихъ общей точь? 
| 15. Кавимь образомъ система, софокусныхъ поверхностей можеть быть 
_‘употребляема, какъ система координатъ? ` 


26. ‘Сущестгують ли фокусы и директрисы для поверхностей второго по- 
рядна, ииЪюЮщихъ безконечио удаленный центръ? 


— 609 — 


17. Кавя кривыя суть фокальныя лиши эллиптическаго параболоида и 
калия гиперболическаго параболоида, и какъ ов расположены относительно 
этихЪ поверхностей? 

18. Каюмя поверхности могуть быть софокусными съ даннымъ парабо- 
лоидомЪ? 

19. Сколько параболоидовъ, софокусныхъ съ дапнымъ, можно провести 
через одну и ту же точку и чЪмъ они различаются между собою? 

20. Какое свойство имфютъ касательныя плоскости къ софокуснымъ пара- 
болоидамъ въ ихъ общей точк? 


1х, Сокращенный способъ въ примфнени къ поверхностямъ 
ь второго порядка. 


1. По какой лиши пересзкаются двф поверхности второго порядка? 

2. Какимъ уравнешемъ выражается система, поверхностей второго порядка, 
имфющихь общую линцо перес$чен!я? Сколько поверхностей, принадлежащихъ 
такой системЪ, можно провести черезъ произвольно данную точку? 

э. Сколько точекъ, принадлежащихъ лиши перес$ченя поверхностей вто- 
рого порядка, достаточно для опредфлевя этой лиши? 

4. Въ вакомъ случа девять точекъ, принадлежащихъ поверхности второго 
порядка, оказываются ве достаточными для ея опредфлен!я? 

5. Сколько общихЪъ точекъ могуть имфть три поверхноети второго порядка. 
не принадхежаня одному пучку? 

6. Какимъ уравнешемъ внражается система поверхностей второго по- 
рядка, им$ющихъ восемь общихь точекъ? Сколько поверхностей, принадле- 
жалцихъь такой систем$, можно провести черезь дв произвольно данныя 
точки? 

7. Какъ убЪдиться, что семью точками перес$ченя трехъ поверхностей 
второго порядка вполн% опредфляется восьмая? 

8. Въ какомъ случа восьми точекъ, принадлежащихь лиШи пересЗче- 
ня двухъ поверхностей второго порядка, недостаточно для опредфленя этой 
лини? 

9. Вакимъ уравнешемъ выражается система поверхностей второго порядка, 
имфющихь двойное соприкосновене? 

10. Вакъ убЪ$дитьея, что всякя дв поверхности второго порядка, пере- 
сфкаюцияея по двумъ линямъ второго порядка, имють двойное соприкоснове- 
не, и обратно? 

11. Изъ чего видно, что фокусы поверхности второго порядка можно 
опред$Злять какъ центры безконечно малыхъ сферъ, имЗющихъ съ этою поверх- 
ностью двойное соприкосновене? 

12. Каюмя поверхности второго порядка называются одобными и подобно 
оасположенными и какимъ признакомъ характеризуются уравненя такихь по- 
верхностей? 

13. Какъ убфдиться, что плоскости, въ которыхъ лежать лиши перес$че- 
ил трехъ подобныхъ и подобно расположенныхъ поверхностей второго порядка, 
проходать черезъ одну прямую? 

14. Каюмя поверхности второго порядка выражаются уравнешемъ 


0! У, — 0%. =0, 


въ которомъ (ла, И:, 02, Го суть многочлены первой степени? 


15. Изъ чего видно, что всякая линейчатая поверхность второго порядка, 
можеть быть разсматриваема, какъ геометрическое мЪсто точекъ, для которыхъ_ 
произвелене разстоян!й отъ двухъ данныхъ плоскостей находится въ постолн- 
номъ отнощени къ произведению  разстоянй отъ двухъ другихъ данныхъ 
плоскостей? 

16. Вакъ убъдиться, что всякая линейчатая поверхность второго порядка, 
можетъ быть разсматриваема, кавъ образуемая двумя пучками плоскостей или 
двумя прямолинейными рядами точекъ, находящихся въ проективномъ соот- 
вфтетгви? 

17. Сколько въ пучкВ поверхностей второго порядка низодитоя поверхно- 
стей коническихъ? 


18. Что такое взаимныя поляры въ пространств? Что называютъ спосо- 
бомъ взаимныхъ поляръ? 

19. Какая поверхность огибается общими касалельными плоскостями къ 
двумъ даннымъ поверхностямъ второго порядка? 

20. Какя свойства развертывающихся линейчатыхъ поверхностей, сопри- 
касающихся съ двумя поверхностями второго порядка, выводятся способомъ 
взаимныхь поляръ изъ свойствъ лиши пересЗчев1я этихъь поверхностей? 

21. Какое свойство имфютъ плоскости, проходяния черезъ ребра описан-. 
наго около поверхности второго порядка триграннаго угла и чрезъ точки при- 
косновен1я его противоположныхь граней? | 

22. Въ какой зависимости. между собою находятся четыре прямыя, соеди- 
няющ!я вершивы описаннато около поверхности второго порядка тетраэдра съ. 
точками прикосновеня его противоположныхъ граней? 

23. Въ чемъ состоитъ взаимное съ предыдущимъ свойство тетраэдра, 
вписаннато въ поверхность второго порядка? 


